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1 はじめに

Batyrev[1]は双有理同値な Calabi-Yau多様体は等しい Betti数をもつ
ことを証明した．証明は，基礎体を移行して p進積分とWeil予想を使う
という，非常に面白いが少々不自然なものであった．Kontsevich[2]は p進
積分の類似であるモティヴィック積分を考案し，基礎体を移行することな
く Batyrevの結果の精密化を証明することに成功した．本稿は双有理幾
何学を研究するための強力な道具である，このモティヴィック積分を解説
した城崎新人セミナーでの発表をまとめたものである．

2 代数多様体の圏のGrothendieck環

ある基礎体 kを固定する．代数多様体の圏からある環Rへの写像

e : {代数多様体 } → R

が次の二つの性質を満たすとき一般Euler標数という．

1. e(X × Y ) = e(X)e(Y )

2. 閉部分多様体 Y ⊆ X に対し e(X) = e(X \ Y ) + e(Y )

これはオイラー数の性質を抽象化したものである．

例 1. kが有限体のとき，代数多様体X に対し有理点の個数 ♯X(k)を対
応させる写像は一般 Euler標数．

例 2. kが複素数体のとき，代数多様体XのE多項式（Hodge-Deligne多
項式ともいう）を次のように定義する．

E(X; u, v) :=
∑
i,p,q

(−1)ihpq(H i
c(X, C))upvq ∈ Z[u, v].

このとき写像X 7→ E(X; u, v)は一般 Euler標数．
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普遍的な一般 Euler標数を構成しよう．代数多様体 X の同型類を [X]
で表す．代数多様体の圏のGrothendieck環K0(Var)とは，代数多様体
の同型類全体で生成される自由アーベル群⊕

[X]

Z[X]

を次の関係で割ったもの．Y ⊆ Xが閉部分多様体のとき，[X] = [X \Y ]+
[Y ]．積を [X][Y ] := [X ×k Y ]で定めると，K0(Var)は環になる．構成法
から明らかなように，写像

[·] : {代数多様体 } → K0(Var)

は普遍的な一般Euler標数となる．すなわち全ての一般Euler標数はK0(Var)
を経由する．

3 K0(Var)に値をとる測度と積分（ならし運転）

以後は簡単のために基礎体 kは代数閉体であると仮定する．代数多様体
の点として閉点のみを考えることにする．
モティヴィック積分の分かりにくい点のひとつは，関数や積分の値とし

て代数多様体の様なものが表れることであろう．実際のモティヴィック積
分は代数多様体のアーク空間上で考えるが，まず感覚をつかむために，代
数多様体上の積分を考えよう．

定義 1. 代数多様体 X の部分集合 Aは，有限個の（Zariski位相に関し
て）局所閉部分集合 Aiが存在し A =

⊔
Aiとなるとき，構成可能である

という．

構成可能部分集合 Aが上のように A =
⊔

Ai と書けるとき，元 [A] ∈
K0(Var)を

∑
[Ai]で定義する．この定義は Ai の取り方に依らない．代

数多様体 X の構成可能部分集合全体の集合を C(X)と書くことにする．
C(X)は有限加法族になる．すなわち有限和と補集合をとる操作で閉じて
いる．写像

[·] : C(X) → K0(Var)

を考えよう．この写像は（値として実数ではなくK0(Var)の元をとるこ
とを除けば）有限加法的測度になっている．

定義 2. X を代数多様体と F : X → K0(Var)を写像とする．像 F (X)が
有限集合で，すべてのファイバー F−1(a)が構成可能部分集合であるとき
F を構成可能関数とよぶ．
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構成可能関数 F : X → K0(Var)の測度 [·]に関する積分を次のように
定義する． ∫

F =
∫

Fd[·] :=
∑

a∈K0(var)

[F−1(a)]a.

例 3. X を非特異代数多様体，Y ⊆ X を余次元 rの閉部分代数多様体と
する．X 上の構成可能関数 F を次のように定義する．

F (x) =

1 (x ∈ X \ Y )

[Pr−1] (x ∈ Y ).

X̃ を X の Y に沿った爆発とし，E を例外因子とする．すると自然な射
E → Y は局所的に自明な Pr−1束なので，

[E] = [Y ][Pr−1] ∈ K0(Var)

が成り立つ．従って，∫
Fd[·] = [X \ Y ] + [Y ][Pr−1]

= [X \ Y ] + [E]

= [X̃].

4 アーク空間上の積分

X を d次元非特異代数多様体とする．X の（Zariski）接ベクトルはス
キームの射

Spec k[t]/(t2) → X

である．接ベクトル全体の集合 TX は自然な 2d次元代数多様体の構造を
持ち，自然な射 TX → X は局所自明な Ad束となる．
非負整数 nに対し，射

Spec k[t]/(tn+1) → X

を nジェットという．Xの nジェット全体 JnXはまた代数多様体となる．
n = 0, 1の場合，J0X = X，J1X = TX となる．各 nについて自然な射
影 πn : Jn+1X → JnX が存在して，局所自明な Ad束になっている．

X のアークとは射
Spec k[[t]] → X

のことをいう．アーク全体 J∞Xは代数多様体ではないがスキームとなり，
射影極限 lim←− JnX と同一視される．
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K0(Var)の中のA1のクラスをLで記す．MをK0(Var)のLによる局
所化K0(Var)[L−1]とする．いまA ∈ C(JnX)に対し，等式

[π−1
n (A)] = [A]Ld

が成り立つ．従って次の図式は可換になる．

C(JnX)
π−1

n //

[·]L−nd
$$IIIIIIIII

C(Jn+1X)

[·]L−(n+1)d
yyssssssssss

M .

アーク空間 J∞Xの上のモティヴィック測度 µX は大雑把に言うと JnXの
測度 [·]L−ndの極限である．µX はMのある完備化 M̂に値をとる．これ
は無限和を考える必要が出てくるからである．特別な場合として

µX(J∞X) = [JnX]L−nd = [X] ∈ M̂

が成り立つ．
可測関数と呼ばれる適当な条件を満たす写像 F : J∞X → M̂の µX に

関する積分 ∫
FdµX ∈ M̂

が (収束すれば)定義される．例えば∫
1dµX = µX(J∞X) = [X]

となる．
非自明な可測関数としては大体次のようなものを考える．I ⊆ OX をイ

デアル層，γ : Spec k[[t]] → Xをアークとする．γ−1I = (tn)とするとき，
I の γに沿った位数を

ord I(γ) := n ∈ Z≥0 ∩ {∞}

とする．ただし (0) = (t∞)とみる．写像

　 L−ord I : J∞X → M̂

は可測関数となる．
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5 双有理射に対する変換公式

f : Y → X を非特異代数多様体の固有双有理射とする．

事実 1. 自然な写像 f∞ : J∞Y → J∞Xはほとんど全単射．すなわち J∞Y

と J∞Xのそれぞれ測度が零となる部分集合を除いたところで１対１対応
となる．

これは射の固有性の付値判定法の帰結である．J∞X と J∞Y の上の積
分を比較するのが次の変換公式である．

定理 1. F : J∞X → M̂を可測関数，J ⊆ OX を f の Jacobiイデアル．
このとき次の等式が成り立つ．∫

FdµX =
∫

(F ◦ f∞)L−ordJ dµY .

J は相対的標準因子KY/X := KY − f∗KX を定義するイデアルに等し
い．上の公式は実際にはX が特異点を持つ場合でも正しいが，この場合
J はKY/X を定義するイデアルではない．
この定理を適用すれば，最初に述べたBatyrevの結果の一般化，精密化

を簡単に証明できる．

系 1. Z → X，Z → Y を非特異射影的代数多様体の双有理射とする．
KZ/X = KZ/Y を仮定する．このとき，X と Y のHodge数は等しい．

証明. これを証明するには，E(X; u, v) = E(Y ; u, v)を示せば十分である．
従って，[X] = [Y ] ∈ M̂を示せばよい．J をKZ/X = KZ/Y を定義する
イデアルとする．このとき定理より，

[X] =
∫

1dµX =
∫

LordJ dµZ =
∫

1dµY = [Y ].
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