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本講演では講演者が数年前から行っている野生McKay対応（McKay対応の正標数
への一般化）の研究（部分的にWoodとの共同研究）について概説し，さらに将来の
展望について述べる．

1. McKay対応：スタックの双有理幾何の視点から
kを体とし，SLd(k)の有限部分群Gに対し，商多様体X := Ad

k/Gはクレパント特異点
解消 Y → Xを持つとする．McKay対応とは「代数多様体のある不変量 α(−)につい
て，α(Y )はG ⊂ SLd(k)から表現論的に決まる量に等しい」というタイプの結果を意
味することが多い．[Ad

k/G]を商スタックとし，αを適切にスタックに一般化すると，

α(Y ) = α([Ad
k/G])

という等式で表されることが期待される．これは「K同値な空間は等しい不変量を持
つ」という一般的な原理の特別な場合と見なせる．
双有理幾何的的に空間を一般化していくと，ログ・スタック，つまりスタックZと

Q因子Dの対 (Z,D)に行き着く．さらに，不変量を局所化して，究極的に以下のこと
が期待される：K同値なログ・スタック (Z, D)と (Z ′, D′)，そして互いに対応する閉集
合W ⊂ ZとW ′ ⊂ Z ′に対して，

α(Z,D)W = α(Z ′, D′)W ′ (1)

が成り立つ．ここで，α(−)WはαのWに沿った局所化を表す．

2. 弦理論的モチーフ（標数0）
本講演では不変量αとして弦理論的モチーフを考える．まず，標数0で分かっていたこ
とを復習する．簡単のために基礎体kは代数閉体とする．Batyrev[1]は弦理論的E関数
と軌道体E関数という2つの不変量を用いてある種のMcKay対応を示した．２つの不
変量は講演者 [9]により弦理論的モチーフMst(−)に統一され，(1)の形の結果を得た．

定理 1 (Z, D)と (Z ′, D′)はK同値なログ・スタックで川又ログ端末特異点のみを持つ
ものとする．閉集合W ⊂ ZとW ′ ⊂ Z ′は互いに対応しているとすると，

Mst(Z, D)W = Mst(Z
′, D′)W ′ .

定理の特別な場合としてBatyrev[1]とDenef-Loser[3]による下の結果を得る．

系 2 G ⊂ SLd(k)を有限部分群，f : Y → Ad
k/Gをクレパント特異点解消とする．Ad

k/G

と [Ad
k/G]での原点の像をともに0で表す．Conj(G)をGの共役類集合とする．このとき，

[f−1(0)] = Mst(Y )f−1(0) = Mst(Ad
k/G)0 = Mst([Ad

k/G])0 =
∑

[g]∈Conj(G)

Lw(g).

（両辺はK0(Vark)の適当な拡張の元，Lはアフィン直線の類，w(g)は g ∈ SLd(k)から
定まる非負整数とする．）
本研究は科研費 (課題番号:22740020)の助成を受けたものである．



3. モチーフ積分（標数0）
弦理論的モチーフMst(Z,D)WはZのツイステッド・アーク空間上のモチーフ積分とし
て表されることが期待される．Zが代数多様体であるか非特異スタックの場合には，こ
のような表示が出来ることが分かっている．Zが特異スタックの場合には，現時点で
は特異点解消を用いた定義しかない．
定理 1の状況で， ZとZ ′のツイステッド・アークはほとんど 1対 1に対応する．こ

の対応を通して，Mst(Z,D)W の積分表示がMst(Z
′, D′)W ′の積分表示に変換されるこ

と示すというのが，定理の証明の概略である．アークは一種の「曲線」で，積分はそ
れらの広い意味での「数え上げ」なので，「ZとZ ′の一般の曲線は 1対 1に対応するの
で，曲線の重み付き数え上げは，重みをきちんと対応させると等しい」という，より
一般に成り立ちそうな原理の一種であるとみなせる．

Zが商スタック [M/G]の場合には，Zのツイステッド・アークはSpec k[[t]]のG被覆
EからのG同変射E → Zに対応する．G被覆（の同型類）は有限個しかないので，

Mst(Z, D)W =
∑

E: Spec k[[t]]のG被覆

(EのMst(Z,D)Wへの寄与) (2)

という分解が成り立つ．また，Spec k[[t]]のG被覆はGの共役類と対応し，系2に現れ
るLw(g)は gに対応する被覆EのMst([Ad

k/G])0への寄与に他ならない．Eの寄与をE

の重みとみなすと，(2)の右辺はG被覆の重み付き数え上げとみなせる．系2からは，

Y のEuler数 = ]Conj(G) = ]{Spec k[[t]]のG被覆}

が導かれ，実際に被覆の（重み無し）数え上げが現れる．

4. 野生化
　では，正標数ではどうだろうか．一般に代数多様体への有限群作用において，群の
位数が標数と素な場合は標数 0と大体同じ事が成り立つ．逆に，位数が標数で割り切
れる場合を野生的といい，非常に解析が難しくなることが知られている．しかし，上
述のモチーフ積分を使った議論は，少し難しくはなるが，最終的に非常に上手くいき
そうなのだ．
もちろん新しい現象も現れる．正標数では，Spec k[[t]]のG被覆が無限個，連続的な

族として現れ，さらにモジュライ空間が無限次元になる．したがって，等式 (2)は有限
和ではなくモチーフ積分を用いた式

Mst(Z, D)W =

∫
{E: Spec k[[t]]のG被覆 }

(EのMst(Z, D)Wへの寄与)

に変更されなければならない．これに伴い，系 2は以下のように変更されることが予
想される．

予想 3 ([8, 6]) 有限部分群G ⊂ SLd(k)を考え，X := Ad
k/Gとおく．Gは反射を含ま

ない，つまりAd
k → Xは余次元１でエタールとする．このとき，適当な関数E 7→ w(E)

に対し，

Mst(Ad
k/G)0 =　

∫
{E: Spec k[[t]]のG被覆 }

Lw(E)



が成り立つ．さらに，クレパント特異点解消 f : Y → Xが存在すれば，上式の両辺は
[f−1(0)]に等しい．さらに，kが有限体FqでGk((t))がk((t))の絶対Galois群を表すとす
ると，

](f−1(0))(k) =
1

]G

∑
連続準同形ρ:Gk((t))→G

qw(ρ) (3)

が成り立つ．ここで，w(ρ)はρに対応するG被覆Eに対するw(E)に等しい．

Gが素位数巡回群の場合は予想は成り立つ [7]．また，基礎体kと冪級数環k[[t]]をと
もに完全離散付値環Rで剰余体kが完全体であるもの（例えばZp）に置き換えた場合
にまで，予想を自然に一般化できる．

5. Bhargavaの量公式と点のHibertスキーム
Bhargava[2]は与えられた局所体Kと自然数nに対し，Kのn次拡大を数え上げる公式
を得た．Kedlaya[5]はこれを等式 (3)の右辺のような局所ガロア表現の数え上げとして
解釈した．一方で，非常によく似た公式がA2

kのn点Hilbertスキームからも現れる [4]．
Gがn次対称群Snで埋め込みSn ⊂ SL2n(k)が標準置換表現2つの直和により与えら

れる場合，商多様体A2n
k /Snのクレパント特異点解消として，A2

kのn点Hilbertスキー
ムが取れる．この状況で，予想3の等式 (3)が成り立つことを，上記の公式などを利用
してWoodと講演者 [6]は示した．この結果は，野生McKay対応が数論と特異点の幾
何を結びつける非常に興味深いものであることを示している．また証明のために，予
想に現れる関数wとArtin導手の関係を明らかにした．この関係は，野生分岐（暴分
岐）理論との関わりを示している．

6. 今後の課題と展望
野生McKay対応の研究は始まったばかりで，やるべき事が多く残されている．多くの
人がこの研究に参入してくれることを期待している．下に今後の課題・展望をまとめる．

6.1. 野生Deligne-Mumfordスタック上のモチーフ積分の完成
予想 3は野生Deligne-Mumfordスタック上のモチーフ積分の理論が完成すれば，その
系として得られるはずのものである．理論の完成が急がれる．

6.2. 弦理論的不変量の明示的計算と特異点解消の反例
予想 3によると，特異点の弦理論的不変量が数論的に計算できることになる．具体例
において弦理論的不変量が病的な値になれば，特異点解消の反例が見つかる可能性が
ある．

6.3. 野生分岐理論との関係
野生分岐（暴分岐）は数論・数論幾何において重要な研究対象である．野生McKay対
応では，野生分岐を必然的に取り扱うことになるが，他の野生分岐理論とどのように
関係するのだろうか．興味深い問題である．

6.4. 大域化
局所体（冪級数体や p進体）を大域体で置き換えるとどうなるだろうか．§3で説明し
たような曲線の数え上げの議論は，技術的には非常に難しいにしても，基本的な考え
方は機能するように思える．そうすると，大域体のガロア拡大の数え上げと，特異点
解消上の有理点や整数点の数え上げが結びつくかもしれない．



6.5. クレパント特異点解消の存在と構成
いつ野生商特異点にクレパント特異点解消が存在するかについて，我々の知識は非常に
乏しい．例えば，3次元に限って詳細に調べるのも面白い問題だと思う．また，モジュ
ライ空間としてクレパント特異点解消を構成するのは別の興味深い研究だ．予想 3が
正しければ，ログ特異点解消を計算することで， 局所ガロア表現の数え上げを計算で
きるだろう．

6.6. 非可換代数幾何的アプローチ
McKay対応への非可換代数幾何的アプローチ（非可換環や導来圏を使ったもの）も盛
んに研究されているが，野生的状況はほとんど手つかずのようだ．素朴に標数 0の議
論を移植しようとしてもすぐに破綻する．新しいアイデアが待たれる．
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