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はじめに

このノートは 2016年度（平成 28年度）前期に大阪大学で行う代数幾何学特論の講義ノートであ

る．講義の中心テーマは代数多様体の分類問題に設定した．また，2次的なテーマとしてディオファ

ントス問題にも言及する予定である．

講義やこのノートを準備するのに参考にした主な文献を以下に挙げる．講義内容に興味を持ちよ

り詳細を知りたい人は，これらの文献に当たって欲しい．代数多様体の基礎に関しては Hartshorne

[1977]を参考にした．好き嫌いはあるが，この本は代数幾何の一番標準的な教科書だろう．本講義で

は，スキーム理論を扱わない（少し補足事項として言及することはあるかもしれないが）ことにした

が，スキーム理論がよくまとまっている本である．また，Reid [1988]はより初等的な代数幾何の教

科書で，動機付けを与える幾つかの例で参考にした．本の最後に代数幾何の歴史が簡単にまとめてあ

り，これも参考になった．

代数多様体の分類理論に関して雑誌数学の様々な良質の論説 1 があり，それらも参考にした．

ディオファントス問題に関してはHindry and Silverman [2000], Bombieri and Gubler [2006]を参

考にした．

あまり見直していないので，間違いを多く含んでいると思う．（特に本講義の受講生は）見つけた

ら教えていただけるとありがたい．

発展的内容については -のマークを付けて明示する．このマークがある部分では，より広い知識
を仮定する．ここでは，しばしば代数多様体はスキームとみなし，層も自由に使うことにする．

特に断らない限り，体や環は可換で 1を含むものとする．

1古いものは以下のウェブサイトで見ることができる．
http://mathsoc.jp/publication/dbase/sugaku/article006.html
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第1章 代数多様体の基礎

1.1 代数幾何とは

代数幾何とは，簡単に言うと代数方程式の解集合の幾何である．つまり，m個の n変数多項式で

与えられる方程式

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xm) = 0

をみたす点集合の「形」を調べるのである．多項式は有限個の変数から和，積，スカラー倍を有限回

繰り返して作られる．つまり，代数的に構成される．従って，代数幾何では，代数，特に可換環論と

密接に関連している．

一般に，関数のクラスを決めて，そのクラスの関数を用いて多様体やその間の射を定めることで，

幾何の分野が一つ定まる．連続関数なら位相幾何，微分可能関数なら微分幾何，複素正則関数なら複

素幾何という具合だ．代数幾何に対応する関数のクラスは多項式関数になる．

代数幾何の一つの著しい特徴は，方程式の解を様々な「数」の集合の中で考えられることだ．例え

ば，多項式 fiが整数係数を持つとき，そのような数の集合として C, R, Q, Z, Fpなどがまず挙げら
れる．同じ方程式から様々な代数多様体を定義でき，それらの関係を調べることができ，特に整数論

ではこれが重要になる．Cをとると，複素代数多様体が現れ，Qや Zに対してはディオファントス
問題を考えることになる．ディオファントス問題とは方程式の有理数解や整数解を論じる問題のこと

である．一番有名な例は

xn + yn = zn (n ≥ 3)

に非自明な整数解が存在しないことを主張するフェルマーの最終定理（Wiles–Taylorの定理）である．

代数多様体の分類問題は代数幾何の中心的テーマの一つでありつづけている．大雑把に言うと，代

数多様体の離散的な不変量（有限個の整数の組など）により代数多様体を大別し，各々の幾何学的性

質を記述することが目標である．1次元の（非特異射影）代数多様体は種数 gという非負整数で大別

される．代数多様体の性質により，g = 0，g = 1，g ≥ 2の三つの場合に分けることができる．2次

元ではイタリア学派や小平による分類理論がある．さらに一般次元での試みとして小平次元による

分類（飯高プログラム）や極小モデル理論（森理論とも）などがある．2次元以上では双有理同値の

考え方が入ってくる．代数多様体が一つあれば，爆発という操作でいくらでも新しい代数多様体が得

られるので，そのような操作で不変な性質調べるのが双有理幾何である．

ある方程式のディオファントス問題は同じ方程式が定義する例えば複素多様体の幾何学的性質と

密接に関連している．このような視点からディオファントス問題を調べる分野をディオファントス幾

何という．代数曲線の方程式の場合では，種数 1以下だと無限個の有理数解を持ち得て，実際に十分

大きな代数体 kまで広げると無限個の解を持つ．一方種数 2以上だと有限個しか有理数解を持たな

い（モーデル予想，ファルティングスの定理）．この結果を高次元の場合に一般化する予想としてバ

ティレフ・マニン予想がある．これは，上述の分類問題と密接に関連していて，小平次元の類似であ

る小平エネルギーを用いて定式化される．
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1.2 アフィン代数多様体

代数幾何の基本的研究対象である代数多様体を定義していこう．ここにあまり時間を割きたくな

いので，実際には擬射影代数多様体のみを扱う．一般の代数多様体はアフィン代数多様体を貼り合わ

せて得られるが，貼り合わせをきちんと扱うのはそれなりに面倒だが，擬射影代数多様体では最初か

ら張り合わされていて都合が良い．また，チャウの補題から擬射影代数多様体はある意味で十分に一

般的であり，この場合に制限しても，それほど一般性を失わない．

また，現代では代数多様体をスキームの特別なクラスと定義することが多いが，短時間でスキーム

を定義するのは難しいので，本講義では古典的な定義を採用する．ただ，研究論文などはスキームを

使って書かれていることが多く，意欲的な学生にはスキーム論も（いずれ）勉強することを勧める．

この章では代数閉体K を固定する．また kをK の部分体とする．例えばK として C や Q̄（Qの
代数的閉包），kとして Qを想定すれば良い．
まずアフィン代数多様体を定義する．アフィン代数多様体は一般の代数多様体の構成要素となる．

定義 1.2.1. n次元アフィン空間とは

An = Kn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ K}

のことである．基礎体K を明示する場合はこれを AnK と書く．

K 係数 n変数多項式環K[x1, . . . , xn]を考えよう．multi-index notationを採用し，この環をK[x]

とも書く．

定義 1.2.2. 部分集合 S ⊂ K[x] = K[x1, . . . , xn]に対し，

V (S) = {x ∈ An | ∀f ∈ S, f(x) = 0} =
∩
f∈S

V (f)

を S の（共通）零点集合と呼ぶ．ある S に対し V (S)と表せる Anの部分集合を（An内の）アフィ
ン代数多様体という．

注意 1.2.3. 代数多様体と呼ぶとき，文献によって既約性や非特異性などを仮定することがあるので

注意が必要．本講義でも後にこのような仮定を課す．

補題 1.2.4. ⟨S⟩ ⊂ K[x]を S が生成するイデアルとする．（つまり，

⟨S⟩ = {
l∑
i=1

figi | i ∈ N, fi ∈ K[x], gi ∈ S}

である．）このとき

V (S) = V (⟨S⟩)

が成り立つ．

証明. 一般に S ⊂ S′ のとき，V (S) ⊃ V (S′)となる．S ⊂ ⟨S⟩なので，V (S) ⊃ V (⟨S⟩)が成り立つ．
逆を示すために任意の x ∈ V (S)を取り V (⟨S⟩)を示す．任意の F ∈ ⟨S⟩を上のように F =

∑
i figi，

gi ∈ S と表す．gi(x) = 0なので，

F (x) =
∑
i

fi(x)gi(x) = 0.

従って，定義より x ∈ V (⟨S⟩)となる．
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上の補題からアフィン代数多様体はイデアルに対して定まり，その生成元集合の取り方に依存しな

いことが分かる．

つぎの可換環論からの事実を思いだそう．（可換環の標準的な文献として Atiyah and Macdonald

[1969], Matsumura [1989], Eisenbud [1995]を挙げておく．）

事実 1.2.5. K[x]はネーター環である．

つまり，K[x]の任意のイデアルは有限生成であり，任意のイデアルの昇鎖

I1 ⊂ I2 ⊂ · · ·

は十分大きな nに対し，In = In+1 = · · · となる．従って，任意の S ⊂ K[x]に対し，有限個の多項

式 fi ∈ S により ⟨S⟩ = ⟨f1, . . . , fl⟩となり，

V (S) = V (f1 . . . , fl) := {x | f1(x) = · · · = fl(x) = 0}

となる．特に，アフィン代数多様体は連立代数方程式の解集合であると言うことが出来る．

定義 1.2.6. アフィン代数多様体 V ⊂ Anは，部分体 k ⊂ K と S ⊂ k[x]に対し V = V (S)となると

き，k上定義されているという．V は kアフィン代数多様体であるともいう．

中間体 k ⊂ k′ ⊂ K に対し，V が k上定義されていれば，もちろん k′ 上も定義されている．

注意 1.2.7. 以後，代数多様体の射や部分多様体など様々な概念が「k 上定義」されたり，概念の k

上版などが登場する．これらは，特にディオファントス問題を扱うときに必要となる．

注意 1.2.8. -スキームの言葉で書かれている文献も多いので，古典的な代数多様体の定義とスキー
ムを使ったものとの間で相互に翻訳する必要が出てくる．k上定義されたスキームとは，Spec kへの

射を備えたスキーム X である（射 X → Spec kの事であるとも言える）．このとき，古典的な場合

のように kを含む代数的閉体K をあらかじめ考える必要は無い．体の拡大 k′/kに対し，k上定義さ

れたスキームX からファイバー積

Xk′ = X ⊗k k′ := X ×Spec k Spec k
′

により，k′ 上定義されたスキームXk′ を得る．

kを含む代数的閉体K を固定しよう．古典的な意味で k上定義された代数多様体X に対し，kス

キームX ′の（同型類）が一意的に定まる．点集合としてのX は kスキームの射 SpecK → X の集

合をX(K)と同一視できる．

問題 1.2.9. 次を示せ．

1. 部分集合 S, S′ ⊂ K[x]に対し S · S′ := {fg | f ∈ S, g ∈ S′}とすると，

V (S) ∪ V (S′) = V (S · S′).

2. 部分集合 Si ⊂ K[x], i ∈ I（I は有限集合とは限らない）に対し，∩
i∈I

V (Si) = V (
∪
i∈I

Si).

この問題より，次の命題が従う．

命題 1.2.10. {V (S) | S ⊂ K[x]}は An の閉集合系を成す．
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定義 1.2.11. この閉集合系が定める An の位相を An のザリスキ位相という．アフィン代数多様体
V ⊂ An に誘導される位相を V のザリスキ位相という．

以下，アフィン代数多様体に入る位相は特に断らない限りザリスキ位相とする．アフィン代数多様

体 V ⊂ An の閉集合とは，V に含まれる（同じ An 内の）アフィン代数多様体に他ならない．

定義 1.2.12. 閉集合のことを閉部分多様体とも呼ぶ．（単に部分集合とみるか，それ自体をまた代数多

様体とみなすかによって呼び分ける習慣があるが，厳密には意味に違いは無い．）また開集合 U ⊂ V
を V の開部分多様体ともいう．

例 1.2.13. A1 の閉集合は A1 自身と（空集合を含む）有限部分集合である．この例が示すように，

空で無いザリスキ開集合は巨大である．一般に，既約代数多様体の空でない開集合は稠密である．ま

た，代数多様体は一般にザリスキ位相に関してハウスドルフではない．

定義 1.2.14. アフィン代数多様体 V ⊂ An と多項式 f ∈ K[x1, . . . , xn]について，

D(f) := {x ∈ V | f(x) ̸= 0}

という形の集合を V の基本開集合という．

問題 1.2.15. 基本開集合はザリスキ位相の基本開集合系をなす事を示せ．

問題 1.2.16. アフィン代数多様体はザリスキ位相に関してコンパクトである事を示せ．

注意 1.2.17. V = V (S) ⊂ An の基本開集合 D(f)は 1次元高いアフィン空間 An+1 内のアフィン代

数多様体と見なせる．実際，An+1 の座標を x1, . . . , xn, yとし，

V ′ = V (S, f · y − 1) ⊂ An+1

とおくと，自然な全単射

V → V ′

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)
−1)

が存在する．

定義 1.2.18. アフィン代数多様体W は真の閉部分集合 V1, V2 ⊊ W によりW = V1 ∪ V2 と表せな
いとき既約であるという．

一般のアフィン代数多様体は

W =
l∪
i=1

Vi (Viは既約)

と有限個の既約閉部分多様体の和集合として表せる．さらに i ̸= jのとき Vi ⊈ Vj となるような無駄

のない表示を選ぶことができ，それは一意的に定まる．

定義 1.2.19. 無駄のない表示に現れる既約閉部分多様体をW の既約成分という．また，この表示を

W の既約分解という．

一般の代数多様体についても，上述の既約性に関する概念は同様に定義される．既約分解により，

一般の代数多様体の研究を既約代数多様体の場合に帰着し，主に既約性を仮定して研究することが

多い．

例 1.2.20. V (xy) ⊂ A2 は V (xy) = V (x) ∪ V (y)と既約分解される．
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注意 1.2.21 (k上定義される開・閉集合と k上の既約性). V が k上定義されるとき，k上定義される

閉集合や閉部分多様体，k上定義される（基本）開集合などの概念が自然に定義される．V が k上定

義されていても，その既約成分 Vi も k上定義されているとは限らない．k上定義された閉集合のみ

を考えることで k上既約の概念が定義され（これと対比して，上で定義したものをK 上既約，幾何

学的に既約などという．），k上の既約分解も定義される．

例 1.2.22. K = Cとして，アフィン代数多様体

V = V (x2 + 1) = {i} ∪ {−i} ⊂ A1 = C

を考える．V は（C上）既約ではないが，R上や Q上では既約である．V の（C上の）既約成分は
{i}と {−i}の 2つだが，R上や Q上の既約成分は V 自身の 1つだけである．

注意 1.2.23. -スキームの言葉ではこの例は以下のようになる．任意の中間体 Q ⊂ k ⊂ Cに対し，
V に対応する kスキームは

Xk = Spec k[x]/
⟨
x2 + 1

⟩
である．i ∈ kのとき，

k[x]/
⟨
x2 + 1

⟩ ∼= k[x]/ ⟨x− i⟩ × k[x]/ ⟨x+ i⟩ ∼= k × k

と環が体の積に分解することに対応して

Xk = Spec k ⊔ Spec k

となる．i /∈ kのときは，k[x]/
⟨
x2 + 1

⟩
は体であり，スキームXkは一点集合である．（しかし，X の

C点集合X(C)は 2点からなる．X(C)はX の部分集合では無い！）中間体 k ⊂ k′ ⊂ Cに対し，

k′[x]/
⟨
x2 + 1

⟩
=
(
k[x]/

⟨
x2 + 1

⟩)
⊗k k′

である事に対応して，

Xk′ = Xk ⊗k k′

となる（cf. 注意 1.2.8）．

1.3 座標環

多項式 f ∈ K[x]は An の関数 f : An → K とみなせる．

定義 1.3.1. アフィン代数多様体X ⊂ An に対し，その定義イデアルを

I(X) := {f ∈ K[x] | f |X ≡ 0}

と定義する．つまり，X 上では恒等的に消える多項式関数の集合である．

I は An内のアフィン代数多様体にK[x1, . . . , xn]のイデアルを対応させ，以前に定義した V は逆

向きの対応を与える．根基イデアルに制限するとこれは，1対 1対応となる．

定義 1.3.2. 可換環 Rのイデアル J の根基
√
J は

√
J := {f ∈ R | ∃n ∈ N, fn ∈ J}

により定義される．
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簡単に確かめられるようにイデアルの根基は再びイデアルとなる．また，√√
J =
√
J

が成り立つ．

定義 1.3.3. J =
√
J となるイデアル J を根基イデアルと呼ぶ．

定理 1.3.4. 1. （ヒルベルトの零点定理）イデアル J ⊂ K[x1, . . . , xn]に対し，

I(V (J)) =
√
J

が成り立つ．

2. 2つの写像

{An内のアフィン代数多様体 }
V

⇆
I
{K[x1, . . . , xn]の根基イデアル }

はお互いの逆写像である．

定義 1.3.5. アフィン代数多様体X ⊂ An に対し，商環 R(X) := K[x]/I(X)をX の座標環と呼ぶ．

座標環の元 f ∈ R(X)はX 上の関数とみなせる．実際，f の代表元 f̃ ∈ K[x]をとり，この多項式

関数のX への制限 f̃ |X は代表元の取り方に依らない．

問題 1.3.6. X が既約であることとR(X)が整域であることは同値であることを示せ．ただし，環R

が整域とは，環 Rの元 f, gが fg = 0を満たすならば，f = 0か g = 0が成り立つことを言う．

X が部分体 k上定義される場合には k上の座標環

Rk(X) := k[x]/Ik(X) (Ik(X) := I(X) ∩ k[x])

が定義される．R(X)と Rk(X)は

R(X) = Rk(X)⊗k K

という関係にある（cf. 注意 1.2.8，1.2.23）．

1.4 アフィン代数多様体の関数体

一般に，整域 Rに対し，分数体 Q(R) = {f/g | f, g ∈ R, g ̸= 0が定まる．2つの分数式 f/g と

f ′/g′ は fg′ = f ′gとなるとき，等しい元を定める．

定義 1.4.1. Xを既約アフィン代数多様体とする．座標環R(X)の分数体をXの関数体と呼びK(X)

と記す．K(X)の元をX 上の有理関数という．

元 f ∈ R(X)に対し，基本開集合 D(f) = {f ̸= 0} ⊂ X 上では g/fn, n ∈ Nという形の関数が
well-definedである．つまり環の局所化

R(X)f := {g/fn | g ∈ R(X), n ∈ N} ⊂ K(X)

はD(f)上の関数の集合とみなせる．

定義 1.4.2. この環 R(X)f をD(f)の座標環と呼び，その元をD(f)上の正則関数と呼ぶ．
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注意 1.4.3. X が既約でなくても局所化R(X)f が定義されD(f)の座標環となる．しかし，この場合

局所化の定義が少しだけ複雑になる．可換環論の教科書を参照のこと．また，分数体ではなく全分数

環が定義される．

問題 1.4.4. R(X)f は注意 1.2.17のように D(f)をアフィン代数多様体とみなしたときの座標環と

一致することを示せ．

このようにK(X)の任意の元 f は，X の空でない開集合 U 上の関数 f : U → K を定める．

定義 1.4.5. このような，U のうち最大のものを dom(f)と書き f の定義域という．

有理関数を

f : X 99K K

と書く．破線はX 全体で定義されるとは限らないことを表している．

注意 1.4.6. R(X)と局所化R(X)f の分数体は同じ（自然に同型）である．この事実は擬射影代数多

様体の関数体を定義するときに必要となる．

注意 1.4.7. Xが k上既約な代数多様体のとき，k上の座標環Rk(X)の商体として k上の関数体 k(X)

が定義される．

1.5 射影代数多様体と擬射影代数多様体

様々な状況ではアフィン代数多様体に無限遠点を付け加えて，射影代数多様体と呼ばれる閉じた

（コンパクトな）空間にした方が都合が良い．

定義 1.5.1. n次元射影空間 Pn を

Pn = {Kn+1の 1次元線形部分空間 }

=
(
Kn+1 \ {0}

)
/K∗

により定義する．ここで，/K∗ はK∗ = K \ {0}のスカラー倍で移り合うベクトルを同一視して得
られる商集合を意味し，下の等式は自然な 1対 1対応により同一視することを意味する．

(x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1 \ {0}が定める Pn の点を (x0 : · · · : xn)と書く．x0, x1, . . . , xn をこの点
の斉次座標と呼ぶ．

点に対し斉次座標は一意には定まらず，K∗ の元による積の分だけ自由度がある．

定義 1.5.2. 斉次多項式とは全ての（係数が零でない）項の次数が等しい多項式のことである．

例 1.5.3. 例えば

f(x, y, z) = x3 + 3x2y − 5z3 + xyz

は 3次の斉次多項式である．

f(x0, . . . , xn)がm次斉次多項式であることと

f(cx0, . . . , cxn) = cmf(x0, . . . , xn), (c ∈ K)

が成り立つことは同値である．f ∈ K[x] = K[x0, . . . , xn]が斉次多項式のとき，f は Pn 上の関数で
はないが f が Pn の各点で零かどうかは意味を持つ．つまり (a0 : · · · : an) = (b0 : · · · : bn) ∈ Pn に
対し，

f(a0, . . . , an) = 0⇔ f(b0, . . . , bn) = 0.
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定義 1.5.4. x = (a0 : · · · : an) ∈ Pn に対し，f(a0, . . . , an) = 0のとき f(x) = 0と書き，xは f の

零点であるという．f の零点の集合を V (f)と書く．また S ⊂ K[x]を斉次多項式の集合とすると

V (S) = {x ∈ Pn | ∀f ∈ S, f(x) = 0}

と定義する．（記号の乱用により，アフィン代数多様体のときと同じ記号 V を用いる．区別したいと

きには，aや pなどの添え字を加えることにする．）ある Sについて V (S)と表される Pnの部分集合
を射影代数多様体と呼ぶ．

定義 1.5.5. 斉次多項式により生成される多項式環のイデアル I ⊂ K[x]を斉次イデアルと呼ぶ．斉

次イデアル I ⊂ K[x0, . . . , xn]に対し，

V (I) = {x ∈ Pn | ∀f ∈ I, f(x) = 0}

と定義する．f(x) = 0とは，xの任意の斉次座標 x0, . . . , xn に対し，f(x0, . . . , xn) = 0であること

を意味するものとする．

斉次多項式の集合 S に対し，明らかに

V (S) = V (⟨S⟩)

が成り立つ．

定義 1.5.6. 射影代数多様体 V ⊂ Pn の定義イデアル I(V )を

{f ∈ K[x0, . . . , xn] | ∀p ∈ V, f(p) = 0}

により定義する．f(p) = 0の意味は上と同様とする．

問題 1.5.7. 射影代数多様体の定義イデアルは斉次で根基であることを示せ．

アフィンの場合と同様に，V と I による次の 1対 1対応がある：

{空でない Pn 内の射影代数多様体 } ↔ {⟨x0, . . . , xn⟩に含まれる根基斉次イデアル }

注意 1.5.8. イデアル ⟨x0, . . . , xn⟩ とイデアル K[x] = ⟨1⟩ の零点集合はともに空集合となる為に，
「⟨x0, . . . , xn⟩に含まれる」という条件が必要となる．

定義 1.5.9. 部分体 k ⊂ K に対し，部分集合 S ⊂ k[x] ⊂ K[x]に対し V (S)と表される射影代数多

様体は k上定義されているという．

定義 1.5.10. Pn内の射影代数多様体全体は閉集合系を成す．対応する Pnの位相をザリスキ位相と
呼ぶ．射影代数多様体 V ⊂ Pnのザリスキ位相は Pnのザリスキ位相から誘導されるものと定義する．
射影代数多様体の開集合を擬射影代数多様体と呼ぶ．擬射影代数多様体にも位相が誘導され，これ

もザリスキ位相と呼ぶ．

今後，代数多様体といえば擬射影代数多様体を表すものとする 1．

代数多様体の位相は，特に断らなければザリスキ位相を考えるものとする．代数多様体X の局所

閉 2 集合 Y は再び（擬射影）代数多様体となり，Y をX の部分（代数）多様体と呼ぶ．

代数多様体 X が既約であるとは，真閉部分集合 X1, X2 ⊊ X で X = X1 ∪X2 となるものが存在

しないことである．
1通常の定義では，擬射影でない代数多様体も存在するが，擬射影的なものに制限しても，それほど一般性を失わない．つ

まり，多くの話は擬射影代数多様体の圏の中で展開できる．
2局所閉集合とは開集合と閉集合の交わりとなる部分集合のこと．
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k上定義された閉集合に制限するとことで，k上のザリスキ位相，k開集合，k部分多様体，k上

既約などの概念も同様に定義される．

注意 1.5.11. 代数多様体はザリスキ位相に関してコンパクトである．K = Cのとき，代数多様体は
Cn = R2nの通常の位相から誘導される位相も持つ．この位相は通常の位相，解析的位相などと呼ば

れる．射影代数多様体はこの位相に関してコンパクトであるが，一般の代数多様体はそうではない．

次章のコンパクト化という用語はこの事実に基づく．

1.6 射影コンパクト化

Pn は An に無限遠点を付け足して得られると見なすことができる．まず単射

ι : An → Pn, (x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : · · · : xn)

がある．この写像の像は V (x0)の補集合D(x0)である．（一般に，斉次多項式 f に対しD(f) = {f ̸=
0} = Pn \ V (f)とおく．）しばしば Anと ι(An) = D(x0)を同一視して，Anを Pnの開部分集合とみ
なす．

V (x0) = {(0 : a1 : · · · : an) ∈ Pn}

は Pn−1 と自然に同一視でき，

Pn = D(x0) ⊔ V (x0) = An ⊔ Pn−1

という Pn の分解を得る．V (x0)の点 (0 : a1 : · · · : an)は An の直線

{(ca1, . . . , can) | c ∈ K}

を無限に伸ばした先に加えられた 1点（無限遠点）と解釈できる．

例 1.6.1. K = Cのとき，P1は A1 = Cに 1点 P0を加えて得られる 1点コンパクト化で球面 S2に

（解析的位相に関して）同相である．

定義 1.6.2. アフィン代数多様体 V ⊂ Anの射影コンパクト化 V を ι(V )の閉包として得られる射影

代数多様体と定義する．

V ∩ An = V となることが分かる．つまり，射影コンパクト化 V は V に適当な無限遠点を付け加

えたものである．付け加えられる無限遠点は，V の点の極限となるものである．

射影コンパクト化の具体的な計算は多項式の斉次化を用いて成される．

定義 1.6.3. m次多項式 f ∈ K[x1, . . . , xn]の斉次化 fh ∈ K[x0, x1, . . . , xn]とは，f の各項に適当な

x0 のベキ xl0，0 ≤ l < mを掛けて得られるm次斉次多項式である．イデアル I ⊂ K[x1, . . . , xn]の

斉次化 Ih ⊂ K[x0, x1, . . . , xn]を

Ih :=
⟨
fh | f ∈ I

⟩
により定義する．

例 1.6.4. 例えば

f = x31 + x1x2 + 3

の斉次化は

fh = x31 + x0x1x2 + 3x30

である．
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事実 1.6.5 (Cox et al. [2007, p. 390]). アフィン代数多様体 V ⊂ Anの定義イデアルを Iとするとき，

I(V ) = Ih.

注意 1.6.6. 一般に Iの基底 f1, . . . , flに対し，fh1 , . . . , f
h
l は Ihの基底にはならない．しかし，f1, . . . , fl

が I の（次数付き多項式順序に関する）グレブナー基底ならば，fh1 , . . . , f
h
l は Ihの基底になる．特

に，I が 1つの元 0 ̸= f ∈ K[x1, . . . , xn]で生成されるとき，Ih =
⟨
fh
⟩
となる．（この点に関して，

講義で嘘を言ってしまったようだ．）

x0を他の変数 xiで置き換えることで，D(xi)もアフィン空間と同一視できる．つまり各 i = 0, . . . , n

に対し，埋め込み ιi : An ↪→ Pn が存在する．

Pn =
n∪
i=0

D(xi)

であるので，Pn は n+ 1個の An と同形な開集合で覆われる．従って，射影代数多様体 V ⊂ Pn は
n+ 1個のアフィン代数多様体 Vi = V ∩D(xi)を貼り合わせて得られる．

各アフィン代数多様体 Vi の基本開集合全体 Ui の和集合 U =
∪
i Ui は V のザリスキ位相の基本開

集合系を成す．U の元を V の基本開集合 3と呼ぶ．W を V の開集合（従って擬射影代数多様体）と

すると，W は V の位相から誘導される位相を持ち，これをW のザリスキ位相という．W =
∪
i Ui,

Ui ∈ U という開被覆が存在する．これを基本開被覆 4 と呼ぶ．

1.7 射

定義 1.7.1. アフィン代数多様体 Y ⊂ An, X ⊂ Amに対し写像 f : Y → X が射（正則写像，多項式

写像とも）であるとは，f をm個の関数を用いて

(f1, . . . , fm) : Y → X ⊂ Am

と表したとき，fi ∈ R(Y )となることである．特にX = A1 = K のとき，f を Y 上の正則関数と呼

ぶ．Y からX への射の集合を Hom(Y,X)を書く．Y 上の正則関数の集合を O(Y )と書く．

射 f : Y → X による関数の引き戻し写像を

f∗ : R(X)→ R(Y ), g 7→ g ◦ f

で定義する．

引き戻し f∗はK 代数の準同形となる．逆にK 代数の準同形 R(X)→ R(Y )は一意的に定まる射

f : Y → X の引き戻し写像になっている．

注意 1.7.2. 圏論的にいうと，アフィン代数多様体の圏は有限生成被約K代数の圏と反変同値である，

といえる．

上の定義で，X,Y が k ⊂ K 上定義され，fi ∈ Rk(Y )であるとき，f は k上定義されるという．f

は k射であるともいう．f が k上定義されるときは Rk(X)→ Rk(Y )は k代数の準同形になる．

3この定義はあまり一般的ではないだろう．この定義は Pn の座標の取り方に依存するが，依存しない概念を考えても良い．
より一般に，アフィン開集合という概念もある．いずれにしても，U が基本開集合系になるので，これらの定義の違いはそれ
ほど問題にならないだろう．つまり，各点 v ∈ V の開近傍でアフィン代数多様体になるものをとるというのが通常の使い方
なので，基本開集合系を成していれば，どの概念を考えてもあまり違いはない．

4これは，アフィン開被覆と呼ばれるものの本講義での代替物である．
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定義 1.7.3. 擬射影代数多様体の写像 f : Y → X が射であるとは，基本開集合による被覆 Y =
∪
Yj，

X =
∪
Xiが存在し，各Yjの像はあるXiに含まれ，誘導されるアフィン代数多様体の写像 f |Yj : Yj →

Xi が射となることと定義する．X, Y が k上定義され，Xi，Yj，f |Yj : Yj → Xi が全て k上定義さ

れるように選べるとき，f は k上定義されるという．

代数多様体の射 f : Y → X が同型射であるとは，それが全単射で逆写像も射となることをいう．

同型射 f : Y → X が存在するとき，Y とX は（K上）同型であるといい Y ∼= X と記す．Y,X が k

上定義され，k上定義される同型射 f : Y → X があるとき，Y,X は k同型または k上同型であると

いい，Y ∼=k X と書く．

X と Y が k同型なら同型だが逆は一般に成り立たない．

例 1.7.4. X = V (y2 − x3) ⊂ A2 とし，写像

f : A1 → X, a 7→ (a2, a3)

を考える．これは任意の体 k上定義される射である．さらに全単射でもあるが同型射ではない．つま

り逆写像が射ではない．R(X) = K[x, y]/
⟨
y2 − x3

⟩ ∼= K[t2, t3]（1変数多項式環 K[t]の t2, t3 で生

成される部分K 代数）であり，引き戻し写像 f∗ : R(X)→ R(A1)は埋め込み写像K[t2, t3] ↪→ K[t]

と同一視される．最後のK 代数準同形が同型でないことから f が同型でないことが従う．

問題 1.7.5. 代数多様体の射 g : Z → Y と f : Y → X に対し，合成 f ◦ g : Z → X も射であることを

示せ．

これにより代数多様体とその射のなす圏が定まる．また k代数多様体と k射の圏も定義できる．

射影代数多様体の重要な性質として，次が成り立つ．

命題 1.7.6. Y が射影代数多様体のとき，射 f : Y → X は閉写像（閉集合の像は閉集合）である．特

に f(Y ) ⊂ X は閉集合である．

注意 1.7.7. Hartshorne [1977, II, 2]にある概念を使うと（スキームの言葉で書かれているが），命題

のような射 f は射影的射であり，射影的射は固有射であり，固有射は閉写像であるというふうにし

て命題を導くことができる．命題の証明がスキームを使わずに述べられている文献もあるはずだが，

私にはすぐに見つけられなかった．知っている人は教えて下さい．

定義 1.7.8. 代数多様体X の開集合 U がアフィン開集合であるとは，U がアフィン代数多様体と同

型であることと定義する．

今後，言葉の乱用により，アフィン代数多様体と同形な代数多様体もアフィン代数多様体と呼ぶこ

とにする．（例えば部分集合 D(f) = {f ̸= 0} ⊂ An はこれまでの意味ではアフィン多様体ではない
が，An+1 の閉部分集合と同型になるのでアフィン代数多様体と呼ぶことにする．）

1.8 既約代数多様体の関数体

既約アフィン代数多様体X に対し，座標環 R(X)と関数体K(X)が定義されることを見た．

補題 1.8.1. 既約アフィン代数多様体 X に対し自然な同型

K(X) = {(f, U) | ∅ ̸= U ⊂ X開集合, f : U → K正則関数 }/ ∼

がある．ここで，同値関係 ∼は

(f, U) ∼ (g, V )⇔ f |U∩V = g|U∩V

で定義し，商集合には関数の和と差により，自然な体の構造を入れる．
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証明. 読者に任せる．

定義 1.8.2. （アフィンとは限らない）既約代数多様体X の関数体K(X)を

K(X) := {(f, U) | ∅ ̸= U ⊂ X開集合, f : U → K正則関数 }/ ∼

により定義する．

補題 1.8.3. 空でない開集合 U ⊂ X に対し，自然な同型

K(U) ∼= K(X)

がある．

証明. 明らか．

1.9 埋め込みと積

定義 1.9.1. 代数多様体の射 f : Y → X が埋め込み（embedding or immersion）であるとは，像

f(Y )がX の局所閉集合で射 f : Y → f(Y )が同型射であることである．さらに，像が閉集合（開集

合）であるとき閉埋め込み（開埋め込み）という．

次の補題が直ちに従う．

補題 1.9.2. （閉，開）埋め込み写像の合成は（合成可能な場合は）再び（閉，開）埋め込み写像と

なる．

注意 1.9.3. 元々，擬射影代数多様体X は射影空間 Pn の部分集合として定義され，付随する埋め込
み写像X ↪→ Pnは上の意味で埋め込みである．しかし，X の射影空間への埋め込みはそれ以外にも
無限にある．例えば，下のベロネーゼ埋め込み（d重埋め込み）により，いくらでも大きい次元の射

影空間に埋め込める．同型な代数多様体が共有するような（つまり射影空間への埋め込み方に依存し

ない）性質のみを研究対象とすることが多いが，具体的な計算や構成をするために適当な埋め込みを

考えることもある．

例 1.9.4. 整数 d > 0に対し，N =
(
n+d
n

)
は n変数の d次単項式の個数である．これをm1, . . . ,mN

とする．ベロネーゼ埋め込み（d重埋め込み）は

βd : Pn → PN−1, (x0 : · · · : xn) 7→ (m1(x) : · · · : mN (x))

で与えられる（問題：well-definedであることを確かめよ）．命題 1.7.6より（埋め込みであることを

認めれば）閉埋め込みである．この埋め込みにより PN−1の超平面H = V (a1X1 + · · ·+ aNXN )と

Pn の交わりH ∩ Pn は Pn の d次超曲面 V (a1m1 + · · ·+ aNmN )になる．

例 1.9.5. m,n ∈ Nに対し，セグレ埋め込み

σm,n : Pm−1 × Pn−1 → Pnm−1, ((xi), (yj)) 7→ (xiyj)

が定義される（問題：well-definedであることを確かめよ）．ここで iは {1, . . . ,m}（m個の元から
なる集合なら何でも良い）の元を，jは {1, . . . , n}の元を走り，斉次座標を省略表示した．これは単
射で，像は閉集合である．

定義 1.9.6. 代数多様体X ⊂ Pm−1, Y ⊂ Pn−1 があると，積集合

X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } ⊂ Pm−1 × Pn−1

を σm,n(X × Y )と同一視して代数多様体とみなす．
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1.10 有理点

定義 1.10.1. 部分体 k ⊂ K に対し An の k点集合を

An(k) := kn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ k} ⊂ An

と定義する．k上定義されたアフィン代数多様体X ⊂ An に対し，その k点集合を

X(k) := X ∩ An(k)

と定義し，その元をX の k点という．と定義する．X の k点集合X(k)をX ∩ An(k)と定義する．

例 1.10.2. K = C，f = xn + yn − 1とし，X = V (f) ⊂ A2 とする．X は Q上定義されている．
n ≥ 3のとき，フェルマー・ワイルズの定理によれば，

X(Q) =

{(0,±1), (±1, 0) (n :偶数)

(0, 1) (n :奇数)

となり，特に有限集合である．（n ≥ 4のときは，有限性はファルティングスの定理からも従う．）一

方X 自身は無限集合である．

An の k点は k代数準同形 k[x1, . . . , xn]→ kに対応する．このことから，アフィン代数多様体X

の k点は k代数準同形 R(Xk)→ kに対応する．

定義 1.10.3. 射影空間 Pn の k点集合を

Pn(k) := {(a0 : · · · : an) | ai ∈ k} = (kn \ {0})/k∗ ⊂ Pn

と定義し，k上定義された擬射影代数多様体X ⊂ Pn の k点集合を

X(k) := X ∩ Pn(k)

と定義する．

補題 1.10.4. 1. X が k代数多様体で Y ⊂ X が kのとき，

Y (k) = X(k) ∩ Y.

2. k代数多様体の k射 f : Y → X に対し，

f(Y (k)) ⊂ X(k).

3. f : Y → X が k代数多様体が k同型は全単射

Y (k)→ X(k)

を誘導する．

証明. 略．

例 1.10.5 (2次（円錐）曲線). ここまでに出てきた，様々な概念が登場する良い題材として 2次曲

線を考える．ここの記述は Reid [1988, Ch. 1, §1]を参考にした．
R2 内の 2次（円錐）曲線とは，2次多項式の零点集合となる，いわゆる楕円，放物線，双曲線の

3種類の曲線のことである．円錐の切り口として現れるので，このように呼ばれる．もう少し厳密に
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は，これらは非退化な 2次曲線で，これ以外にも退化した 2次曲線（空集合，1点，2重直線，交わ

る 2直線，平行な 2直線）がある．

非退化なものに限ると，このように 3種類の二次曲線に分類される．アフィン変換（線形変換と平

行移動の合成）により，楕円は楕円に移り，また任意の 2つの楕円はアフィン変換で移り合う．放物

線，双曲線についても同様である．

無限遠点を加えて実射影平面RP2 = (R3 \ {0})/R∗にすると，これら 3種類の区別はなくなる．も

う少し詳しく説明すると，まず R3 の線形自己同型が RP2 の自己同型を誘導する．誘導された自己

同型を射影変換という．楕円，放物線，双曲線を射影コンパクト化した曲線（射影 2次曲線）は射影

変換で全て標準形

{(x : y : z) ∈ RP2 | x2 + y2 − z2 = 0}

に移る．これは，基本的に 2次形式や対称行列の標準化の話から導かれる．（楕円，放物線，双曲線

の別は，考える射影 2次曲線が無限遠直線

l∞ = {(x : y : 0) | x, y ∈ R} ∼= RP1

と 0点，1点，2点で交わるということで区別されるが，これは斉次座標系の取り方に依存する区別

である．ちなみに，交わる 2直線と平行な 2直線も射影コンパクト化すると同じものになる．）

上で考えた R2 や RP2 の 2次曲線は，C2 や P2
C 内の代数多様体 C の実点集合 C(R)と見なせる．

C上では分類が更に簡単になる．同じく 2次形式の標準化により，P2
C内の 2次曲線は C上の射影変

換により次のいずれかに移る：

非退化 V (x2 + y2 + z2)

2直線 V (x2 + y2)

2重直線 V (x2)

空集合や 1点などが現れないことは，例えば次元をみることで分かる．非退化 2次曲線は座標変換

により

V (xy − z2)

と表すことも出来る．射

P1 → V (xy − z2) ⊂ P2

(s : t) 7→ (s2 : y2 : st)

により，非退化 2次曲線は P1 と（C上）同型となる．
一方 R上で考えると，事情は変わってくる．C1 = V (x2 + y2 − z2)と C2 = V (x2 + y2 + z2)は C

上同型だが，R上同型ではない．これは，C1(R) ̸= ∅, C2(R) = ∅ であることから分かる．C1 は P1

と R上同型だが，C2 はそうではない．

1.11 次元

事実 1.11.1. 既約代数多様体X に対し，次の 2つの数は等しい：

1. 関数体K(X)のK 上の超越次数．

2. 既約閉部分集合の列X0 ⊊ X1 ⊊ · · · ⊊ Xn = X の長さ nの最大値．

定義. この等しい数をX の次元と呼び dimX と記す．
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またK = Cのとき，X から特異点（後に定義）を除いた部分は複素多様体とみなせるが，その次
元とも一致する．（実多様体としての次元はその 2倍になる．）

例 1.11.2. K(An) = K(Pn)は n変数の有理関数体K(x1, . . . , xn)，つまりK[x1, . . . , xn]の分数体

になるので，K 上の超越次数は nである．従って dimAn = dimPn = n.

次の事実は次元の計算において基本となる：

事実 1.11.3. X を n次元既約代数多様体とする．

1. X 上の正則関数 f ̸= 0に対し，零点集合 V (f) = f−1(0)の各既約成分の次元は n− 1（余次元

は 1）である．

2. X上の正則関数 f1, . . . , flに対し，その共通零点集合 V (f1, . . . , fl)の各既約成分の次元は n− l
以上（余次元は高々l）である．（各既約成分の次元が n − lに等しいとき V (f1, . . . , fl)は完全

交叉であるという．）

下で定義される非特異性の概念を使うと，既約代数多様体X の次元は非特異点での接空間の次元

とも等しい．

1.12 非特異性

X を既約代数多様体とし，x ∈ X に対し，

OX,x := {f ∈ K(X) | f は xで関数として定義される }

mx := {f ∈ OX,x | f(x) = 0}

として定義する．OX,xは mxを唯一の極大イデアルにもつ局所環である．（局所環とは極大イデアル

をただ一つもつ環である．）OX,x/mxはK と自然に同型で，商mx/m
2
xはその上の有限次元ベクトル

空間となる．

定義 1.12.1. T ∗
xX := mx/m

2
xと書き，これを余接空間と呼ぶ．その双対空間を TxX と書き接空間 5

と呼ぶ．dimTxX = dimX のとき，X は xで非特異であるという．x ∈ X は非特異点であるともい
う．X が全ての点で非特異であるときX は非特異であるという．

非特異だと微積分などの手法が使えるため，調べやすい．しかし，高次元代数多様体の分類では，

「マイルド」な特異点を持つ代数多様体も考える必要が出てくる．

具体的に多項式で定義された代数多様体の非特異性はヤコビ判定法を用いて調べることができる．

定理 1.12.2 (ヤコビ判定法). X ⊂ Anを n− c次元の既約代数多様体とし，I = I(X) = ⟨f1, . . . , fl⟩
とする．ヤコビ行列

J = (∂fi/∂xj)1≤i≤l, 1≤j≤n

は J 多項式成分の行列だが，J |xは点 x ∈ Xで評価して得られるK成分の行列を表すものとする．こ

のとき，x ∈ Xが非特異点であることと，rankJ |x = cであることは同値である．（一般に rankJ |x ≤ c
が成り立つ．）

系 1.12.3. 上の仮定の下で，j ⊂ K[x]を J のサイズ cの小行列式で生成されるイデアルとする．X

の特異点集合Xsing は

Xsing = V (I + J)

となる．特に Xsing は X の閉部分集合である（この主張はアフィンでない場合に直ちに一般化さ

れる）．
5ザリスキ接空間と呼ぶこともある．dimTxX を埋め込み次元と呼び，何次元の非特異な多様体に埋め込めるかを表す．
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問題 1.12.4. V (x2 − y2z) ⊂ A3 の特異点集合を求めよ．

定義 1.12.5. X を n次元非特異射影代数多様体とする．開集合 U ⊂ X 上の正則関数 f1, . . . , fn が

局所座標系であるとは各点 x ∈ U に対し，（極大イデアル mx に入るように定数だけずらした）関数

f1 − f1(x), . . . , fn − fn(x) ∈ mx の像が T ∗
xX = mx/m

2
x の基底をなすことである．

これは，f1, . . . , fn が定まる写像 f : U → An から定まる写像 TxX → Tf(x)An が同型であること
と同値である．このとき，f はエタールであるという．

1.13 微分形式

X を n次元既約代数多様体とする．

定義 1.13.1. 有理関数 f, x1, . . . , xn ∈ K(X)に対し，式

fdx1 ∧ · · · ∧ dxn

をX の（n次の）有理微分形式という．

x1, . . . , xn が代数的に独立でないときは，この微分形式は零であるとする．

代数的に独立な x1, . . . , xn を固定して，

Vx1,...,xn
= {fdx1 ∧ · · · ∧ dxn | f ∈ K(X)}

に dx1 ∧ · · · ∧ dxn を基底とする 1次元 K(X)ベクトル空間の構造が自然に入る．K(x1, . . . , xn) ⊂
K(y1, . . . , yn) ⊂ K(X)となるとき，xiのyjによる偏微分が定義できる．dx1∧· · ·∧dxnとdy1∧· · ·∧dyn
の間に

dx1 ∧ · · · ∧ dxn =
∂(x1, . . . , xn)

∂(y1, . . . , yn)
dy1 ∧ · · · ∧ dyn

という関係を定めることで，Vx1,...,xn と Vy1,...,yn を同一視する．

任意の2つの代数的に独立な組x1, . . . , xnとy1, . . . , ynに対し，K(z1, . . . , zn) ⊂ K(x1, . . . , xn), K(y1, . . . , yn)

となる第 3の組が存在し，それをとおして Vx1,...,xn と Vy1,...,yn を同一視できる．

これにより，有理微分形式全体は 1次元K(X)ベクトル空間と見なせる．
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第2章 因子

この章では，特に断らなければX は n次元非特異既約代数多様体とする．

2.1 定義

定義 2.1.1. X の素因子とは n− 1次元の既約閉集合D ⊂ X の事である．X の因子とは
∑r
i=1 aiDi

（ai ∈ Z, Di はX の素因子）という形の素因子の形式的線形結合である．

因子はX の素因子全体に渡る和 ∑
D:素因子

aDD, aD ∈ Z

でほとんど全ての Dに対し aD = 0であるものと表すことも出来る．因子全体は加群を成す．それ

を Div(X)と記す．

注意 2.1.2. ここで定義した因子はヴェイユ因子と呼ばれることもある．カルティエ因子と呼ばれる

概念もある．これらの概念は非特異代数多様体上では一致する（一対一対応がある）．

2.2 線形同値

事実 2.2.1. 各素因子Dに対して

{f ∈ K(X) | dom(f) ∩D ̸= ∅}

は離散付値環になる．

定義 2.2.2. 付随するK(X)の離散付値を

ordD : K(X)∗ → Z

と書く．ordDf = n > 0のとき，f はDに沿って n位の零点を持つと言い，ordDf = −n < 0のと

き，f はDに沿って n位の極を持つという．

定義 2.2.3. f ∈ K(X)∗ に対し

div(f) :=
∑
D

(ordDf) ·D ∈ Div(X)

と定義する．ある f ∈ K(X)∗ により div(f)と表される因子を主因子という．2つの因子Dと E は

D − E が主因子となるとき線形同値であるといい，D ∼ E と書く．

有限個の素因子を除き ordDf = 0となるので，div(f)は実際に因子となる．

div(fg) = div(f) + div(g)

が成り立ち，主因子全体 Divp(X)は Div(X)の部分群となる．
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定義 2.2.4. 商群Div(X)/Divp(X)は因子の線形同値類の集合となり，これを因子類群とよび，Cl(X)

と記す．

例 2.2.5. 射影空間 Pnの素因子は既約斉次多項式 f により V (f)と表される．素因子 V (f)の次数を

deg V (f) := deg f により定義する．Pnの因子 E =
∑
nD ·Dの次数を degE :=

∑
nD · degDによ

り定義する．

射影空間 Pn の有理関数は次数の等しい斉次式の商 f/g として表される．f =
∏
fni
i , g =

∏
g
mj

j

と既約斉次多項式に因数分解されるとき，

div(f) =
∑
i

niV (fi)−
∑
j

mjV (gj)

となる．これから，

deg div(f) = 0

が分かる．従って，Pnの二つの因子 E,E′が線形同値でれば，degE = degE′が成り立つ．逆も簡

単に示せる．

群準同形

deg : Div(Pn)→ Z

は全射であり，核は主因子全体 Divp(X)である．準同形定理より Cl(X) ∼= Zとなる．
同時一次式 f で定義される閉集合 V (f) ⊂ Pn を超平面という．Cl(X)は超平面の線形同値類 [H]

で生成される．この同値類を超平面類と呼び，記号の乱用でこれもH としばしば記す．

2.3 因子の引き戻し

定義 2.3.1. 既約代数多様体X の因子D =
∑
E aEE に対し，Dの台を

Supp(D) :=
∪

E:aE ̸=0

E

と定義する．

因子の台はX の閉集合で，全てに既約成分が余次元 1のものとなる．

既約代数多様体の射 f : Y → X とX の因子Dに対し，Dの f による引き戻し f∗Dを Y の因子

として定義したい．また，Supp(f∗D) ⊂ f−1(Supp(D))であって欲しい．しかし，これは常に出来

るわけではないが，次の 2つの事実がなりたつ（参考：Fulton [1998]）：

事実 2.3.2. f : Y ↪→ X が開埋め込みのとき，因子群の準同形

f∗ : Div(X)→ Div(Y )∑
aDD 7→

∑
aD(D ∩ Y )

が存在し，因子類群の写像

f∗ : Cl(X)→ Cl(Y )

を誘導する．

事実 2.3.3. 既約代数多様体の射 f : Y → X に対し，X が非特異のとき，引き戻し写像

f∗ : Cl(X)→ Cl(Y )



第 2章 因子 22

が存在する．Divf (X)を X の因子 Dで f(Y ) ⊈ Supp(D)を満たすもののなす Div(X)の部分群と

する．このとき，写像

f∗ : Divf (X)→ Div(Y )

が存在し，

Supp(f∗D) = f−1(Supp(D))

を満たす．さらに図式

Divf (X)
f∗

//

��

Div(Y )

��
Cl(X)

f∗
// Cl(Y )

を可換にする．垂直方向の矢印は全射である（つまり，任意のX の因子はDivf (X)に含まれる因子

と線形同値である）．

注意 2.3.4. 最後の事実でX の非特異性は，カルティエ因子とヴェイユ因子が一致し，従って Cl(X)

がピカール群と一致する事に用いた．

記法 2.3.5. f : Y → X が埋め込みのとき，因子Dや因子類 αの引き戻しをD|Y や α|Y などと書き，
Y への制限という．

2.4 カルティエ因子

定義 2.4.1. 局所的に主因子である因子をカルティエ因子という．つまり，X上の因子Dがカルティエ

因子であるとは，任意の点 x ∈ Xに近傍Uと有理関数 f ∈ K(X)∗ = K(U)∗が存在し，D|U = div(f)

が成り立つことである．カルティエ因子は Div(X)の部分群を成す．これを Divc(X)と記す．

補題 2.4.2. D,D′ が線形同値でDがカルティエ因子なら，D′ もカルティエ因子である．

証明. D′ = D+div(g)でDがある点の近傍で div(f)と表されるなら，D′は div(fg)と表されるの

でカルティエである．

定義 2.4.3. カルティエ因子の線形同値類が成す Cl(X)の部分群を Clc(X)と記す．

定理 2.4.4 (Hartshorne [1977, p. 141, Prop. 6.11]). 全ての点 x ∈ X に対し，局所環 OX,x が一意
分解環のとき，全ての因子はカルティエ因子である．特にX が非特異なら，全ての因子はカルティ

エ因子である．

証明. 工事中

事実 2.4.5. 任意の既約代数多様体の射 f : Y → X はカルティエ因子類群の写像

f∗ : Clc(X)→ Clc(X)

を誘導する．
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2.5 標準因子

因子の中でも特に重要なのが標準因子で，代数多様体の分類理論を含む様々な場面で登場する．

X を非特異既約代数多様体とする．有理微分形式 ω ̸= 0を一つ固定すると，標準因子は以下のよ

うに定義される．X =
∪
i Ui を開被覆で，各 Ui 上に局所座標系 xi1, . . . , xin が存在するようなもの

とする．局所座標系は代数的に独立なので，有理関数 fi ∈ K(X)∗ が一意的に存在し

ω = fidxi1 ∧ · · · ∧ dxin

となる．Ui 上の因子Di := div(f |Ui)を考える．

補題 2.5.1. 各 i, j について，

Di|Ui∩Uj = Dj |Ui∩Uj

が成り立つ．

証明. Ui ∩ Uj 上には二つの局所座標系，xi1, . . . , xin と xj1, . . . , xjn が存在する．

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = gijdxj1 ∧ · · · ∧ dxjn

と書くとき，gij |Ui∩Uj は可逆な（つまり零点を持たない）正則関数である（問題：これを示せ）．従っ

て，fj = gijfi が成り立ち，

Dj |Ui∩Uj = div(fj |Ui∩Uj )

= div(fi|Ui∩Uj ) + div(gij |Ui∩Uj )

= div(fi|Ui∩Uj )

= Di|Ui∩Uj

となる．

Di を貼り合わせることで標準因子が構成される：

定義 2.5.2. 非特異既約代数多様体X の因子DでD|Ui = Diとなるものがただ一つ存在する．この

因子をX の標準因子と呼び，div(ω)やKX などと記す．

別の有理部分形式 0 ̸= ω′ = fωを考えると，

div(ω′) = div(ω) + div(f)

になる．従って，標準因子の線形同値類は，有理微分形式の選び方に依らず，X から一意に定まる．

定義 2.5.3. この因子類を標準因子類と呼び，これもKX と記す．

注意 2.5.4. 一般的に，標準因子と言うとき，それが因子と因子類のどちらを表すかは文脈による．

例 2.5.5. 射影直線 P1 の関数体は 1変数有理関数体 K(x)となる．P1 を A1 に同型な開集合 U0 と

U1 で覆い，U0 は x0 を U1 は x1 = 1/x0 を局所座標系に持つようにできる．有理微分形式

ω = dx1 = d(1/x0) = −
1

x20
dx0

を考える．上の記法に従うと，有理関数 f1は定数関数 1であり div(ω)|U1 = 0となる．f0 = −1/x20
であり

div(ω)|U0 = −2 · (U0の原点)

となる．従ってKP1 = −2H となる．H は超平面類である．

問題 2.5.6. 一般に

KPn ∼ −(n+ 1)H

となることを示せ．
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2.6 線形系

この部分章では既約代数多様体X を固定して，話を進める．

定義 2.6.1. 因子 E =
∑
D aD ·Dは全てのDに対し aD ≥ 0のとき E ≥ 0と書き，Eは有効である

という．E − E′ ≥ 0のとき E ≥ E′ と書く．

定義 2.6.2. 因子Dに対し

Γ(D) := {f ∈ K(D)∗ | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}

とおく．

これはK(D)のK 線形部分空間となる．D ≥ D′ のとき Γ(D) ⊃ Γ(D′)が成り立つ．

定理 2.6.3. X が射影代数多様体のとき Γ(D)は有限次元K ベクトル空間である．

証明. ベクトル空間であることは簡単に分かる．有限次元であることの証明の概略を述べる．X ⊂ Pn

とする．Dが有効因子の場合のみ考えれば良い．このとき，適当な有効因子 EがありD+Eは超曲

面 Y ⊂ PnのX への制限と一致する．ベロネーゼ埋め込みでX をより大きな射影空間に埋め込むと

超平面 V (x0)の制限となるとして良い．この場合，全射

R(D(x0)) = K

[
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

]
↠ R(X)

がある．Γ(D) は R(X) の部分空間となる．Γ(D) の定義より，ある l ∈ N が存在して，Γ(D) は

K[x1/x0, . . . , xn/x0]≤l の像に含まれる．よって有限次元．

定義 2.6.4. Γ(D)の次元を γ(D)と記す．

注意 2.6.5. -層の言葉を使うと Γ(D)は 0次コホモロジー群

Γ(X,OX(D)) = H0(X,OX(D))

と同一視できる．上の定理は，射影代数多様体X 上の連接層 F に対し，Hi(X,F)が有限次元K ベ

クトル空間になるという結果の特別な場合である．

射影空間 (Γ(D) \ {0})/K∗ = Pγ(D)−1は有理関数 f に因子 div(f) +Dを対応させることで，集合

|D| := {Dと線形同値な有効因子 }

と同一視できる．

定義 2.6.6. この集合を D に付随する完備線形系と呼ぶ．線形系とは完備線形系の線形部分空間

（Γ(D)の線形部分空間 V から得られる V = (V \ {0})/K∗ という形の部分集合）のことである．

このように一般の線形系も互いに線形同値な有効因子の集合に射影空間の構造が入ったものとなる．

定義 2.6.7. 線形系 Lに対し

Bs(L) :=
∩
D∈L

Supp(D)

を Lの基底点集合という．

Bs(L)は閉集合である．
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定義 2.6.8. カルティエ因子Dと線形系 L ⊂ |D|に対し写像

ϕL : X \ Bs(L)→ L∨ = Pm

x 7→ {E ∈ L | x ∈ Supp(E)}

が定まる．

この写像を座標を用いて説明すると以下のようになる．L̃ ⊂ Γ(D)を対応する線形部分空間とし，

基底 f0, . . . , fm ∈ L̃を取る．各点 x ∈ X の近傍 U 上ではある有理関数 gによりD|U = div(g)とな

る．Γ(D)の定義から div(fig)|U ≥ 0となる．つまり fig は U 上の正則関数となる．さらに xが L

の基底点でなければ，ある iについて fig(x) ̸= 0となる．従って，

ϕL(x) = (f0g(x) : · · · : fmg(x))

と定義する．

もちろん，この定義は gの選び方に依存しない．

定理 2.6.9. Hartshorne [1977, p. 150]X を非特異射影代数多様体とし，L ⊂ |D|を基底点の無い線
形系とすると，

ϕ∗L(H) ∼ D

となる．逆に任意の射影空間への射 f : X → Pmはm次元の基底点のない線形系 L ⊂ |f∗H|に付随
する射 f = ϕL と一致する．

2.7 豊富因子

定義 2.7.1. 射影代数多様体X のカルティエ因子Dが非常に豊富であるとは，完備線形系 |D|が基
底点を持たず，付随する射 ϕ|D| : X → Pγ(D)−1が埋め込みとなることである．カルティエ因子Dが

豊富であるとは，ある整数 n > 0に対し，nDが非常に豊富となることである．

補題 2.7.2. 射影代数多様体X のカルティエ因子Dについて，Dが非常に豊富であることの必要十

分条件は，ある埋め込みX ↪→ Pm が存在しH|X ∼ Dとなることである．

証明. 必要条件である事は，明らか．十分条件であることを示す．一般の超平面 H0, . . . , Hm ⊂ Pm

を取ると，Hi|X はm+ 1次元の部分区間 L̃ ⊂ Γ(H|X)を与え，m次元の線形系 L ⊂ |H|X |を定め
る．このとき，Lは基底点をもたず，射 ϕL : X → Pm はもとの埋め込みに一致する．
完備線形系 |H|X |に付随する射 ϕ′ : X → Pl を考えると，Pm は Pl の線形部分空間となり，ϕ′ は

ϕと埋め込み Pm ↪→ Pl の合成になる．従って，ϕ′ も埋め込みで有り，H|X ∼ Dは非常に豊富であ

る．

命題. 射影空間 Pn の因子類 αについて，次は同値である：

1. degα > 0.

2. αは豊富．

3. αは非常に豊富．

証明. 1⇒ 3. degα = d > 0の場合，d重ベロねー次埋め込み Pn ↪→ Pm に関して α = h|Pn である．

hは Pm の超平面クラス．従って，非常に豊富である．
3⇒ 1. 明らか．

3⇒ 2. 自明．

2⇒ 1. ある l > 0が存在し lαは非常に豊富である．従って degα = (degα)/l > 0．
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2.8 随伴公式

定理 2.8.1. Y ⊂ X を既約非特異射影代数多様体とその既約で非特異な閉部分多様体とする．この

とき

(KX + Y )|Y ∼ KY

となる．

証明. -標準因子は可逆層 ΩnX =
∧n

ΩX の有理切断に付随する因子である．I ⊂ OX を Y ⊂ X の

定義イデアル層とすると，

0→ I/I2 → ΩX ⊗OY → ΩY → 0

という局所自由OY 加群の短完全列がある．I/I2は余接層と呼ばれ，Y のX 中での余次元が 1なの

で，I/I2 の階数は 1つまり，可逆層である．I/I2 ∼= OX(−Y )⊗OY が成り立つ．これより(
n∧
ΩX ⊗OX(Y )

)
⊗OY ∼=

n−1∧
ΩY

を得る．対応する因子を考え，定理を得る．

例 2.8.2. X = V (f) ⊂ Pn を非特異超曲面とし次数が degX = deg f = dのものとする．KPn ∼
−(n+ 1)H と随伴公式から

KX = (d− n− 1)H

となる．従って，d < n+ 1なら −KX は非常に豊富，d = n+ 1ならKX ∼ 0，d > n+ 1ならKX

は非常に豊富となる．
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第3章 交叉理論

この節ではX を n次元既約非特異射影代数を 1つ固定して話を進める．

3.1 サイクルとチャウ群

定義 3.1.1. i ∈ Z≥0に対し，X上の iサイクルとは，有限個の次元 iの既約閉集合 Yj ⊂ X の線形和∑
j

ajYj (aj ∈ Z)

のことである．

i = n− 1のとき，これは因子に他ならない．因子の場合と同様に，iサイクルを次元 iの既約閉集

合 Y ⊂ X 全体にわたる和として ∑
Y

aY Y

と表すこともある．このばあい，ほとんど全ての（有限個を除いて）aY は 0である．

定義 3.1.2. iサイクル全体は自然にアーベル群をなす．それを，Zi(X)と書く．i+ 1次元の既約閉

集合W ⊂ X とW 上の有理関数 f ∈ K(W )∗ に対し，W 上の因子 div(f)が定まり 1，これをX 上

の iサイクルとみなす．この形のサイクルで生成される Zi(X)の部分群を Ri(X)と書き，付随する

商群を

Ai(X) := Zi(X)/Ri(X)

と記す．

Ad−i(X) := Ai(X)

とも書く．（上付き添え字は余次元を表す．）

3.2 交叉積

事実 3.2.1. 交叉積という双線形形式

Ai(X)×Aj(X)→ Ai+j(X)

(Y, Y ′) 7→ Y · Y ′

が存在し，これにより A∗(X) :=
⊕d

i=0A
i(X)は可換環になる．これをチャウ環と呼ぶ．

Y と Y ′がそれぞれ余次元 iと余次元 jの既約閉部分集合とし，Y ∩ Y ′の書く既約成分の余次元が

i+ j のとき，

Y · Y ′ =
∑

W⊂Y ∩Y ′

i(W ;Y, Y ′)W

という交叉重複度 i(W ;Y, Y ′) ∈ Z≥0 を係数とする，既約成分W に渡る和（の有理同値類）として

書ける．
1W は特異かもしれないので，div(f) の定義をこの場合に一般化する必要がある．
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定義 3.2.2. 0サイクルの次数を

deg : A0(X) = Ad(X)→ Z[∑
x∈X

ax · x

]
7→
∑
x∈X

ax

により定義する．iサイクル Z ∈ Ai(X) = Ad−i(X)と d− iサイクル Z ′ ∈ Ad−i(X) = Ai(X)の交

点数を

♯Z · Z ′ := deg(Z · Z ′) ∈ Z

により定義する．しばしば，交点数も交叉積と同じ記号 Z · Z ′ で表し，記号がどちらの意味で使わ

れているかは文脈から判断する．

定義 3.2.3. iサイクル Z が任意の d− iサイクル Z ′ に対し，♯Z · Z ′ = 0となるとき，Z は数値的

に自明であるという．Ai(X) = Ad−i(X)を数値的に自明なものの成す部分群で割った商群を

Ai(X)num = Ad−i(X)num

と書く．

2つのサイクルの差が数値的に自明なとき，それらは数値的に同値であるという．Ai(X)num は i

サイクルの数値的同値類の成す群である．

事実 3.2.4. 構成から積

Ai(X)num ×Ai(X)num → Z

(Z,Z ′) 7→ Z · Z ′

が定まり（これも交叉積と呼ぶ），非退化双線形形式になる．Ai(X)numは有限生成自由アーベル群，

つまり Zr と同型である．階数 rは常に正である．（これは，豊富因子 Dに対し Di ∈ Ai(X)は常に

数値的に非自明であることから従う．）

定義 3.2.5. 偏極多様体とは射影代数多様体Xとその上の豊富因子Hの組 (X,H)のことを意味する．

非常に豊富な因子はX の射影空間への埋め込みを定めることを思い出すと，偏極多様体とは「射

影空間への埋め込みを 1つ固定する」ことの一般化である．

定義 3.2.6. 非特異偏極多様体 (X,H)に対し，X 上のサイクルの次数を

deg : Ai(X)→ Z

Y 7→ ♯Y ·Hi

により定める．

0サイクル Y =
∑
ax · xの次数はH の取り方によらずに

deg Y =
∑

ax

となること
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3.3 曲線と因子の錐

定義 3.3.1. N1(X) := A1(X)num ⊗Z R，N1(X) := A1(X)num ⊗Z Rとおく．正の整数

dimN1

これらは有限次元 Rベクトル空間で，A1(X)numや A1(X)numを格子として含む．また，これら

を R係数の 1サイクルや因子の数値的同値類の成す群とみなすこともできる．交叉積は非退化双線

形形式

N1(X)×N1(X)→ R

を誘導する．従ってN1(X)とN1(X)は互いの双対空間とみなせる．

定義 3.3.2. 正の整数

ρ(X) := dimN1(X) = dimN1(X) = rankA1(X)num = rankA1(X)num

をX のピカール数という．

定義 3.3.3. X 上の曲線の錐NE(X)を有効 1サイクル（有効因子と同様に定義する）の数値的同値

類で生成される凸錐として定義する：

NE(X) :=
∑
C⊂X

R≥0[C]

ここで C ⊂ X は 1次元既約閉集合全体を走る．その閉包を NE(X)を記し，曲線の閉錐と呼ぶ．

定義 3.3.4. Xの有効因子の同値類が生成するN1(X)内の凸錐を Eff(X)と書き，有効（因子）錐と

呼ぶ．その閉包を Eff(X)と書き，擬有効錐と呼ぶ．豊富因子で生成される凸錐を Amp(X)と書き，

豊富錐と呼ぶ．その閉包 Amp(X)をネフ（nef = numerically effective）錐と呼ぶ．R因子 Dがネ

フとは任意の有効 1サイクル C に対し，♯D ·C ≥ 0となることである．Eff(X)の内部を Big(X)と

記し，巨大錐と呼ぶ．

次の包含関係がある：

Amp(X) �
� // Eff(X)

Amp(X)
?�

−◦

OO

� � // Big(X)
, �

−
◦

::ttttttttt
� � // Eff(X)

?�

−

OO

また記号−の付いた矢印は，始域の閉包が終域になり，◦の付いた矢印は，始域が終域の内部になっ
ている．

ネフ錐はネフ因子の成す錐である，ことが次の命題から従う．

命題 3.3.5 (クライマンの豊富性の数値的判定法). 因子Dが豊富である事の必要十分条件は，任意

の有効 1サイクル C に対し ♯D ·C > 0となることである．従って，NE(X)と Amp(X)は互いの双

対錐である．

また，巨大因子の特徴付けから，次の事も分かる．

補題 3.3.6. 因子Dが巨大である事と，数値的同値類 [D]が Big(X)に含まれることは同値である．
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3.4 リーマン・ロッホ型の定理-
コホモロジー群の次元を計算することは代数幾何学的問題を解く上で基本的に重要な

ことである．たとえば，h0 − 1は線形系の次元を与える．個別の hpたちはきわめて複雑

な振る舞いをして制御は困難だが，不思議なことにそれらの交代和をとると，特性類と

よばれるコホモロジー群を使った簡単な式で表せてしまうのである．川又 [1997, p. 106]

定義 3.4.1. n次元代数多様体X の上の局所自由層 F に対し，i次チャーン類 ci(F) ∈ Ai(X)（i =

0, 1, . . . , n）と全チャーン類

c(F) :=
n∑
i=0

ci(F) ∈ A∗(X)

が次の性質を満たすように一意的に定義できる：

1. c0(F) = 1;

2. 平坦射 f : Y → X に対し，

f∗c(F) = c(f∗F)

（ただし，X が非特異なら平坦でない射でも成り立つ）;

3. 局所自由層の短完全列

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

に対し

c(F) = c(F ′)c(F ′′)

が成り立つ;

4. 因子Dに付随する可逆層 O(D)に対し，

c1(O(D)) = [D] ∈ A1(X);

5. F の階数が rとすると，

ci(F) = 0 (i > r);

6. c1(F) = c1(detF),

注意 3.4.2 (Fulton [1998, pp. 244–245]). F の階数を rとする．最高次チャーン類 cr(F)は次のよう
な幾何学的意味を持つ．X がコーエン・マコーレー，特に非特異ならば，切断 0 ̸= s ∈ Γ(X,F)に
対し，その零点集合 Z(s)には自然なサイクルの構造が入る．このとき，

cr(F) = [Z(s)] ∈ Ar(X)

が成り立つ．

定義 3.4.3. 代数多様体X 上の階数 rの局所自由層 F に対し，チャーン標数とトッド標数

ch(F), td(F) ∈ A∗(X)Q := A∗(X)⊗Z Q

が次のような定まるチャーン類 ci = ci(F)の多項式として与えられる：これは，チャーン類を形式
的に

c(F) =
r∏
j=1

(1 + aj)
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と表したとき，

ch(F) :=
r∑
j=1

eai ,

td(F) :=
r∏
j=1

aj
1− e−aj

により定まる．

この定義の意味をもう少し説明する．各チャーン類は

c0 = 1, c1 =
r∑
j=1

aj , c2 =
∑
i<j

aiaj , · · ·

と aj の基本対称式になる．一方，

ex =
∑
n≥0

xn

n!

を用いて，

ch(F) = 1 +
∑
j

aj +
∑
j

1

2
a2j + · · ·

の各次数の斉次部分は aj の対称式なので，基本対称式，つまりチャーン類の多項式として表される．

トッド標数も
x

1− ex
= 1 +

1

2
x+

1

12
x2 − 1

720
x4

を用いて同様に計算する．3次以下の項を具体的に書くと，

ch(F) = r + c1 +
1

2
(c21 − c2) +

1

6
(c31 − 3c1c2 + 3c3) + · · · ,

td(F) = 1 +
1

2
c1 +

1

12
(c21 + c2) +

1

24
c1c2 + · · ·

となる．

定理 3.4.4 (ヒルツェブルフ・リーマン・ロッホの定理). n次元非特異射影代数多様体X 上の局所

自由層 F に対し，
χ(F) :=

∑
i

(−1)ihi(F) = deg(ch(F) · td(TX))n

が成り立つ．ここで，(−)n は n次部分，つまり An(X) = A0(X)の成分を表す．

注意 3.4.5 (グロタンディーク・リーマン・ロッホの定理). より一般に，非特異代数多様体の固有射

f : Y → X に対し，

ch(f∗α) · td(TX) = f∗(ch(α) · td(TY )) (α ∈ K(Y ))

が成り立つ．X が 1点の場合がヒルツェブルフ・リーマン・ロッホの定理である．

系 3.4.6 (曲線のリーマン・ロッホの定理). C を 1次元の非特異射影代数多様体とする．gをその種

数とする．局所自由層可逆層 F に対し，

χ(F) = deg(detF) + r(1− g)

が成り立つ．特に可逆層 Lに対し，

χ(L) = degL+ 1− g

が成り立つ．
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証明. C が 1次元なので，

ch(F) = r + c1(F), td(TX) = 1 +
1

2
c1(−KC) = 1 + (1− g)[1pt]

となる．従って，

χ(F) = deg (r(1− g)[1pt] + c1(F)) = deg c1(F) + r(1− g).

deg c1(F) = deg(detF)より系が従う．

系 3.4.7 (曲面のリーマン・ロッホの定理). 2次元非特異射影代数多様体Xとその上の因子Dに対し

χ(O(D)) =
1

2
(D2 −D ·KX) + χ(OX)

が成り立つ．

証明. この状況では

ch(O(D)) = 1 + [D] +
1

2
[D]2, td(TX) = 1− 1

2
[KX ] +

1

12
([KX ]2 + c2(TX))

が成り立つ．従って，

χ(O(D)) =
1

2
[D]2 − 1

2
D ·KX +

1

12
(K2

X + deg c2(TX)).

特にD = 0のとき，

χ(OX) =
1

12
(K2

X + deg c2(TX)).

最後の 2つの式から系が従う．
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第4章 代数曲線

この章では代数曲線とは代数閉体K 上の 1次元の既約非特異射影代数多様体とする．

4.1 曲線上の因子と種数

代数曲線 C の素因子は点に他ならず，因子は

D =
∑
p∈C

ap · p

という形に書ける．

定義 4.1.1. Dの次数を

degD :=
∑

ap

と定義する．

補題 4.1.2. 主因子の次数は零．

証明. X ⊂ Pnとし，有理関数 f ∈ K(X)を考える．Pn上の有理関数 f̃ ∈ K(Pn)が存在し f̃ |X = f

となり，div(f̃)|Y = div(f)となる．ここで，deg(div(f̃)) = 0なので，交叉理論より deg(div(f)) = 0

となる．

この事実より次数は Pic(C)の元に対しても定義される．有効因子の次数は明らかに非負なので，

Γ(D)の定義より次の命題を得る．

命題 4.1.3. 次数が負の因子Dに対しては Γ(D) = 0となる．

C上の非常に豊富な因子の次数は明らかに正である．従って，豊富な因子の次数も正である．実は

逆も正しい．

定理 4.1.4 (Hartshorne [1977, p. 308]). 代数曲線の因子Dに対し，「degD > 0」と「Dは豊富」は

同値．

定義 4.1.5. 代数曲線 C の種数を

g = gC := γ(KC)

と定義する．

種数は非負整数であり，各非負整数に対してその整数を次数に持つ代数曲線が存在する．
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4.2 リーマン・ロッホの定理

定理 4.2.1 (リーマン・ロッホの定理 Hartshorne [1977, p. 295]). 次の等式が成り立つ：

γ(D)− γ(KC −D) = deg(D) + 1− g

証明. -因子に対する γ を用いて，系 3.4.6の最後の主張を書き直したものになっている．

系 4.2.2. KC の次数は 2g − 2である．

証明. リーマン・ロッホの定理をD = KC に適用し,

deg(KC) = γ(KC)− γ(0)− 1 + g

を得る．γ(0) = 1，γ(KC) = gより系が従う．

系 4.2.3. 1. g = 0であることの必要十分条件は −KC が豊富であることである．

2. g = 1であることの必要十分条件はKC ∼ 0となることである．

3. g ≥ 2であることの必要純分条件はのときKC は豊富であることである．

証明. degKC = 2g − 2なので，g = 0と degKC > 0が同値である．曲線上の因子について，次数

が正である事と豊富である事は同値だったので，主張 1が従う．主張 3も同様である．KC ∼ 0なら

g = 1は明らか．g = 1とすると，degKC = 0である．次数が 0で γ(α) = 1となる因子類 αは自明

なものしかないので，主張 2が従う．

4.3 リーマン面

K = Cのとき，代数曲面 C は自然に 1次元のコンパクト複素多様体，つまりコンパクトリーマン

面になる．種数 gはリーマン面の「穴」の数に等しい．たとえば，種数 0のリーマン面は S2に同相

で，種数 1のリーマン面はトーラス S1 × S1（つまりドーナツ面）に同相である．

幾何学的性質は，種数 g が 0か 1か 2以上かによって大きく異なる．まずコンパクトリーマン面

の普遍被覆は g = 0のとき S2，g = 1のとき C，g ≥ 2のとき上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0}
になる．

4.4 g = 0

命題 4.4.1. 任意の種数零の代数曲線 C は（K 上）射影直線 P1 に同型である．

証明. C の任意の 2点 P,Qに対し，リーマン・ロッホの定理より

γ(P −Q) = 1.

ちなみに，KC − (P −Q)は負の次数を持つので γ = 0である．これより，P −Qは次数例の唯一の
有効因子，つまり零因子と線形同値である．

P −Q ∼ 0

P −Q = div(f)となる C 上の有理関数 f が存在し，射 f : C → P1 で f∗(0) = P , f∗(∞) = Qとな

るものが存在する．このとき射 f の次数は 1であり，f は同形射である．
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注意 4.4.2. C が部分体 k ⊂ K 上定義されている（定義式の係数が全て kに含まれる）とき，C が k

点を（少なくとも一つ）持てば P1 に k上同型（局所的に k係数多項式で定義される同型射がある）

であり，従って k点は無限にある．k点が存在しない場合も実際にある．

2次曲線 C = V (x2 + y2 + z2) ⊂ P2は種数零である．これはQ点を持たない．従って，この C は

Q上では P1 と同型ではない．しかし，C上では同型である．

4.5 ブラウアー・セヴェリ多様体（参考：Artin [1982]）-
一般に体 k上定義された代数多様体でK = k̄上で Pn と同形になるものをブラウアー・セヴェリ

多様体と呼ぶ．これは G = Gal(K/k)とするとき，コホモロジー群

H1(G,PGLn)

により分類される．短完全列

1→ Gm → GLn → PGLn → 1

に付随する接続準同形により，これは k のブラウアー群 Br(k) = H2(G,K∗)の部分群と見なせる．

（同じコホモロジー群は階数 n2の中心単純 k代数の同地類も分類する．）ブラウアー・セヴェリ多様

体 P とスキームの G被覆 P ′ := PK → P とエタール層 Gm に対し，ホッホシルト・セールのスペ
クトル系列より，

0→ H1(G,H1(P ′
et,Gm))→ H1(Pet,Gm)→ H0(G,H1(P ′

et,Gm))→ H2(G,H0(P ′
et,Gm))

という完全列が得られる．最初の項はヒルベルトの定理 90より消える．次の項は P の k上のピカー

ル群 Pic(Pk)である．その次は

H1(P ′
et,Gm)G = H1(P ′

et,Gm) = Z.

そして，最後の項は Br(k)である．結局

0→ Pic(Pk)→ Z→ Br(k)

という完全列を得る．1 ∈ Zの Br(k)での像は P に対応する元である．m ∈ Zが Pic(Pk)の像に入

ることとmH が k上定義されることは同値である．mH が k上定義されるとき，mH の完備線形系

により閉埋め込み射

P ↪→ P(
n+m−1

m )−1

を得る．−nH は標準因子で有り k上定義される．従って nH も k上定義される．従って n− 1次元

ブラウアー・セヴェリ多様体は常に
(
2n−1
n

)
次元の射影空間に k上埋め込める．n = 2のとき，つま

り 1次元ブラウアー・セヴェリ多様体は射影平面 P2 に（2次曲線として）埋め込める．

命題 4.5.1. ブラウアー・セヴェリ多様体 P に対し，P が自明（射影空間と k上同形）であること

と，P が k点を少なくとも 1つ持つことは同値である．

証明. 射影空間と同形なら明らかに k点を持つ．逆に P が k点を持つとき，双対 P∨の超平面H は

k上定義される．従って P∨ は自明である．従って，P = (P∨)∨ も自明である．
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4.6 平面曲線

P2 に埋め込まれている代数曲線 C ⊂ P2 を平面曲線という．これは，既約斉次多項式により C =

V (f)とかけ，C の次数を f の次数と定義する．

degC := deg f.

定理 4.6.1. C の次数を dとすると種数は

g =
(d− 1)(d− 2)

2

で与えられる．

証明. 随伴公式より d = 1, 2のとき KC は次数が負となり g = l(KC) = 0である．d = 3のときは

KC ∼ 0で g = l(KC) = 1となる．どちらの場合も定理が成り立つ．d ≥ 2の場合はKC は非常に豊

富で

KC = (d− 3)H|C

となる．ベズの定理（定理 4.6.2）より，degH|C = dとなり，degKC = d(d− 3)となる．これと系

4.2.2から定理が従う．

定理 4.6.2 (ベズの定理). X,Y ⊂ Pnを既約射影代数多様体とし，dimX +dimY = nとする．さら

に dimX ∩Y = 0と仮定する．このとき，重複度を込めて交点をかぞえると degX ·deg Y に等しい：

♯重複度込み(X ∩ Y ) = degX · deg Y

（次数 degの定義の仕方は複数有り，例えばヒルベルト多項式を使えば良いHartshorne [1977, p. 52],

Fulton [1998, p. 144]．超曲面の次数は定義多項式の次数に等しく，線形部分空間の次数は 1である．）

4.7 g = 1

kを代数体（Qの有限次拡大）を固定し，k ⊂ K として話を進める．

定義 4.7.1. 種数 1の代数曲線は有理点を少なくとも一つ持つとき楕円曲線と呼ばれる．

補題 4.7.2. 楕円曲線 C の相異なる 2点 P,Qは因子として線形同値ではない．

証明. 証明. リーマン・ロッホの定理より

γ(P −Q) ≤ deg(P −Q) + 1− g = 0.

従って，P −Q ̸∼ 0.

補題 4.7.3. 任意の 3点 P0, P1, P2 ∈ C に対し，一意的に P3 ∈ C が定まり，

P1 + P2 − P0 ∼ P3

となる（左辺の演算は因子としてもので，下で定める C の群構造によるものではない）．さらに，

P0, P1, P2 が k点なら，P3 も k点である．

証明. D := P1 + P2 − P0 とおくと，リーマン・ロッホの定理より

γ(D) = 1

となる．従って，Dと線形同値な有効因子 E が唯一つ存在する．degD = degE = 1なので，ある

点 P3 に対して E = P3 となる．この議論は k上でも機能して，P3 は k点である事が分かる．
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定義 4.7.4. k 点 P0 ∈ C(k) ⊂ C を固定して，C の群構造は次のように定まる．点 P,Q ∈ C の和
P +Qを因子の線形同値

P +Q− P0 ∼ R

が成り立つ唯一つの点 Rと定義する．（因子の和と C の群構造を同じ +で表したが，混同しないよ

うに注意すること）．

C(k)は C の部分群となる．

命題 4.7.5. 楕円曲線は全て平面 3次曲線に k上同型である．

証明. 整数 n > 0に対し，γ(nP0) = nとなる．そこで，x ∈ Γ(2P0)を 1, xが Γ(2P0)の基底にな

るように選び，y ∈ Γ(3P0)を 1, x, y が Γ(3P0)の基底になるように選ぶ．すると，1, x, y, x2, xy は

Γ(5P0)の基底となる．1, x, y, x2, xy, x3, y2 ∈ Γ(6P0)の間には一つ線形関係式が成り立つ．x, yをス

カラー倍で置き換えると

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

という関係式を得る．3P0は非常に豊富なので，ϕ|3P0|で C を埋め込むと，上の式（を斉次化したも

の）で定義される 3次平面曲線を得る．

定理 4.7.6 (モーデル・ヴェイユの定理). C(k)は有限生成アーベル群である．

定理 8.3.1でより一般的なアーベル多様体の場合を扱い，証明の概略を述べる．

4.8 g ≥ 2

定理 4.8.1 (ファルティングス). 代数体 k上定義された種数 g ≥ 2の代数曲線 C に対し C(k)は有

限集合である．

証明. 略．興味を持った人は Bombieri and Gubler [2006], Hindry and Silverman [2000]などを読ん

で下さい．
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第5章 双有理幾何

この章では代数多様体はすべて既約とする．

5.1 有理写像

定義 5.1.1. 代数多様体 Y から X への有理写像 f : Y 99K X とは空でない開集合 U ⊂ Y からの射

f : U → X の同値類である．二つの空でない開集合 U, V ⊂ Y からの射 U → X，V → X は U ∩ V
上で一致するとき，同値である．有理写像 f : Y 99K X を定める射 U → X のなかで U が最大とな

るものが存在する．この dom(f) := U を f の定義域といい，各点 x ∈ U で f は定義されるという．

有理写像 f の像を

Im(f) = f(Y ) := f(dom(f))

と定義する．Y \ dom(f)の点を f の不確定点という．

X 上の有理関数 f は有理写像 f : X 99K A1 と見なせる．

定義 5.1.2. 有理写像 f : Y 99K X が支配的であるとは，次の同値な条件が成り立つことである：

1. f(Y )がX の稠密な部分集合である；

2. f(Y )はX の空でない開部分集合を含む．

有理写像を支配的という．支配的有理写像 g : Z 99K Y と有理写像 f : Y 99K Xの合成 f ◦g : Z 99K X
が定義される．

特に，支配的有理写像 f : Y 99K X に対し，関数体の写像

f∗ : K(X)→ K(Y )

g 7→ g ◦ f

が誘導される．これは，K 線形な体の準同形（K 埋め込みとも）になる．

定義 5.1.3. 二つの支配的有理写像 f : Y 99K X と g : X 99K Y が f ◦ g = idX，g ◦ f = idY となる

とき，f と gを双有理写像と呼ぶ．Y とX の間に双有理写像が存在するとき，Y とX は双有理的で

あるという．射 f : Y → X が双有理的，または双有理射であるとは，有理写像として双有理的であ

る事を意味する．

事実 5.1.4. 1. 支配的有理写像 f : Y 99K X が双有理的であることと，f∗ : K(X) → K(Y )が同

型であることは同値である．

2. 関数体の関数体のK 埋め込みK(Y )→ K(X)は，ある支配的な有理写像 f : Y 99K X に対す
る引き戻し写像 f∗ に一致する．

注意 5.1.5. 部分体 k ⊂ K に対し，k上定義された有理写像，k上双有理的などの概念も定義できる．
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例 5.1.6. 次の射 f を考える．

f : A1 → C = {y2 − x3 = 0} ⊂ A2

t 7→ (t2, t3)

は双有理射である．逆有理写像は

f−1 : A2 ⊃ C \ {0} → A1

(x, y) 7→ y/x

で与えられる．この f は特異点解消の例にもなっている．

例 5.1.7 (Harris [1992, p. 78]). Q ⊂ P3を 2次曲面とし，P2 ∼= H ⊂ P3を超平面とする．任意の点

q ∈ Q \H をとり，射影
π : P3 \ {q} → P2

を考える．これは，x ∈ P3を q, xの 2点を通る唯一つの直線 lとH の交わりに送る写像である．一

般の直線 lは Qと 2点で交わることから

π|Q : Q 99K P2

双有理写像が誘導される．

具体的に Q = V (x0x3 − x1x2)，P = (0 : 0 : 0 : 1)，H = V (x3)とおくと，

π((x0 : x1 : x2 : x3)) = (x0 : x1 : x2)

となり，逆有理写像は

π−1 : P2 99K Q
(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x1x2)

で与えられる．

例 5.1.8 (アフィン空間の原点での爆発).

X := {((xi), (yj)) | ∀i, j, xiyj = xjyi} ⊂ An × Pn−1

とする．条件 xiyj = xjyi は

(x1, . . . , xn) = 0 or (x1 : · · · : xn) = (y1 : · · · : yn)

を意味する．射影

π : X → An

(x, y) 7→ x

双有理射で

π−1(x) =

{0} × Pn−1 (x = 0)

1点 (x ̸= 0)

となる．X や射 πを An の原点での爆発（ブローアップ）という．
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5.2 双有理幾何

双有理幾何とは代数多様体X の双有理同値で不変な性質を調べる研究分野である．関数体を幾何

学的に調べることであるとも解釈できる．例えば代数多様体X の自己双有理写像群

Bir(X) := {双有理写像 f : X 99K X}

を調べることは，双有理幾何の問題と言える．

1つの双有理同値類の中に，互いに同形で無い代数多様体が無数にある．双有理幾何の 1つの中心

的問題として，漠然としているが「各双有理同値類の中から良いモデルを見つける」という事があ

る．つまり，代数多様体X が与えられたときに，それと双有理同値な Y で良い性質を持つものを見

つけるという問題である．さらに，出来るだけ Y が一意的に，または標準的に選べるとなお良い．

まず，幾何学的には射影代数多様体が扱いやすい．我々は代数多様体は擬射影的（射影空間の部分

多様体）であると仮定したので，射影空間の中で閉包を取ることで，射影的なモデルを選ぶことがで

きる．

次に，広中の特異点解消定理によると，非特異で射影的なモデルを選ぶことができる．

定理 5.2.1 (広中の特異点解消定理). K の標数を零とする．射影代数多様体X に対し，非特異射影

代数多様体 Y と双有理射 f : Y → X が存在する．

定義 5.2.2. 定理にあるような Y や f をX の特異点解消という．

注意 5.2.3. 定理はX が射影的で無い場合に，「射影的双有理射 f : Y → X で Y が非特異なものが存

在する」，というふうに一般化される．射影的射（やその一般化である固有射）を導入するのを避け

るために，上の定理では射影代数多様体のみを考えた．

定義 5.2.4. 射影代数多様体の間の双有理射 f : Y → X に対し，開集合 U ⊂ Y で

f |U : U → f(U)

が同型射であるような最大のものが存在する．（たまに，U と f(U)を同一視する．）Y \ U を f の例

外集合という．例外集合に含まれる Y の因子（素因子）を例外因子（例外素因子）と呼ぶ．

補題 5.2.5. Y を非特異代数多様体，X を射影代数多様体，f : Y 99K X を有理写像とする．このと
き Y \ dom(f)は 2以上の余次元を持つ．

証明. - Γ ⊂ Y ×X を f のグラフの閉包とし，π : Γ→ Y を射影とする．πは射影双有理射である．

従って，あるイデアル層 I ⊂ OY による爆発と一致する：Γ = BlI(Y )．Y は非特異（特に余次元 1

で非特異）なので，余次元 1の点 y ∈ Y の局所環OY,y は離散付値環となり，I は yの近傍で主イデ

アルとなる．従って，I が局所主イデアルで無い軌跡は余次元 2以上となる．Y のなかで π が同型

で無い軌跡と，I が局所主イデアルで無い軌跡は一致する．

系 5.2.6. （非特異射影的）代数曲線 C1, C2 の双有理写像 f : C1 99K C2 は同型射である．

証明. 補題より f の定義域は C1 全体であり，f−1 の定義域は C2 全体である．これより，f と f−1

は同型射であることが従う．

この系から次の系が直ちに従う．

系 5.2.7. 1次元の代数多様体に対しては，唯一つの非特異射影的なモデルが定まる．

このように，1次元では各双有理類の中に唯一つの理想的なモデル（非特異で射影的なもの）が存

在する．しかし，2次元以上では各双有理同値類に対し非特異射影的なモデルが無数に存在する．実

際，非特異閉部分多様体を爆発という操作で，膨らませることでいくらでも「大きな」非特異射影的

モデルを作ることが出来る．そこで，爆発の逆である収縮（爆縮？）という操作で出来るだけ小さい

モデルを見つけよう，というのが極小モデル理論（森理論とも）の骨子である．
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5.3 標準因子公式

非特異代数多様体の双有理射 f : Y → X を考えよう．y ∈ Y，x = f(y) ∈ X とし，y1, . . . , ynを y

の近傍での局所座標系，x1, . . . , xnを xの近傍での局所座標系とする．このとき，ω := dx1∧· · ·∧dxn
の f での引き戻し

f∗ω := d(f∗x1) ∧ · · · ∧ d(f∗xn) =
∂(f∗x1, . . . , f

∗xn)

∂(y1, . . . , yn)
dy1 ∧ · · · ∧ dyn

が定まる．ここに現れるヤコビ行列式は yの近傍 U での正則関数である．

定義 5.3.1. Dを U と交わる Y の素因子とする．Dの（f に関する）食い違い係数を

aD := ordD
∂(f∗x1, . . . , f

∗xn)

∂(y1, . . . , yn)
≥ 0

により定義する．

問題 5.3.2. aD が well-definedであることを示せ．

補題 5.3.3. Dが例外素因子である事と aD > 0は同値である．

証明. ヤコビ行列式のDに沿った位数が正ということは，f がDの点の近傍で同型で無いことは同

値で，それはDが例外素因子であることと同値である．

命題 5.3.4. 次が成り立つ：

KY ∼ f∗KX +
∑

D:例外素因子

aD ·D.

標準因子類から適当な代表元を取ることで

KY = f∗KX +
∑

D:例外素因子

aD ·D

と書くこともしばしばある．

注意 5.3.5. -X が正規でKX がカルティエ因子なら，特異点解消 f : Y → X に対し f∗KX が定ま

り，適切に一般化した食い違い係数により

KY ∼ f∗KX +
∑
D

aD ·D

が成り立つ．ただし，特異点を許すと食い違い係数 aD が 0以下になることがある．食い違い係数の

大小により，特異点の「悪さ」を測るというのが極小モデル理論における特異点研究の基本的考え方

である．

例 5.3.6. 例 5.1.8 の一般化として，非特異代数多様体 X の非特異な閉部分多様体 Y に沿った爆

発 BlY (X)を定義できる．これは X を同じ次元の非特異代数多様体で自然な（射影的）双有理射

π : BlY (X)→ X が存在する．（X,Y が非特異でなくても爆発は定義できるが，その場合 BlY (X)は

一般に特異点を持ち，その計算は難しい．）例外集合をE ⊂ BlY (X)とし，Y の余次元を cとすると，

E はそれ自身が（既約）非特異代数多様体で Y の上の Pc−1 束となる．そして，

KY ∼ π∗KX + (c− 1)E

が成り立つ．
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5.4 多重種数

定義 5.4.1. 自然数mと非特異射影代数多様体X に対し，m重種数 pm(X)を

pm(X) := γ(mKX)

により定義する．特にm = 1のとき，

p1(X) = pg(X) = γ(KX)

をX の幾何種数と呼ぶ．

高次元代数多様体を調べるには，幾何種数だけでは情報が少なく，その一般化であるm重種数を

全て考える方が良い．

注意 5.4.2. -幾何種数は代数曲線の種数の一般化だが，もう一つの一般化に算術種数 paがある．こ

れは n次元代数多様体X に対し，

pa(X) = (−1)n−1(χ(OX)− 1) =
n−1∑
i=0

(−1)ihn−i(X,OX)

により定義される．

命題 5.4.3. X,Y を双有理同値な非特異射影代数多様体とする．このとき，各自然数mについて

pm(X) = pm(Y )

がなりたつ．つまり，m重種数は双有理不変量である．

証明. まず双有理射 f : Y → X が存在する場合に帰着できる．実際，Γ ⊂ X × Y を双有理写像

X 99K Y のグラフの閉包とすると，射影 Γ→ X と Γ→ Y は射影双有理射である．さらに，特異点

解消 Γ̃→ Γを取ることで，射影双有理射 Γ̃→ X と Γ̃→ Y が得られる．

双有理射 f : Y → X に対し

f∗Γ(mKX) = Γ(mKY )

を示せば命題が従う．これを示すためには，ωをX の有理微分形式と有理関数 g ∈ K(X)∗ に対し，

f∗ωを Y への引き戻しとして，

div(g) +m · div(ω) ≥ 0⇔ div(f∗g) +m · div(f∗ω) ≥ 0

を示せば良い．U ⊂ Y を f が同型となる最大の開集合とすると，X \ f(U)は余次元が 2以上である

（補題 5.2.5）．⇐は単に U に因子を制限することで分かる．

div(g) +m · div(ω) ≥ 0が成り立つとき，

div(f∗g) +m · div(f∗ω) = f∗(div(g) +m · div(ω)) +
∑

D:例外素因子

aD ·D ≥ 0

となる．

5.5 小平次元と巨大因子

定義 5.5.1. 非特異既約射影代数多様体X と因子Dの組 (X,D)の対し，その飯高・小平次元を

κ(X,D) := max
m>0
{dimϕ|mD|(X)} ∈ {−∞, 0, 1, . . . , dim(X)}

と定義する．ただし，全ての m > 0に対し Γ(mD) = 0の場合 dimϕ|D|(X) := −∞とおく．特に
D = KX に対し，κ(X) := κ(X,KX)をX の小平次元と呼ぶ．
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補題 5.5.2 (Iitaka [1982, p. 301]). 正の実数 c, c′と正の整数m0が存在して，任意の十分大きなm0

の倍数mに対し

cmκ(X,D) ≤ γ(mD) ≤ c′mκ(X,D)

が成り立つ．

つまり，小平次元は多重種数の増大度である．このことから，次の事が分かる．

命題 5.5.3. 小平次元は双有理不変量である．

定義 5.5.4. κ(X,D) = dimX であるとき，因子Dは巨大であるという．

補題 5.5.5. つぎは同値：

1. Dは巨大．

2. ある n > 0に対し，ϕ|nD| が双有理写像．

3. 十分分解的な n > 0に対し，ϕ|nD| が双有理写像．

4. ある n > 0に対し，豊富因子 Aと有効因子 E が存在して nD ∼ A+ E となる．

特に豊富因子は巨大である．

命題 5.5.6. 小平次元は次の性質を満たす．

1. dimY = dimXで支配的かつ分離（separable）有理写像 f : Y 99K Xがあれば，κ(Y ) ≥ κ(X).

2. κ(X × Y ) = κ(X) + κ(Y )

証明. 1. 小平次元は双有理不変量なので，Y , X を適当な非特異射影的で，f が射であると仮定し

ても良い．この場合，有限射に対する分岐公式（5.3章の双有理射にたいする標準因子公式と

同様のもの）から，単射 f∗ : Γ(mKX)→ Γ(mKX)が得られ，主張が従う．

2. pX , pY をX × Y から各成分への射影としたときKX+Y = p∗XKX + p∗YKY となる．このこと

から Γ(mKX+Y ) = Γ(mKX)⊗ Γ(mKY )となり，補題が従う．

注意 5.5.7. 命題の一つ目の主張で「分離」という条件を外すと，判例がある．実際に，等しい次元

の有理多様体 Y（特に κ(Y ) = −∞）から一般型多様体（つまり κ(X) = dimX）への純非分離で支

配的な有理写像 f : Y 99K X が存在する．

5.6 ファノ多様体

定義 5.6.1. ファノ多様体とは非特異射影代数多様体X で −KX が豊富であるものである．

特異点などを許して一般化することもある．

補題 5.6.2. ファノ多様体X に対し κ(X) = −∞である．

証明. 一般にn > 0について γ(nD) > 0なら，任意のm > 0について γ(mD) = 0である．D = −KX

とすると補題が従う．

例 5.6.3. 射影空間 X = Pn の反標準因子 −KX は (n + 1)H であり，これは豊富である．従って，

射影空間はファノ多様体である．
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例 5.6.4. 次数 dの斉次多項式 f で定義される d次非特異超曲面X = V (f) ⊂ Pnを考える．随伴公
式より，−KX = (n+1− d)H|X であり．d < nのとき，−KX は豊富で，X はファノ多様体となる．

定義 5.6.5. 有理曲線とは，P1 と双有理同値な（既約）射影代数多様体である．ただし，非特異性

は仮定しない．

ファノ多様体は射影空間の一般化で有り，射影空間の幾つかの性質を共有している．そのような性

質の 1つが，多くの有理曲線を含むことである．次の定理が基本的である．

定理 5.6.6 (Mori [1979]). X をファノ多様体とする．任意の点 x ∈ X に対し，その点を通る有理曲
線 C で

(C,−KX) ≤ dimX + 1

を満たすものがある．

注意 5.6.7. 有理曲線は有理点の類似とみなせる．ファノ多様体が有理曲線をたくさん持つという主

張の，数論的類似はマニン予想であるといえる．さらに，交点数 (C,−KX)は有理点の高さの類似で

有り，高さの低いものがたくさんあるいう主張もマニン予想と関連している．

証明の概略は 5.7章で述べる．

5.7 定理5.6.6の証明：曲げ折り法

定理 5.6.6の証明は以下のようなものである．まず与えられた点 x ∈ X を通る任意の曲線 C から

始める．フロベニウス写像により C の次数を大きくすることで，点 xを固定したまま曲線を変形で

きる．曲げ折り補題の 1つを使い，C が有理曲線を含む可約曲線に分解し，xを通る有理曲線の存在

が分かる．もし，有理曲線の次数が高ければ，さらに曲げ折ることができ，次数の低い有理曲線を作

れる．

一つ目の曲げ折り補題の証明に次の剛性補題を用いる．その内容は簡潔に言うと，「固有多様体W

からのコンスタント射 f : W → X の変形 f ′ : W ′ → X はコンスタントである」となる．

補題 5.7.1 (剛性補題). 既約代数多様体の図式

Y
f //

π

��

X

Z

において，πはファイバー次元が一定の固有射で，f は πのあるファイバー π−1(z0)を 1点に潰すと

する：f(π−1(z0)) = {x0}．このとき，f は任意のファイバー π−1(z)を 1点に潰す．

証明. W を

(f, π) : Y → X × Z

の像とすると，πは

Y
g−→W

p−→ Z

と分解する．gは固有射であり，p−1(z) = f(π−1(z))× {z}が成り立つ．
πの各ファイバーの次元を nとする．p−1(z0) = {(x0, z0)}なので，g−1(x0, z0)の次元は nである．

一方，g−1(x, z) ⊂ π−1(z)より，gの各ファイバーの次元は高々nである．ファイバー次元の上半連

続性より，g のファイバーの次元は一定であり，従って pのファイバー p−1(z) ∼= f(π−1(z))の次元

も常に 0である．π−1(x)は既約なので，f(π−1(x))は 1点となる．
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注意 5.7.2. この補題（のもう少し特殊な場合）はアーベル多様体の可換性を示すためにも使われる

Bombieri and Gubler [2006, pp. 233–234]．

次の曲げ折り補題 1は，「1点を固定したまま曲線を変形すると，最後は（有理曲線 +その他）と

いう 1サイクルに退化する」という主張である．

補題 5.7.3 (曲げ折り補題 1). X を射影代数多様体，C を 1次元非特異射影代数多様体とし，定数

でない射 f : C → X を考える．ある点 p ∈ C での行き先を固定する射の非自明な変形

F : C × Z → X

があるとする．このとき，点 f(p)を通るX の有理曲線が存在する．

証明. Z を 1 次元で非特異として良く，Z̄ をその射影コンパクト化とし，F を拡張した有理写像

F̄ : C × Z̄ → X を考える．もし，これが射であるとすると，図式

C × Z̄ F̄ //

��

X

C

に剛性補題を適用して，任意の q ∈ C について F̄ は {q} × Z̄ を一点に潰すことが従う．これは，F
が f の非自明な変形である事に反する．従って，有理写像 F̄ は {p} × Z 上に不確定点 rを持つ．不

確定点除去をし可換図式

W
ϕ

{{xx
xx
xx
xx

F ′

  A
AA

AA
AA

A

C × Z̄
F̄

//_______ X

を得る．ϕは固有双有理射である．補題 5.7.4より ϕ−1(r)は有理曲線の和集合である．F
′
(ϕ−1(z))

も有理曲線の和集合で f(p) を含む．（リューローの定理 5.7.5より，有理曲線の像は 1点か有理曲線

のどちらかであることと，ϕ−1(r)に含まれる有理曲線うちどれかは F ′ でつぶれないことに注意す

る．）

補題 5.7.4 (Abhyankar [1956, Prop. 4]). f : Y → X を固有双有理射，X は非特異であるとする．

このとき，ファイバー f−1(x)は 1点でなければ有理曲線で覆われる（任意の点を通る f−1(x)に含

まれる有理曲線がある．）

証明. 上の曲げ折り補題の証明で必要となるのは曲面の場合だけである．この場合をさきに証明する．

曲面の場合．f−1の不確定点を除去して，固有双有理射 g : Z → Y，h : Z → X で有理写像の等式

h ◦ g−1 = f

となるものが存在する．非特異曲面の固有双有理射は 1点での爆発の繰り返しに分解するHartshorne

[1977, p. 411, Cor. 5.4]．g の例外集合は有理曲線の和集合である．リューローの定理 5.7.5 より

f−1(x)も有理曲線で覆われることが従う．

一般の場合．まず，X が非特異，特にQ分解的であるので，f は因子的（例外集合の各既約成分は
余次元 1を持つ）である．f の各例外素因子Eはザリスキの結果Kollár and 森 [1998, p. 78]より爆

発を繰り返して得られる．従って，E の空でない開集合 E◦ はある代数多様体 B 上の Pr 束となる．
特に任意の E◦ の点 yt を通り，X に送ると 1点 xt = f(yt)につぶれる有理曲線 Ct がある．f−1(x)

の任意の点 y に yt を近づけていくと，有理曲線の族 Ct が得られる．さらに，代数的な族として構

成できる．射影曲線の退化は射影曲線の和集合なので（半安定還元の存在とリューローの定理などか

ら，上の曲面の議論と同様に示せる），補題が従う．
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補題 5.7.5 (リューローの定理). 有理曲線 C からの有理写像 f : C 99K X の像 f(dom(f))は 1点で

なければ有理曲線である．

証明. 像をDとおく．正規化，射影コンパクト化して，非特異射影代数曲線の有限射

f : C = P1 → D

に対して，C の種数が 0ならばDの種数も 0であることを示せば良い．f は純比分離射 fiと分離射

fs の合成

C
fi−→ C ′ fs−→ D

として書ける．fi はフロベニウス射を何回か繰り返したもの Hartshorne [1977, p. 302, Prop. 2.5]

であり，C ′も種数 0である．fsにフルヴィッツの公式Hartshorne [1977, p. 301, Cor. 2.4]を適用し

て，Dも種数 0であることが従う．

次の曲げ折り補題2で，「2点を固定する有理曲線の変形は，可約（reducible）か非被約（non-reduced）

なものに退化」することが分かる．これにより，より低い次数の有理曲線を得る．

補題 5.7.6 (曲げ折り補題 2). X を射影代数多様体とし，f : P1 → X を定数でない射とする．2点

0,∞ ∈ P1 の行き先を固定する変形

F : P1 × Z → X

で像 F (P1 × Z)が 2次元であるものがあるとする．このとき，f∗(P1)は 2つ以上の有理曲線 Ci で

f(0), f(∞) ∈
∪
i

Supp(Ci)

を満たすもの和
∑
i Ci に代数的に同値になる．（ただし，Ci が相異なるとは限らない．）

証明. 曲げ折り補題 1の場合と同様に，Zを 1次元で非特異とし，射影コンパクト化 Z̄を取り，Sを

P1 × Z を開集合として含むような Z̄ 上の P1 束とし，誘導される有理写像

F̄ : S := P1 × Z̄ 99K X

を考える．背理法を使うために，F̄ が射であるとする．Sのネロン・セヴェリ群は階数 2でHartshorne

[1977, p. 370]あり．H をX 上の豊富因子の Sへの引き戻し，C0 = {0}× Z̄，C∞ = {∞}× Z̄ とす
ると，

H2 > 0,

H · C0 = H · C∞ = 0

が成り立つ．（H2 > 0を示すのに，F の像が 2次元である事を使った．）さらに，F̄ (S)ν を F̄ (S)の

S の中での正規化とし，F̄ を

S
g−→ F̄ (S)ν → F̄ (S)

と分解する．C0，C∞ は双有理射 gで収縮するので

C2
0 < 0, C2

∞ < 0

となる（例えば Bădescu [2001, p. 19, Cor. 2.7]．若しくは，ホッジ指数定理 Bădescu [2001, Cor.

2.4]からも従う．）一方，C0 と C∞ は線形同値なので，

C2
0 = C0 · C∞ ≥ 0
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となり，先ほどの不等式と矛盾する．つまり，F̄ は不確定点を持つことが分かった．

そこで，

S̃

F̃

��?
??

??
??

?
ϕ

����
��
��
��

ψ

����
��
��
��
��
��
��

S

��

X

Z̄

を F̄ の最小の不確定点除去とする．ψ のあるファイバー ψ−1(z)は可約（reducible）で各既約成分

は有理曲線であり，代数的同値

f∗(C) ≡ F̃∗(ψ
−1(z))

が成り立つ．また

f(0), f(∞) ∈ F̃ (ψ−1(z))

が成り立つ．補題を示すためには，ψ−1(z)の既約成分の内，少なくとも 2つは F̃ でつぶれないこと

を見れば良い．しかし，つぶれるとすると，Z 上の P1 束 S′ と射 S′ → X が作れるが，これが矛盾

を導くことを上で確かめた．

補題 5.7.7 (射の変形空間の次元の評価). C を種数 gの非特異射影曲線，X を非特異代数多様体と

する．有限個の相異なる点 c1, . . . , cl ∈ C と同じ個数の（相異なるとは限らない）x1, . . . , xl ∈ X に
対し，f(ci) = xi を満たす射 f : C → X のモジュライ空間

Hom(C,X; (ci), (xi))

を考える．このモジュライ空間の点 [f ]での次元は

dim[f ] Hom(C,X; (ci), (xi)) ≥ − deg f∗KX + (1− g − l) · dimX

を満たす．

証明. 概略のみ述べる．詳細は原論文Mori [1979]やKollár [1996, II.1]を参考のこと．変形理論から

dim[f ] Hom(C,X; (ci), (xi)) ≥ χ(f∗TX ⊗O(−
∑
i

ci))

が成り立つ．曲線のリーマン・ロッホの定理（定理 3.4.6）より，

χ(f∗TX ⊗O(−
∑
i

ci)) = − deg f∗KX − l · dimX + (1− g) · dimX

= − deg f∗KX + (1− g − l) · dimX

が成り立ち，補題が示される．

定理 5.6.6の証明. 任意の点 x ∈ X を固定し，代数曲線からの射 f : C → X で

deg f∗(−KX) > g · dimX (5.7.1)

と x ∈ f(C)満たすものがある場合を考える．変形空間の次元の評価より，一点 c ∈ f−1(x)をとり，

f(c) = xを満たしながら f を（非自明に）変形できる．曲げ折り補題 1より，xを通る有理曲線の

存在が分かる．
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x ∈ X を通る有理曲線 C が −C ·KX > dimX + 1を満たすとする．正規化

f : C̃ ∼= P1 → C ⊂ X

を考え，二点 c1, c2 ∈ C̃ で f(c1) = xとなるものを選び，f(c1)と f(c2)を固定するような f の変形

を考える．そのような変形空間の次元は

次元 ≥ − deg f∗KX − dimX = −C ·KX − dimX ≥ 2

を満たす．P1の 2点を固定した自己同型の成す群は 1次元だがら，像 f(C)も変形する．従って，曲

げ折り補題 2より，C は −KX に関して，より低い次数の有理曲線の和にサイクルとして分解する．

これを繰り返し，−C ·KX ≤ dimX + 1となる xを通る有理曲線を構成できる．

今，基礎体の標数が正だとすると，不等式 (5.7.1)を満たすような C を見つけることが出来る．実

際，任意の射 f : C → X で x ∈ f(C)を満たすものに対して，十分多い回数のフロベニウス射の繰り
返しと合成して

g := f ◦ F eC : Ce
F e

−−→ C → X

とすると，

− deg g∗KX = −pe · deg f∗KX

をいくらでも大きく出来る．Ce は C をフロベニウスでひねったものだが，種数は C と等しい．結

局，正標数では定理が成り立つことが分かった．

標数零の場合は正標数の場合から以下のように示される．いま，有限生成 Z代数 R上のスキーム

X で切断 SpecR→ X を持ち，X が幾何学的生成ファイバーで x ∈ X が切断に対応ようなものを構
成できる．このとき，Homスキーム

HomSpecR(P1
R,X )

の部分スキームで，f(0) = xで − deg f∗KX/R ≤ dimX + 1を満たすものをパラメタ付けるものを

H とする．H は R上有限型のスキームである．さらに，上で示した正標数の場合の結果より，R上

の全ての幾何学的閉ファイバーは空ではない．従って，生成ファイバーも空ではなく，幾何学的生成

ファイバーの閉点は定理を満たす有理曲線 C を与える．

注意 5.7.8 (正標数還元). 標数 0の体K上の代数多様体や射，因子，部分多様体など，考えている対称の

定義に出てくる多項式の係数を a1, . . . , anとし，それらをQに添加して得られる体Q(a1, . . . , an) ⊂ K
を考える．すると，考えている対称は全てこのQ上有限生成な体上で定義されていることになり，さ
らに Z[a1, . . . , an]上定義されたスキームや射などを与える．Z[a1, . . . , an]の各極大イデアルの剰余体

κ = Z[a1, . . . , an]/m

は有限体で，特に正標数の体である．スキームを κ に基底変換することで κ 上の代数多様体や射

などをえる．Z[a1, . . . , an] を適当な元で局所化（つまり，もう一つ生成元 an+1 を加える）するこ

とで，全ての極大イデアル m に対し，こうして得られた代数多様体 Xκ や射などは元の標数零の

代数多様体や射などと同じ性質を持つように出来ることが多い（例えば非特異などの性質）．例え

ば，V (x2 + y2 + z2) ⊂ P2
C は既に Z 上定義されていると思えて，各極大イデアル (p) ⊂ Z に対

し，そのまま正標数還元 V (x2 + y2 + z2) ⊂ P2
Z/(p) を考えることが出来る．p = 2のとき，これは

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 なので，non-reducedになってしまうが，p > 3では非特異な代数曲線

を得る．

Xκ に対しフロベニウス写像に代表される正標数の手法を用いて，Xκ に対し示したい命題を証明

し，そこから元の代数多様体（Z[a1, . . . , an]上のスキームの生成ファイバー）も同じ命題を満たすこ
とを示す，というのが正標数還元の概要である．また，コホモロジー群 Hi(X,Q)の次元の計算も，

正標数還元，有限体上の有理点の数え上げ，ヴェイユ予想などを組み合わせて得られる場合もある．
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5.8 ファイバー空間と分類

この章では体 K の標数は 0とする．正標数の場合も，同様の考え方が成立すると期待されるが，

関数体の純非分離拡大の取り扱いなどに注意が必要である．また，標数 0でのみ知られている結果も

多いので，この仮定をつける．

定義 5.8.1. 代数多様体の射 f : Y → X がファイバー空間であるとは，全射で各ファイバーが連結で

あることをいう．

代数多様体 Y がファイバー空間の構造 f : Y → X を持つとすると，一般ファイバー F = f−1(x)

（つまり，空でない開集合 U ⊂ X の任意の点 x ∈ U に対して）は（既約）代数多様体で次元が

dimY −dimXであるものになる．このとき，Y は一般ファイバー F と底空間Xに「分解された」と

考えることがある．幾つかの予想により，最終的に以下の構成要素に分解できると期待されている：

• ファノ型多様体

• アーベル多様体

• カラビ・ヤウ型多様体

• 一般型多様体

命題 5.8.2 (Ueno [1975, p. 74]). ファイバー空間 f : Y → X とその一般ファイバー F に対し，

κ(Y ) ≤ κ(F ) + dimX

が成り立つ．

予想 5.8.3 (予想 Cn Ueno [1975, p. 132]). n次元代数多様体 Y からのファイバー空間 f : Y → X

とその一般ファイバー F に対し，

κ(Y ) ≥ κ(F ) + κ(X)

が成り立つ．

5.8.1 κ = −∞の場合

κ = −∞の代数多様体は（森ファイバー空間により）ファノ型代数多様体 (−KX が豊富，ただし

特異点は許す)とより次元の低い代数多様体に分解されると期待される．

定義 5.8.4. n次元代数多様体X が単線織（uniruled）であるとは，n− 1次元代数多様体 Y と支配

的有理写像

P1 × Y 99K X

が存在することである．

命題 5.8.5. 単線織代数多様体X に対し，κ(X) = −∞となる．

証明. 命題 5.5.6の二つ目の主張より κ(P1× Y ) = −∞であり，一つ目の主張より κ(X) = −∞とな
る．

ファノ多様体には各点にたいし，その点を通る有理曲線が存在するのだったが（定理 5.6.6），実

際には単線織であることもが知られている（Kollar）．

注意 5.8.6. ファノ多様体はさらに有理連結にもなる．
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予想 5.8.7. 代数多様体X に対し次は同値：

1. κ(X) = −∞．

2. KX は擬有効ではない．

3. ファイバー空間 f : X ′ →W で，X とX ′は双有理同値，f の一般ファイバー F は −KF が豊

富なものが存在する．

4. X は単線織である．

注意 5.8.8. 3⇒ 1は命題 5.8.2から従う．4⇒ 1は上の命題である．

定理 5.8.9 (Boucksom et al. [2013]). X が単線織代数多様体であることとKX が擬有効でないこと

は同値である．

5.8.2 κ ≥ 0の場合

κ ≥ 0 の場合は飯高ファイバー空間により，κ = 0 の代数多様体とログ一般型のログ多様体

（κ(X,D) = dimX となる代数多様体と Q因子の対 (X,D)）に分解される．

定理 5.8.10. Y を代数多様体とし，κ(Y ) ≥ 0とする．このとき，Y と双有理同値な非特異射影代数

多様体 Y ′ とファイバー空間 f : Y ′ → Z で次の条件を満たすものが存在する．

1. 一般ファイバ f−1(z)は κ(f−1(z)) = 0を満たす．

2. κ(Y ) = dimZ となる．

さらに，このとき有理写像 Y 99K Z は Y から一意的に定まる．

定義 5.8.11. 定理のファイバー空間を飯高ファイバー空間と呼ぶ．

注意 5.8.12. κ(X) ≥ 0の代数多様体X に対し，極小モデルプログラムの出力としてX と双有理同

値なX ′ でKX′ がネフであるものが得られると期待される．（KX がネフでマイルドな特異点を持つ

代数多様体を極小モデルと呼ぶ．）さらにアバンダンス予想と藤野・森の結果によると，標準的な射

（飯高ファイバー空間）f : X ′ → Z で次の性質を満たすものが存在する：

1. f の一般のファイバー F の標準因子KF ∼Q 0.

2. dimZ = κ(X).

3. Z 上の Q因子∆が存在し次を満たす：

(a) R(X) ∼= R(KZ +∆)．ただし，Rは標準環を表す．

(b) (S,∆)は KLT，

(c) KS +∆は豊富．

要約すると X はログ一般型である (Z,∆)と標準因子が Q自明な一般ファイバー F に分解される．

このように，双有理幾何では代数多様体ではなく，ログ多様体（因子との対）を考える方が自然で，

扱いやすい事が多い．
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5.8.3 κ = 0の場合

さらに κ = 0の場合はアルバネーゼ・ファイバー空間により，アーベル多様体とカラビ・ヤウ型多

様体に分解されると期待される．

定義 5.8.13. 代数多様体X の不正則数 q(X)とは，非特異射影双有理モデル Y に対す γ(ΩY )によ

り定義する．

補題 5.8.14 (Iitaka [1982, pp. 198–199]). 不正則数は双有理不変量である．

定理 5.8.15. 非特異射影的代数多様体 X に対し，dimA = q(X) となるアーベル多様体 A と射

f : X → Aで次の普遍性を満たすものが一意的に存在する：

普遍性 アーベル多様体への射 g : X → B に対し，準同形と平行移動の合成 h : A → B が存在し，

g = h ◦ f となる．

定義 5.8.16. 定理の射 f : X → AをX のアルバネーゼ射と呼び，Aをアルバネーゼ多様体と呼ぶ．

定理 5.8.17 (Kawamata [1979]). κ(X) = 0のとき，X のアルバネーゼ射はファイバー空間である

（全射でファイバーが連結）：これをアルバネーゼ・ファイバー空間と呼ぶ．

この定理からX が κ = 0，q ̸= 0を満たす場合は，アルバネーゼ・ファイバー空間によりアーベル

多様体とより低い次元の代数多様体，つまり一般ファイバー F に分解される．さらに，命題 5.8.2と

予想 5.8.3によれば κ(F ) = 0である．従って，κ = 0の代数多様体はアーベル多様体とカラビ・ヤ

ウ型多様体（κ = q = 0）のものに分解されると期待される．

定理 5.8.18 (アーベル多様体の双有理幾何的特徴付けKawamata [1979]). κ(X) = 0ならば q(X) ≤
dim(X)であり，等式が成り立つことの必要十分条件は X がアーベル多様体に双有理同値なことで

ある．

5.9 一般型多様体

一般型代数多様体は複雑な形をしており，対称性が低い．厳密には次の結果がある．

定理 5.9.1. X を一般型代数多様体とする．このとき，X には高々有限個の自己双有理写像しか無

い：Bir(X)は有限群である．

証明. 自然数mで

ϕ|mKX | : X 99KW := Im(ϕ|mKX |) ⊂ Pn

が双有理であるようなものを取る．ここで n = Pm(X)− 1．X の双有理写像は Pn の同型を誘導す
る．群の準同型

Bir(X)→ Aut(Pn) = PGLn(K)

を得る．この像は {α ∈ Aut(Pn) | α(W ) =W}である．これは PGLn(K)の閉部分群多様体である．

特に Bir(X)はアフィン代数群の構造を持つ．（PGLじゃなくてGLの方が良い？）Birが正の次元を

持つと Gm または Ga を含み，W が線織多様体である事が従う．しかし，κ ≥ 0だと線織にはなり

得ない．（小平次元の二つの基本性質から単線織多様体は負の小平次元を持つ．）従って Bir(X)は零

次元の代数多様体で有り，有限群となる．
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注意 5.9.2. 一般型代数多様体と対極にある射影空間 Pn については，同型射の成す群 Aut(Pn)は射
影一般線形群 PGLn(K)になる．また，自己双有理写像のなす群はクレモナ群と呼ばれる．n = 2の

とき，クレモナ群は 1次変換と 2次変換で生成されるが，n ≥ 3の場合は群の構造がまだあまりされ

ていない．

定理 5.9.3 (小林・落合). K の標数を０とする．W を代数多様体，X を一般型代数多様体とする．

このとき，支配的有理写像W 99K X は高々有限個しか無い．

X が 1次元の場合は de Franchisの定理である．また，数体上の有理点に関するボンビエリ・ラン

グ予想の類似でもある．

予想 5.9.4 (ボンビエリ・ラング). X が数体 K 上定義された一般型代数多様体とする．このとき，

X(K)はザリスキ稠密では無い．
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第6章 有理点の高さ

6.1 有理数体の場合

考える基礎体K（仮定により代数的閉体である）の標数を 0とする．つまり，有理数体 Qを含ん
でいるとする．

定義 6.1.1. 射影空間Pnの有理点x ∈ Pn(Q)の斉次座標 (x0 : · · · : xn)をxi ∈ Zで gcd(x0, . . . , xn) =

1となるように選べる．このような選び方は ±1倍を除き一意である．このとき，xの高さを

H(x) := max
i
{|xi|}

と定義する．

注意 6.1.2. 上に定義した高さは乗法的高さとも呼ばれる．それに対し，

h(x) := logH(x)

を対数的または加法的高さと呼ぶ．対数的高さの方を単に高さと呼ぶことも多い．対数的高さは下

で見るように，交点数の類似である．

一般の代数体に一般化するために，高さを p進絶対値を用いて定式化する．

定義 6.1.3. 素数 pと有理数 a ̸= 0に対し，

a = pn × b

c
(n, b, c ∈ Z, p ∤ b, p ∤ c)

と表せるとき aの p進絶対値を

|a|p := p−n

と定義する．また | · |∞ は通常の絶対値を表す．

命題 6.1.4 (積公式). 有理数 a ̸= 0に対して∏
v

|a|v = 1

が成り立つ．ここで，vは {素数 } ∪ {∞}を走る．

補題 6.1.5. 任意の xi ∈ Qとなる任意の斉次座標 x = (x0 : · · · : xn)に対し

H(x) =
∏
v

max
i
{|xi|v}

が成り立つ．

証明. 積公式から右辺は斉次座標の取り方に依存しないことが分かる．そこで，xi ∈ Zかつgcd(x1, . . . , xn) =

1の場合に等式を示せば良い．xi ∈ Zより各素数 pに対し |xi|p ≤ 1である．さらに gcd(x1, . . . , xn) = 1

より，ある iについて |xi|p = 1となる．従って

max
i
{|xi|p} = 1
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となり， ∏
v

max
i
{|xi|v} = max

i
{|xi|∞}

となる．これは上述の高さの定義に他ならない．

定義より明らかだが，次の事実が重要である．

事実 6.1.6. 各 B ∈ Rに対し，H(x) ≤ B となる有理点 xは有限個しかない．

6.2 一般の代数体の場合

定義 6.2.1. 体 k上の絶対値とは写像 | · | : k → Rで次の条件を満たすものである：x, y ∈ kに対し，

1. |x| = 0⇔ x = 0；

2. |xy| = |x| · |y|；

3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|；

最後の条件は三角不等式と呼ばれる．より強い不等式

• |x+ y| ≤ max(|x|, |y|)

を満たす絶対値を非アルキメデス的絶対値と呼び，そうでないものをアルキメデス的絶対値と呼ぶ．

全ての x ∈ k∗ について |x| = 1となるものを自明な絶対値という．今後，絶対値は非自明なものを

意味するものとする．

絶対値が与えられると体 k に距離 d(x, y) := |x − y|が定まり，それにより位相が定まる．また，
コーシー列を用いて，kの完備化 k̂が定義される．絶対値 | · |は k̂に自然に拡張する．

定義 6.2.2. k上の二つの絶対値 | · |, | · |′ が同値であるとは次の同値な条件を満たすことである．

1. 二つの絶対値は同じ位相を定める．

2. ある正の実数 sに対し，| · |s = | · |′ となる．

絶対値の同値類を kの素点と呼ぶ．非アルキメデス的絶対値の同値類を有限素点，アルキメデス的

絶対値の同値類を無限素点と呼ぶ．

定義 6.2.3. 代数体 k/Qに対し，Mk を素点の集合とする．各素点 v に対し kv で対応する完備化

（局所体）を表す．各素点 v ∈ Mk に対し，vを代表する kの絶対値 | · |′v とその kv への拡張をある

p ∈MQ に対する Qp 上のノルム | · |p の kv への一意的な拡張とする．このような pは唯一つ存在す

る．また，vを代表するノルムをあと 2つ次のように定義する：

|x|v := |Nkv/Qp
(x)|p = (|x|′v)

[kv:Qp] ,

∥x∥v := |x|
1/[K:Q]
v .

主張 6.2.4. vが複素素点 kv = Cとなる場合，| · |v は Cの通常の絶対値の 2乗であり，これは三角

不等式を満たさないので絶対値ではない．このため，ノルムと呼んでいる．

補題 6.2.5 (積公式). x ∈ kに対し ∏
v∈Mk

|x|v = 1,
∏
v∈Mk

∥x∥v = 1

が成り立つ．
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証明. 最初の等式については， ∏
v∈Mk

|x|v =
∏
p∈MQ

∏
v|p

|x|v

=
∏
p∈MQ

∏
v|p

|Nkv/Qp
(x)|p

=
∏
p

|Nk/Q(x)|p

となり，これは有理数に対する積公式から 1に等しい．二つ目の等式は，これから直ちに従う．

定義 6.2.6. x ∈ Pn(k)の斉次座標 (x0 : · · · : xn), xi ∈ kが与えられたとき，xの相対高さを

Hk(x) :=
∏
v∈Mk

max
i
{|x|v}

と定義し，絶対高さを

Habs(x) := Hk(x)
1/[k:Q] =

∏
v∈Mk

max
i
{∥x∥v}

と定義する．

注意 6.2.7. 代数体とは限らない体 kについても，絶対値の集合で積公式を満たし，k∗の各元に対し，

ほとんどのノルムの値が 1であるようなものを取れば，同様に高さを定義できる．例として，体K

上の非特偏極代数多様体 (X,A)を考える．（X は非特異射影代数多様体，AはX の豊富因子．）関数

体 k = K(X)を考え，各素因子D ⊂ X に対しノルム | · |D を

|f |D := e− degD·ordDf

により定義する．ただし，degD := ♯D ·AdimX−1 である．f ∈ k∗ に対し

0 = deg div(f) =
∑
D

degD · ordDf

が成り立つので，積公式 ∏
D

|f |D = 1

が成り立つ．従って，f = (f0 : f1 : · · · : fn) ∈ Pnk (k)に対し，

H(x) :=
∏
D

max
i

(|fi|D)

により高さが定義される．

対数的高さ h(x) := logH(x)は以下のように交点数と解釈できる．点 f は有理写像

f : X 99K PnK
p 7→ (f0(p) : · · · : fn(p))

と対応する．この有理写像の不確定点集合は余次元 2以上を持つので，超平面 L ⊂ PnK の引き戻し
f∗Lが自然に定まる．このとき，

h(f) = deg f∗L = ♯f∗L ·AdimX−1
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となる．これを確かめるため f の像は V (x0)に含まれないと仮定し，fi を f∗(xi/x0)で置き換えて

も良い．このとき，

h(f) = −
∑
D

(
min
i

ordD(fi)
)
degD

=
∑
D

(
ordD(f

∗x0)−min
i

ordD(f
∗xi)

)
degD

となる．f∗xiは f∗OPn(1)の切断である．f∗xiは f∗OPn(1)を生成することから，mini ordD(f
∗xi) = 0

となり，

h(f) =
∑
D

ordD(f
∗x0) · degD = deg(div(f∗x0)) = deg f∗L

と期待通りの式を得る．特に X が代数曲線，つまり 1次元のときは，豊富因子 Aの取り方に関わ

らず，

h(f) = ♯X · L = deg f∗L

となり，十分一般の Lを選ぶと Supp(f∗L)の点の個数に等しくなる．

補題 6.2.8. 代数体の拡大 l/kと点 x ∈ Pn(k) ⊂ Pn(l)に対し，

Hk(x)
[l:k] = Hl(x)

が成り立つ．

証明. 各 p ∈MQ に対し，∏
w∈Ml:w|p

∥x∥w = |Nl/Q(x)|p = |Nk/Q(x)|[l:k]p =
∏

v∈Mk:v|p

∥x∥v

が成り立つ．これから，補題が従う．

この補題から直ちに次の系を得る．

系 6.2.9. 点 x ∈ Pn(Q)の絶対高さは，x ∈ Pn(k)となる代数体 kの取り方によらない．

定義. 点 x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn の定義体を Q(x) := Q(x1/x0, . . . , xn/x0)と定義する．

定理 6.2.10 (Northcottの定理). 各 B,Dに対し {x ∈ Pn(k) | Habs(x) ≤ B, [Q(x) : Q] ≤ D}は有
限集合である．

証明. 概要を述べる．アフィン空間の点 x = (x1, . . . , xn) ∈ An(Q)の絶対高さ

Habs(x) :=
∏
v∈Mk

max{1, ∥x1∥v, . . . , ∥xn∥v}

が B 以下なら，各成分 xi ∈ A1(Q)の絶対高さも B 以下である．従って，1次元の場合に帰着され

る．次数 d以下の代数的数 αに対し，（次数 d以下でモニックな）最小多項式 f(t) ∈ Q[t]を考える．

f の各係数は αの共役の対称式である．共役元は同じ高さを持つことと，αβや α+ βの高さは αと

βの高さから決まる値で抑えられることから，f の各係数の高さは押さえられる．高さがある値以下

の有理数は有限個しかないので定理が従う．

上の証明概略で出てきた概念を少し補足する．
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定義 6.2.11. α ∈ k ⊂ Q = A1(Q)の相対的高さ，絶対的高さをそれぞれ (α : 1) ∈ P1(Q)のそれと

して定義する．つまり，

Hk(α) = Hk(α : 1) =
∏
v∈Mk

max{1, |α|v},

Habs(α) = Habs(α : 1) =
∏
v∈Mk

max{1, ∥α∥v}

とする．

補題 6.2.12. α, β ∈ Qと σ ∈ Gal(Q/Q)とし，H で絶対的高さか，α, β ∈ kとなる kに対する相対

的高さHk のどちらかを表す．次が成り立つ．

1. H(αβ) ≤ H(α)H(β).

2. H(α+ β) ≤ 2H(α)H(β).

3. H(σ(α)) = H(α).

4. H(1/α) = H(α).

証明. 絶対的高さを考えるが，相対的高さについても同様である．

1. α, β ∈ kとなる数体 kを取ると

H(αβ) =
∏
v∈Mk

max{1, ∥αβ∥v}

≤

(∏
v

max{1, ∥α∥v}

)(∏
v

max{1, ∥β∥v}

)
= H(α)H(β)

となり主張が従う．

2. 同様に kを取り，有限素点 v ∈Mk については，

max{1, ∥α+ β∥v} ≤ max{1, ∥α∥v, ∥β∥v} ≤ max{1, ∥α∥v} ·max{1, ∥β∥v}

が成り立つ．無限素点 vに対しては，

max{1, ∥α+ β∥v} ≤ max{1, ∥2α∥v, ∥2β∥v} ≤ ∥2∥vmax{1, ∥α∥v} ·max{1, ∥β∥v}

が成り立つ．Mk 上の積を取り，

H(α+ β) ≤

 ∏
v:無限素点

∥2∥v

H(α) ·H(β) = 2H(α)H(β)

が成り立つ．

3. 簡単に示せる．

4.
max{1, ∥α∥v}
max{1, ∥1/α∥v}

= ∥α∥v

が成り立つ．従って，積公式より

H(α)H(1/α)−1 =
∏
v

∥α∥v = 1

となり，主張が従う．
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6.3 因子類に付随する高さ関数

定義 6.3.1. 集合 S 上の実数値関数 f, gが同値であるとは，正の定数 C1, C2 が存在して

C1g(s) ≤ f(s) ≤ C2g(s) (∀s ∈ S)

が成り立つことをいう．このとき，f ∼ gと記す．f, gが準同値であるとは，任意の ϵ > 0に対し定

数 C1, C2 > 0が存在し，

C1g(s)
1−ϵ ≤ f(s) ≤ C2g(s)

1−ϵ

が成り立つことを言う．このとき，f ≈ gと記す．

この章では，因子の線形同値類に対し，高さ関数が関数の同値類として定まり，因子の数値的同値

類に対しては，関数の準同値類として定まることを示していく．

補題 6.3.2. π : Pn 99K PmをQ上定義された線形有理写像とする．つまり，Q成分の行列 (aij)0≤i≤m, 0≤j≤n ̸=
0が存在して

π((x0 : · · · : xn)) = (
n∑
j=0

a1jxj : · · · :
n∑
j=0

amjxj)

となる．このとき，πのみに依存する数 C > 0が存在して任意の x ∈ Pn(Q) ∩ dom(π)に対し，

Habs(π(x)) ≤ C ·Habs(x)

が成り立つ．πが数体 k上定義されているとき，相対的高さHk についても同様の主張が成り立つ．

証明. x ∈ Pn(Q)を固定し，k を十分大きな数体とする．有限素点 v ∈ Mk に対し cv := 1，無限素

点 v ∈Mk について cv := ∥n+ 1∥v とおくと，

max
i


∥∥∥∥∥∥
n∑
j=0

aijxj

∥∥∥∥∥∥
v

 ≤ cv ·max
j
{∥xj∥v} ·max

i,j
{∥aij∥v}

が成り立つ．そこで，

C :=
∏
v

∥cv∥v ·max
i,j
{∥aij∥v} = (n+ 1)

∏
v

max
i,j
{∥aij∥v}

とおけば良い．ほとんど全ての vについてmaxi,j{∥aij∥v} = 1なのでこれは有限積である．

系 6.3.3. 射影空間の k上の同型 α : Pn → Pn に対し，Pn(k)上の関数の同値

Hk ∼ Hk ◦ α

が成り立つ．また Pn(Q)上の関数の同値

Habs ∼ Habs ◦ α

も成り立つ．

定義 6.3.4. k上定義された射影的代数多様体X と，その上の非常に豊富な因子 Aに対し，相対的

高さ関数HA,k : X(k)→ Rを
HA,k := Hk ◦ ϕ|A|

により定義する．ϕ|A| : X → PnはAの完備線形系に付随する射である．絶対的高さ関数HA,abs : X(Q)→
Rも同様に定義する．



第 6章 有理点の高さ 59

Pn の座標，つまり Γ(A)の基底の取り方により，高さ関数は変わるが，同値類は変わらない．高

さ関数の同値類は，非常に豊富な因子 Aの線形同値類から一意的に定まる．

補題 6.3.5. セグレ埋め込み

σ : Pn−1 × Pm−1 → Pnm−1, ((xi), (yj)) 7→ (xiyj)

と (x, y) ∈ Pn−1 × Pm−1 に対し

H(x) ·H(y) = H(σ((x, y)))

が成り立つ．H は相対的高さか絶対的高さを表す．

証明.

H(σ((x, y))) =
∏
v

max
i,j
{∥xiyj∥}

=
∏
v

max
i
{∥xi∥} ·max

j
{∥yj∥}

=
∏
v

max
i
{∥xi∥} ·

∏
v

max
j
{∥yj∥}

= H(x) ·H(y).

系 6.3.6. 非常に豊富な因子類 α, α′ に対し

Hα ·Hα′ ∼ Hα+α′

が成り立つ事が分かる．

証明. 非常に豊富な因子 A,A′ に対し，

X
(ϕ|A|,ϕ|A′|) //

ϕ|A+A′| **UUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
UU Pn−1 × Pn′−1

セグレ埋め込み
��

Pnn′−1

という可換図式が存在する．系は上の補題から従う．

この系より，以下のように高さ関数を（非常に豊富とは限らない）因子類にまで拡張できる．

定義 6.3.7. 射影的代数多様体X のカルティエ因子の線形同値類 αに対し，その（相対的または絶

対的）高さ関数を，α = [A−B]となる非常に豊富な因子 A,B に対し

Hα := HA ·H
−1

B

により定義する．Qカルティエ因子の Q線形同値類にも高さ関数の定義を自然に拡張する．

この定義により，カルティエ因子類群 Clc(X)にQをテンソルしたものから，関数の同値類集合に
準同形を得る：

Clc(X)Q → {関数X(Q)→ R}/ ∼ (6.3.1)

α 7→ Hα,abs

相対的高さについても同様である．
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補題 6.3.8. 数値的同値な α, β ∈ Clc(X)に対し，

Hα ≈ Hβ

が成り立つ．

証明. α, β を豊富な因子類と仮定して良い．クライマンの判定法（命題 3.3.5）より，任意の有理数

ϵ > 0に対し，

δϵ := (1 + ϵ)α− β

は豊富なので，

H1+ϵ
α H−1

β ∼ Hδϵ ≥ 1

と仮定して良い．(Pn の点の高さは定義から ≥ 1であることを思い出そう．）つまり，

Hβ ≤ H1+ϵ
α

となる．H1−ϵ
α ≤ Hβ も同様に示され補題が成り立つ．

これにより，(6.3.1)は準同形

N1(X)R → {関数X(Q)→ R}/ ≈ (6.3.2)

を導く．相対的高さについても同様である．

6.4 バティレフ・マニン予想

基礎体をK = Qとし，X を代数体 k ⊂ K 上定義された非特異射影代数多様体とする．N1(X)を

因子の数値的同値類の成す自由アーベル群とし，N1(X)R = N1(X)⊗Z Rとする．

rankN1(X) = dimRN
1(X)R = ρ(X)

となる．

定義 6.4.1. X と豊富因子 Aの対 (X,A)に対し，小平エネルギー κe = κe(X,A) ∈ Rを

[KX ]− κe[A] = ∂Eff(X)

により定める．

[A]が擬有効錐 Eff(X)の内点である事から，κeが一意的に定まる．定義より

1. KX は巨大 ⇔ κe > 0；

2. KX は擬有効だが巨大ではない ⇔ κe = 0；

3. KX は擬有効ではない ⇔ κe < 0；

が成り立つ．これらは，[KX ]が Eff(X)の内部，境界，外部に属する場合にそれぞれ対応する．ま

た予想として，小平次元 κ = κ(X)が κ = −∞，0 ≤ κ ≤ dimX − 1，κ = dimX となる 3つの場合

に対応することが期待されている．

定義 6.4.2. 実数 B とザリスキ開集合 U ⊂ X に対し，

NU (B) := ♯{x ∈ U(K) | HA(x) ≤ B}

とおく．HA は相対的高さとする．
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予想 6.4.3 (バティレフ・マニン予想). 1. 任意の ϵ > 0と十分小さなザリスキ開集合 U ⊂ X に

対し，ある定数 C > 0が存在し

NU (B) ≤ CB−κe+ϵ

が成り立つ．

2. κe < 0のとき，P := [KX ]− κe[A]の近傍で Eff(X)は多面体的で，P を含む最小の Eff(X)の

面の次元を nとする．このとき，十分大きな代数体K と十分小さなザリスキ開集合 U ⊂ X に
対し，ある定数 C > 0が存在し

NU (B) ∼ CB−κe(logB)ρ−n−1

が成り立つ．

例 6.4.4. κe(X) > 0，つまりX が一般型の場合を考える．このとき，バティレフ・マニン予想は十

分小さなザリスキ開集合 U はK 点を持たない，つまりX のK 点集合X(K)はザリスキ稠密でない

ことを意味する．これはボンビエリ・ラング予想に他ならない．

例 6.4.5. X がファノ多様体，つまり −KX が豊富のときを考える．このとき，小平消滅定理から

h1(X,OX) = h0(X,ΩX) = 0

となる．従って，

Cl(X)⊗Q R = N1(X)R

が成り立ち，N1(X)R の元は高さ関数を同値を除いて定めることに注意しておく．

A = −KX とすると，κe = −1となる．（この場合，擬有効錐は多面的？）[KX ]−κe[A]はN1(X)R

の原点 oであり，これを含む最小の面は {o}である．従って，バティレフ・マニン予想はピカール数
ρにより，

NU (B) ∼ CB(logB)ρ−1

と表される．これはマニン予想である．

例 6.4.6 (シャニュエル). 代数体 kと n− 1次元射影空間 Pn−1 の高さ関数H = HH（超平面H に

付随する）に関し，次が成り立つ．

NPn−1(k)(B) ∼ hR

ζk(n)w

(
2r1(2π)r2√

d

)n
nr1+r2−1Bn

ここで，右辺の記号の意味は以下の通り：

• hは kの類数

• Rは kのレギュレーター

• ζk はディリクレ・ゼータ関数

• wは kに含まれる 1の巾根の数

• r1, r2 は kのそれぞれ実，複素素点の数

• dは kの（絶対）判別式の絶対値

豊富因子として反標準因子 −KX = nH を選び，付随する高さ関数としてH−KX
= Hn を選ぶと，

NPn−1(k)(B) ∼ hR

ζk(n)w

(
2r1(2π)r2√

d

)n
nr1+r2−1B

となる．
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例 6.4.7. バティレフ・マニン予想は，κe = 0の場合，そうでない場合ほど精密な結果を導かない

が，少なくともNU (B)の増大度がファノの場合に比べ小さいことは言える．

例 6.4.8 (ネロン). Xがアーベル多様体のとき，モーデル・ヴェイユの定理（定理 8.3.1）から，X(k)

は有限生成アーベル群になる．その階数を rとすると，ある定数 C > 0に対し

NX(B) ∼ C(logB)r/2

となる．
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第7章 特異点

7.1 背景

一般的に，非特異代数多様体の方が特異点を持つ代数多様体より理解しやすい．その理由のひとつ

は，局所座標による微分を考えることができることであり，幾何学的に表現すると接束やその双対，

余接束がベクトル束になることであると言える．

標数 0では，広中の特異点解消定理により，特異点を持つ代数多様体は，非特異代数多様体に変換

することが出来る．従って，双有理幾何では，非特異代数多様体のみを考えれば良いことになる．

しかし，近年の極小モデル理論（森理論）の発展では，特異点を持つ代数多様体を考えることが必

要不可欠であった．

7.1.1 曲面の極小モデル

X を非特異射影代数曲面とする．つまり，2次元の非特異射影代数多様体である．

定義 7.1.1. X 上の −1曲線とは，X の 1次元閉部分多様体 C で P1 と同型で有り，自己交点数が

C2 = −1となるものである．

−1曲線はつぶして，新しい非特異射影代数曲面を得る（カステルヌオヴォの判定法）．正確には
射影双有理射 f : X → Y で，

• Y は非特異，

• f(C)は 1点，

• X \ C → Y \ f(C)は同型射

を満たすものが一意的に存在する．

定義 7.1.2. X が相対的極小モデルであるとは，任意の射影的双有理射 f : X → Y で Y が非特異な

ものは同型射になることを言う．

X が相対的極小モデルであることと，X が−1曲線を含むことは同値である．−1曲線を有限回潰
すことで相対的極小モデルに到達する．

7.1.2 高次元の極小モデル

高次元の極小モデルの視点から曲面の極小モデルを解釈するために，次の式を考える．代数曲面

X 上の有理曲線 C ∼= P1 に対し，

♯(KX + C) · C = degKC = −2

が成り立つ．従って，

♯KX · C = −2− C2
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となる．−1 曲線はKX との交わりが負となる曲線である．

高次元では，KX と負で交わる有理曲線をどんどん潰していき（絶対的）極小モデル，もしくは森

ファイバー空間というものを得る，というのが極小モデル理論の概略である．しかし，非特異代数多

様体から始めても，この有理曲線を潰す操作により，特異点を持つ代数多様体が現れてしまう．（3次

元非特異代数多様体から，この操作で現れる特異点はMori [1982]の系 3.2で分類されている．）ある

種のマイルドな特異点を認めることで，この操作を繰り返すことが出来るのである．

注意 7.1.3. 曲面の場合で C2 ≥ 0の有理曲線 C ∼= P1についても，♯KX ·C < 0となる．このような

C を潰すと，他の無限個の有理曲線も一斉に潰すことに成り，より低い次元の代数多様体 B への射

X → Bを得ることになる．C2 = 0の場合は，dimB = 1となり，XはB上の P1束となる．C2 > 0

の場合は，dimB = 0となり，この場合はX ∼= P2となる．詳細はMatsuki [2002]の 1.4章を参照の

こと．

7.2 正規特異点

極小モデル理論では特異点を許すことが重要であると述べたが，どんな特異点でも良いわけでは

なく，ある種の良い条件を満たすマイルドな特異点のみを考える必要がある．極小モデル理論が成立

するための，最小の特異点のクラスは，正規，Q分解的，そして端末という 3条件を満たす特異点

である．これを順に解説する．

整域 Rを考え，その分数体を Lとする．

定義 7.2.1. x ∈ Lが R上で整であるとは，ある ri ∈ Rについて

xn + rn−1x
n−1 + · · · r1x+ r0 = 0

が成り立つことを言う．

つまり，xが整であるとは，R係数モニック多項式の根となることである．さらに，xで生成され

る Lの部分 R代数 R[x]が R加群として有限生成である事とも同値である．

定義 7.2.2. R := {x ∈ L | xは R上整 }は Lの部分環となるが，これを Rの（Lにおける）整閉

包と呼ぶ．R = Rのとき，Rは整閉または正規であるという．

RがR代数として（もしくはR加群として，といっても同値だが）有限生成であるとは限らない．

しかし，アフィン代数多様体の座標環や，その局所化のような，代数幾何で通常扱う環 Rについて

は，Rは R上有限生成となる．

定義 7.2.3. 座標環 Rを持つ既約アフィン代数多様体X について，座標環 Rを持つ代数多様体Xν

や自然な射Xν → X のことをX の正規化と呼ぶ．一般の代数多様体X にたいしても，アフィン開

集合の正規化を貼り合わせて，正規化Xν → X を構成できる．

注意 7.2.4. 正規化 f : Xν → X は有限双有理射となる．さらに，有限双有理射の中で普遍的なもの

として特徴付けられる：g : Y → X を有限双有理射とすると，一意的に（必然的に有限双有理）射

h : Xν → Y が存在し，f = g ◦ hとなる．

定義 7.2.5. 正規化Xν → X が同型射となるとき，代数多様体X は正規である，もしくは（高々）

正規特異点を持つという．

特異点という名前が示唆するように，代数多様体X は非特異なら正規である．

正規特異点の特に基本的な性質は次のものである．
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定理 7.2.6. X の特異点集合を Xsing とする．（系 1.12.3より，これは X の閉集合である．）X が正

規のとき，Xsingの余次元は 2以上である．（このことを，X は余次元 1で非特異ということがある．）

証明. 概略のみ述べる．X をアフィン代数多様体と仮定しても一般性を失わない．余次元 1の既約

閉集合 Y ⊂ X に対し，X の座標環Aを Y に対応する素イデアル pで局所化して得られる局所環Ap

を考える．X が正規であることから，Aも正規であり，Ap も正規である．Ap は 1次元なので，正

規であれば正則局所環になる．このことは，X は Y の一般の点の周りで非特異であることを意味す

る．

系 7.2.7. X を 1次元代数多様体とする．X が正規であることと，非特異であることは同値である．

証明. 非特異なら正規であることは上に述べた．上の定理から，X が正規ならXsingの余次元は 2以

上だが，X は 1次元なので，これはXsing = ∅を意味する．つまり，X は非特異である．

Xが正規であれば，Xの素因子Dと有理関数 f ∈ K(X)∗に対し，fのDに沿った位数 ordD(f) ∈ Z
が定まる．Xsm := X \Xsing を非特異点の成す開部分多様体とする．X が余次元 1で非特異である

事から，

ordD(f) := ordD∩Xsm(f)

と定義しても良い．スキーム論的に言うと，Dの生成点 η での局所環 OX,η が離散付値環になるの
で，ordD をそれに付随する付値と定めても良い．これにより，f ∈ K(X)∗ に付随する主因子

div(f) :=
∑
D

ordD(f) ·D

が定義できる．

上の系より，次の結果が直ちに従う．

系 7.2.8. X を正規代数多様体とする．X の因子とXsm の因子には次の自然な 1対 1対応がある．

{X の因子 } ↔ {Xsmの因子 }∑
i

aiDi 7→
∑
i

ai(Di ∩Xsm)∑
j

bjEj ←[∑
j

bjEj

ここで，Di，Ej はそれぞれX，Xsmの素因子で，Ej はX での Ej の閉包を表す．さらに，この対

応により，X の主因子とXsm の主因子が対応し，因子類群の自然な同型

Cl(X) ∼= Cl(Xsm)

を得る．

定義 7.2.9. X を正規代数多様体とする．X の標準因子（類）KX をXsmの標準因子（類）に対応

するX の因子（類）と定義する．

例 7.2.10. 尖点曲線X = V (y2 − x3) ⊂ A2
K の座標環は

A = K[x, y]/⟨y2 − x3⟩ ∼= K[t2, t3] ⊂ K[t]

であり，関数体は有理関数体K(t)とみなせる．t ∈ K(t)は

X2 − t2 ∈ K[t2, t3][X]

の根なので，K[t2, t3]上で整だが K[t2, t3]には含まれていない．従って，X と Aは正規ではない．

Aの整閉包 AはK[t]である．
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例 7.2.11. Aを正規環とし，Gを Aの自己同型のなす群とする．このとき，不変式環

AG := {a ∈ A | ∀g ∈ G, ga = a}

は正規環である．これを見るために，Lを Aの分数体とすると，Gは Lの自己同形の成す群ともみ

なせ，

AG = A ∩ LG (7.2.1)

が成り立つ．いま，AG の分数体の元 f が AG 上整であると仮定し，f ∈ AG を示せば良い．f は G

不変，つまり

f ∈ LG (7.2.2)

となる．f は A上整な Lの元でもあり，Aが整閉であることから，

f ∈ A (7.2.3)

である．ここで，(7.2.1)と (7.2.2)と (7.2.3)を合わせると，

f ∈ AG

を得る．

例えば，体K の標数が 2でないとし，2変数多項式環 A = K[x, y]の自己同形 σで

σ(x) = −x, σ(y) = −y

が生成する位数 2の巡回群 Gを考える．このとき，不変式環は

AG = K[x2, xy, y2] = K[s, t, u]/⟨su− t2⟩

となる．これは，X = V (su− t2) ⊂ A3 の座標環である．X は 2次元正規代数多様体で，唯一原点

に特異点を持つ．

7.3 Qゴレンシュタイン特異点とQ分解的特異点
定義 7.3.1. X を正規代数多様体とする．X の Q因子とは，素因子の形式的 Q線形結合

D =
n∑
i=1

aiDi (ai ∈ Q, Di :素因子)

の事である．これに対し，通常の因子を Z因子と呼ぶことがある．Q因子DがQカルティエである
とは，適当な整数 n > 0に対し，nDが Z因子でかつカルティエ因子となることである．標準因子
KX が Qカルティエであるとき，X を Qゴレンシュタインだる，もしくはX は Qゴレンシュタイ
ン特異点を持つという．X の全ての Q因子が Qカルティエであるとき，X は Q分解的である，ま
たは Q分解的特異点を持つという．

注意 7.3.2. 正規代数多様体（より一般に余次元 1で非特異な代数多様体）では，カルティエ因子の

集合を（ヴェイユ）因子の集合の部分集合とみなせることを，上の定義では暗に用いている．

注意 7.3.3. Z因子がQカルティエであっても，それがカルティエであるとは限らない．例 7.2.11で

見た多様体X = V (xy − z2) ⊂ A3 の素因子D = V (x, z)はカルティエではないが，2Dは xで定義

されるのでカルティエである．
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注意 7.3.4. Q分解的という概念は考える位相に依存する微妙な物であるらしい（私はこの微妙さを
余り理解していないが）．Q分解的な C上の代数多様体X について，ある点 x ∈ X の解析的近傍 U

を取ると，Q分解的でない解析空間になることがあるらしい．

注意 7.3.5. KX がカルティエであるとき，X は 1ゴレンシュタインや準ゴレンシュタインであるな

どという．X が正規という仮定の下では，ゴレンシュタインと呼ばれる条件は「1ゴレンシュタイン

かつコーエン・マコーレー」と同値である．

2.3章と同様のことが，Qカルティエ因子についても成り立つ．代数多様体の射 f : Y → X で X

が正規なものに対し，X の Qカルティエ因子Dの台が f の像を含まないとき，引き戻し f∗Dが定

義される．これは Y の Qカルティエ Q因子である．像に関する条件が無くても，引き戻し f∗Dは

Q線形同値（下の定義）を除き定まる．

定義 7.3.6. X のQ因子D,D′がQ線形同値とは，適当な整数 nについて，nDと nD′が線形同値

であることを言う．このとき，D ∼Q D
′ と記す．また，Q因子の数値的同値が，因子の場合と同様

に定義される．

注意 7.3.7. Qカルティエ Z因子の引き戻しは Z因子になるとは限らない．後で定義する食い違い係
数が，一般には整数にならないのはこのためである．

例 7.3.8. 非特異代数多様体X に有限群 Gが作用しているとする．作用で移り合う点を同値とする

同値関係 ∼による商集合，
X/G := X/ ∼

には代数多様体の構造が自然に入り，写像 π : X → X/Gは代数多様体の射である．局所的には，座

標環 Aの不変部分環 AGを取る操作により構成される．従って，X/Gは正規代数多様体である．商

多様体に現れる特異点を商特異点と呼ぶ．商多様体は Q分解的であることが，以下のようにして分
かる．X/Gの素因子 Dの逆像 E ⊂ X は余次元 1の閉部分集合で G作用で不変である．E は被約

（各係数が 1）な因子とみなせる．X は非特異なのでカルティエ因子である．この E = V (f)のとき，

各 g ∈ Gについて E = V (gf)であり，F =
∏
g∈G gf とおくと，E = V (F )であり，F が定める因

子は ♯G ·E である．F は G不変なので，X/G上の関数ともみなせ，それが定める因子は ♯G ·Dと
なる．これは，DがQカルティエであることを示している．さらに，これより任意のQ因子がQカ
ルティエであることが従い，X/Gは Q分解的であることが分かる．

例 7.3.9. c個の多項式で定義される代数多様体 X = V (f1, . . . , fc) ⊂ AnK が次元 n − c（余次元 c）

を持つとき，完全交叉であるという．このとき，X はゴレンシュタインとなることが知られている．

従って，X が正規であれば，X はQゴレンシュタインでもある．しかし，次の例で見るようにQ分
解的になるとは限らない．完全交叉は，特にコーエン・マコーレーであるので，セールの正規性判定

法のひとつの条件 S2 は満たされているMatsumura [1989]，183ページ．従って，それがX が正規

となるための必要十分条件は余次元 1で非特異（条件 R1）である事である．

例 7.3.10. X = V (x2 + y2 + z2 +w2) ⊂ A4
K は通常二重点と呼ばれる 3次元特異点である．これは

Qゴレンシュタイン（より強くゴレンシュタインでもある）だが，Q分解的ではない．これは，トー
リック多様体としての記述を用いると分かる．また，小特異点解消が存在することからも分かる．（小

特異点解消とは，例外集合の余次元が 2以上であるような特異点解消のことである．下の命題から

Q分解的代数多様体の特異点解消は因子的であり，小特異点解消にはなり得ない．）

命題 (Kollár [1996]，289ページ). X を正規 Q分解的代数多様体とし，f : Y → X を特異点解消と

する．このとき，f は因子的である．つまり，例外集合の任意の既約成分は余次元 1を持つ．
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証明. E ⊂ Y を f の例外集合の既約成分とし y ∈ Y をその一般の点とし，x := f(y) ∈ X とする．
このとき，TyY → TxX は単射ではなく，双対を取り，

mx → my

は全射ではない．g ∈ my を，この像に含まれない関数とする．g = u/v, u, v ∈ OX,x と表す．もし，
xを含む素因子D ⊂ X に対し，

ordD(u) = m > 0, ordD(v) = n > 0

とする．X が Q分解的なので，ある整数 r > 0があり，rD = div(h)となる．そこで，

gr =
ur

vr

の分母と分子を hr·min{m,n}で割ることで，分母か分子の高々一方しかDの沿って消えないように出

来る．この操作を繰り返し，ある s > 0について，U, V ∈ OX,xで共通の素因子で消えないものが存
在し，

gs =
U

V

とできる．構成から V /∈ mxなら U ∈ mxで g ∈ msとなってしまうが，それは gの取り方に反する．

従って，V ∈ mxである．また，U /∈ mxなら，gは yで極を持ってしまい，これも仮定に関する．し

たがって，U ∈ mx となる．

V (U, V ) ⊂ X は余次元 2を持つ．一方，

V (f∗U, f∗V ) = V (gs · (f∗V ), f∗V ) ⊃ V (f∗V ) ∋ y

が成り立つ．純余次元 1の閉集合 V (f∗V )は V (U, V )に潰れるため，例外集合に含まれ，それが y

を含む．このことは，最初に選んだ例外集合の既約成分 E の余次元が 1である事を示している．命

題が示された．

7.4 食い違い係数

7.4.1 非特異代数多様体の場合

f : Y → X を正規代数多様体の固有双有理射とし、y ∈ Y、x = f(y) ∈ X を非特異点とする。

y1, . . . , yd と x1, . . . , xd をそれぞれの点の近傍での局所座標系とする。このとき、

f∗(dx1 ∧ · · · ∧ dxd) =
∂(x1, . . . , xd)

∂(y1, . . . , yd)
dy1 ∧ · · · ∧ dyd

が成り立つ。ヤコビ行列 ∂(x1,...,xd)
∂(y1,...,yd)

は y の近傍で定義された正則関数で、ちょうど f の例外集合に

沿って零点を持つ。E ⊂ Y を yを含む既約因子で、yの近傍で y1 = 0で定義されるとする。このと

き、a ∈ Z≥0 が一意的に存在し

∂(x1, . . . , xd)

∂(y1, . . . , yd)
= ya1u (ordE(u) = 0)

が成り立つ。

定義 7.4.1. 整数

a(E) = a(E,X) := a

を、E の（X に関する）食い違い係数という。
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食い違い係数は非特異点 y ∈ Eの選び方に依存しない。また、a(E) > 0と Eが例外素因子である

事は同値である。

同じXへのもう一つの固有双有理射f ′ : Y ′ → Xを考える。誘導される有理写像 (f ′)−1◦f : Y 99K Y ′

は E の一般の点では定義される（補題 5.2.5）。

定義 7.4.2. Eの像の閉包 E′ ⊂ Y ′が余次元 1を持つとき、Eと E′をしばしば同一視し、X 上空の

因子（divisor over X）と呼ぶ。

既約因子は関数体の離散付値を定めるが、上の同一視は、同じ付値を定めるものを同一視するもの

である。つまり、上空の因子とは、上のような因子 E から定まる関数体K(X)の離散付値 ordE の

ことだとみなしても良い。

食い違い係数 a(E,X)はX の上空の因子 E に対して定まる概念で有り、E を含む Y の取り方に

は依存しない。ただし、X には依存する。

命題 7.4.3. f : Y → X を正規代数多様体の固有双有理射とし、X は非特異と仮定する。線形同値

KY ∼ f∗KX +
∑
E

a(E,X)E

が成り立つ。

証明. ωをX の有理微分形式とし、KX = div(ω), KY = div(f∗ω)として、

KY = f∗KX +
∑
E

a(E,X)E

を示す。上の記法を用いて、x ∈ X の近傍で有理関数 gにより、

ω = g(dx1 ∧ · · · ∧ dxd)

がなりたつとすると、

KX = div(g) =
∑
D

ordD(g) ·D

となる。一方、yの近傍では、

KY = div

(
f∗g · ∂(x1, . . . , xd)

∂(y1, . . . , yd)

)
=
∑
E

ordE(f
∗g) · E +

∑
E

ordE

(
∂(x1, . . . , xd)

∂(y1, . . . , yd)

)
· E

= f∗KX +
∑
E

a(E,X) · E

となり、命題が示された。

定義 7.4.4. 因子

Kf = KY/X :=
∑
E

a(E,X)E

を相対標準因子と呼ぶ。
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7.4.2 一般の場合

正規代数多様体の固有双有理射 f : Y → X で、X がQゴレンシュタインであるものを考える。こ
のとき、既約因子 E ⊂ Y に対し、食い違い係数 a(E,X) ∈ Qが自然に定義され、

KY ∼Q f
∗KX +

∑
E

a(E,X)E

が成り立つ。ただし、a(E,X)は非負整数とは限らず、有理数になったり、負になったりする。

定義 7.4.5. 正規 Qゴレンシュタイン代数多様体 X は任意の上空の因子 E に対し、a(E,X) > 0

（resp. ≥ 0、> −1、≥ −1）となるとき、末端特異点（resp. 標準特異点、対数的末端特異点、対数

的標準特異点）を持つという。

極小モデルプログラムを実行するための最小の特異点のクラスが末端特異点である。一方、極小モ

デルプログラムがまだ意味を持つ最大の特異点のクラスは対数的標準特異点である。例えば、次の錐

定理が対数的標準特異点を持つ代数多様体に対し成り立つ。

定理 7.4.6 (錐定理Mori [1982], Kawamata [1984], Shokurov [1985], Fujino [2014]). X と対数的標

準特異点を持つ固有代数多様体とする。加算無限個の有理曲線 Ci で

0 < −♯KX · Ci ≤ 2 · dimX

を満たすものが存在し、曲線の錐NE(X)は、KX と非負で交わる部分と、[Ci]により生成される：

NE(X) = NE(X)KX≥0 +
∑
i

R≥0[Ci]

さらに、KX と負で交わるNE(X)の面 F に対し、ファイバー空間 ϕF : X → Sが一意的に存在し、

既約曲線 C ⊂ X について、
ϕF (C) = 1点⇔ [C] ∈ F

が成り立つ。（射 ϕF を F の収縮という。）
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第8章 アーベル多様体

8.1 基礎事項

代数群とは代数多様体 Gで射

m : G×G→ G, ι : G→ G

と点 1 ∈ Gが与えられ，これらが群の公理を満たすものである．射が k上定義され，1 ∈ G(k)のと
き，Gは k上定義されているという．

代数群Gの任意の 2点 g, g′ ∈ Gは自己同形 g′ ◦ g−1 : G→ Gで移り合うことと，代数多様体は非

特異点を含むことから，代数群は常に非特異であることが従う．

アーベル多様体とは既約 1 で射影的な代数群のことである．

以上の仮定から，驚くべき事に，次の事実が従う．

事実 8.1.1. アーベル多様体はアーベル群である．

通常，アーベル多様体の群構造は加法的に記述する．

K = Cの場合，アーベル多様体は Cn を格子 Λ ∼= Z2n で割って得られるトーラスに同型となる．

Aをアーベル多様体とする．各整数m ∈ Zに対し，m倍射

[m] : A→ A, x 7→ mx

が定義される．Aが k上定義されるとき，[m]も k上定義される．特に [m](A(k)) ⊂ A(k)が成り立
つ．射 [m]の核 {x ∈ A(K) | mx = 0}を A[m]と記す．

補題 8.1.2. 整数m ̸= 0がK の標数と素なとき，♯A[m] = m2 dimA．

これは，K = Cの場合は明らかである．次元公式からm ̸= 0に対するm倍射 [m]は全射となる．

さらに，任意の点 x ∈ Aにたいし，x = myとなる y ∈ Aを取ると，

[m]−1(x) = y +A[m]

となる．従って，各ファイバーは同じ個数の点を含む．このことから，次が従う．

事実 8.1.3. 整数m ̸= 0がK の標数と素なとき，[m]は有限エタール射である．

8.2 ネロン・テイト高さ

8.3 モーデル・ヴェイユの定理

定理 8.3.1 (モーデル・ヴェイユ). Aを数体 k上定義されたアーベル多様体とする．このとき，A(k)

は有限生成アーベル群である．
1部分体 k ⊂ K の上で定義された代数群に対して k 上既約と K 上既約であることは同値である．これは以下のように示

すことができる．まず，少なくとも 1 点 k 点があるので，k 上連結であることと K 上連結であることが同値である．また，
非特異なので，任意の体 F ⊂ K の上で連結と既約は同値である．
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証明は大きく 2つの部分に分けあれる．弱モーデル・ヴェイユの定理とフェルマー降下法である．

弱モーデル・ヴェイユの定理は，シュヴァレー・ヴェイユの定理とクンマー・ペアリングを用いて示

される．このノートの証明は，Bombieri-Gublerを参考にしたが，これは現在の標準的な証明らしい．

定理 8.3.2 (シュヴァレー・ヴェイユ). 数体 k上の射影代数多様体の有限エタール射 f : Y → X に

対し，ある有限拡大 l/kが存在し，f−1(X(k)) ⊂ Y (l)となる．

証明. -k の素点の有限集合 S で全ての無限素点を含むものに対し，OS で S 整数の成す環とする．

Sを十分大きく取れば，f : X → Y はOS 上の有限エタール射 f ′ : X → Y に拡張できる．1対 1対応

X(k) = X (OS)がある．x ∈ X(k)に対し，対応する X のOS 点を考えファイバー積 Y ×X SpecOS
を取る．このファイバー積の連結成分の関数体が f−1(x)の点の定義体である．S の外で不分岐な k

の有限拡大は有限個しかない（拡大次数は固定する必要はあるか？参考文献？）．これより定理が従

う．（kが有限体上の代数曲線の関数体の場合：Sの素点上でも分岐が押さえられることから，拡大体

の判別式が押さえらる．）

系 8.3.3. k( 1
mA(k))を A(k)の [m]による逆像の定義体を含む最小の kの拡大体とする．このとき，

k( 1
mA(k))/kは有限拡大である．

いま A[m] ⊂ A(k)を仮定する．k̄ を k の分離拡大とする．x ∈ A(k)と g ∈ Gal(K̄/K)に対し，

x = myとなる y ∈ Aを取り，
⟨x, g⟩ := yg − y

とおく．これは yの取り方に依存しないことが A[m] ⊂ A(k)を用いて示せる．写像（クンマー・ペ
アリング）

A(k)×Gal(K̄/K)→ A[m]

が定義される．これは，非退化ペアリング

A(k)/mA(k)×Gal(k(
1

m
A(k))/k)→ A[m]

を誘導する．特に，写像

A(k)/mA(k)→ Map(Gal(k(
1

m
A(k))/k), A[m]), x̄ 7→ ⟨x,−⟩

は単射である．Map(Gal(k( 1
mA(k))/k), A[m])は有限なので，A(k)/mA(k)も有限である．

有限ガロア拡大 l/kに対し，A(l)/mA(l)が有限ならA(k)/m(k)も有限であることが比較的簡単に

示せる．従って，A[m] ⊂ A(k)という仮定が満たされる状況に帰着して，次の弱モーデル・ヴェイ

ユの定理が示される．

定理 8.3.4 (弱モーデル・ヴェイユの定理). m ̸= 0 を k の標数と素な整数とする．このとき，

A(k)/mA(k)は有限集合である．

命題 8.3.5 (フェルマー降下法). Aをアーベル群，mを 2以上の整数とする．関数 | · | : A→ Rが三
角不等式

|x− y| ≤ |x|+ |y| (x, y ∈ A)

と

|mx| = m|x| (x ∈ A)

を満たすとする．S ⊂ Aを A/mAを代表元集合で | · |は S 上では C で押さえられるとする．M =

{1,m,m2, . . . } ⊂ Zとおく．このとき，任意の元 x ∈ Aと任意の ϵ > 0に対し，z ∈ Aが存在して，
|z| ≤ C + ϵと

x ∈MS +Mz := {
n∑
i=1

maixi | ai ∈ N, xi ∈ S ∪ {z}}.

が成り立つ．特に Aは {x ∈ A | |x| ≤ C + ϵ}で生成される．
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証明. 任意の x = x0 とおき，yi ∈ S と xi ∈ A， i ∈ Nを帰納的に

xi = yi+1 +mxi+1

となるように選ぶ．となる．

|xi+1| ≤
1

m
(|xi|+ C)

が成り立つ．従って，

|xi+1| − C ≤
1

m
(|xi|+ C)− C

≤ 1

m
(|xi|+ C)− 2

m
C

≤ 1

m
(|xi| − C)

≤ 1

mi+1
(|x| − C).

十分大きな iに対し，|xi| − C ≤ ϵが成り立つ．また，

x = y1 +my2 +m2y3 + · · ·+mi−1yi +mixi ∈MS +Mxi

が成り立つ．

モーデル・ヴェイユの定理の証明. 2以上の整数mを取る．弱モーデル・ヴェイユの定理より，A(k)/mA(k)

は有限集合．S ⊂ A(k)をその代表元集合とする．これも有限集合．ĥをネロン・テイト高さとし，

| · | = ĥ1/2 とすると，上の命題の条件を満たす．従って，A(k)はある数 C > 0に対し {x ∈ A(k) |√
ĥ(x) ≤ C}で生成される．高さの基本性質より，このような点は有限個しかない．

非特異代数多様体 X 上の曲線 C と素因子 Dに対し，C ⊈ Dの場合 C ∩Dの各点 xに交叉重複

度 (C,D)x ∈ Nが定義され，C とDの交叉数を

(C,D) :=
∑

x∈C∩D

(C,D)x ∈ N

と定義する．一般の因子類 α ∈ Pic(X)に対し代表元D =
∑
i aiDi で C ⊈ Di となるものを選び

(C,α) :=
∑
i

ai(C,Di) ∈ Z

と定義する．これは代表元の選び方に依らない．α = [D]のとき，これを (C,D)とも書く．Dが有

効因子でも C ⊂ Dの場合は，交叉数は負になることもあることに注意する（上の定義によると，代
表元を取り替える必要があり，そのとき負の係数が現れうる）．

二つの因子（類）D,D′ は任意の X 上の曲線 C に対し (C,D) = (C,D′)となるとき，数値的同

値であるといい

D ≡ D′

と記す．非特異射影代数多様体X のネロン・セヴェリ群を

NS(X) := Div(X)/ ≡

と定義する．これは有限生成自由アーベル群となる（つまり Zn と同型になる）．また NS(X)R :=

NS(X)⊗Z R ∼= Rn とおく．これは有限次元 Rベクトル空間である．
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