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論 説

確率測度の空間の幾何学

太 田 慎 一

本論説の目的は，最適輸送理論の基礎の紹介と，最近の発展の主に幾何学的な側面の解説である．
最適輸送理論とは，一言で言うと‘ある場所にあるものを他の場所へ最小のコストで移動する方法’
を研究するものである．最適輸送理論はその成り立ちから自然に確率論や経済学と深く関わっており，
20世紀終盤からは偏微分方程式論において再び活発に研究されはじめた．近年では幾何学や力学系
とも結びついて新たな展開を見せている. 興味を持たれた読者は，この分野の中心人物の１人である
Villaniの 1000ページ近い大著 [Vi2]に歴史的背景や最近の発展も含めて詳述されているため，そちら
を参照されたい．本論説も [Vi2]を大いに参考にしている．その他の文献として [AGS]，[RR]，[Vi1]

を挙げておく．
以下では，1節で基礎的な事柄を述べたあと，2節でユークリッド空間内の最適輸送について解説す

る．3節ではリーマン多様体内の最適輸送を扱い，そこで登場する，リッチ曲率の下限を特徴づける
曲率次元条件は，次の 4節で詳しく論じられる．最後の 5節は曲率次元条件のフィンスラー多様体へ
の拡張に当てられる．
本論説中では，測度 µの写像 f による押し出し（像測度）を f]µであらわす．また，距離空間 (X, d)上

のボレル確率測度全体のなす集合をP(X)，各 p ∈ [1,∞)に対し，ある x ∈ X で
∫

X
d(x, y)p dµ(y) <

∞を満たす µ ∈ P(X)のなす部分集合を Pp(X)であらわす．このとき，µ(X)が有限であることか
ら，三角不等式により

∫
X

d(x, y)p dµ(y) < ∞は全ての x ∈ X で成り立つことに注意する．台がコン
パクトな確率測度のなす部分集合を Pc(X) ⊂

⋂
p∈[1,∞) Pp(X)であらわす．

1 モンジュとカントロヴィチの問題
最適輸送理論のはじまりは，モンジュ（Gaspard Monge, 1746-1818）が 18世紀に提出した次のよ

うな問題にあるとされる（[Mo], [Vi2, Chapter 3]）：‘ある（複数の）場所から掘り出した土を別の場
所での工事に使う．土の輸送費用を重さと移動距離の積とするとき，輸送にかかる費用の総和を最小
にする方法を求めよ．’ここで，掘り出す土の量と工事に必要な土の量は場所ごとにあらかじめ決めら
れており，その総重量は一致するとしている．これは極めて自然な問いであり，また政治家として海
軍大臣も務めたモンジュらしい実際的な問題である．モンジュはこの問題を以下のように数学的に定
式化した：
モンジュの問題 与えられた µ, ν ∈ P1(R3)に対し，Φ]µ = ν を満たす（µを ν に輸送する）可測写

像 Φ : R3 −→ R3 の中で，輸送コスト
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R3

‖x − Φ(x)‖ dµ(x) (1.1)

を最小にするものを見つけよ．ここで ‖ · ‖は標準的ユークリッドノルムである．最小値を与える Φ

を µから ν への最適輸送という．
これは自然に，より一般の空間X,Y とコスト関数 c : X × Y −→ (−∞,∞]について，与えられた

µ ∈ P(X)，ν ∈ P(Y )に対し，Φ]µ = ν を満たす写像 Φで
∫

X
c(x,Φ(x)) dµ(x)を最小にするものを

見つけよ，という問題へ拡張される（これも含めてモンジュの問題と呼ばれる）．本論説で扱うのは
X = Y が距離空間，cがその距離の 2乗という状況である．モンジュ自身は解 Φの満たすべき性質
についての研究は残しているが（例えば，最適輸送の道筋は途中で交わらない，[Vi2, Chapter 8]），
存在性の証明は与えなかった．存在性が完全に解決されたのは，次節の冒頭で述べるように，最近の
ことである．

1940年代になり，カントロヴィチ（Leonid Vital’evich Kantorovich, 1912-1986）は，始めはモン
ジュの仕事は知らずに，次のような問題を考察した（[Ka1], [Ka2]）：
カントロヴィチの問題 コンパクト距離空間X と非負連続関数 c : X × X −→ [0,∞)が与えられた
とする．与えられた µ, ν ∈ P(X)に対し，µと ν のカップリング π ∈ P(X × X)で∫

X×X

c(x, y) dπ(x, y) (1.2)

を最小にするものを見つけよ．そのような πを µと ν の最適カップリングという．
ここで，π ∈ P(X × X)が µと ν のカップリングであるとは，自然な射影 pi(x1, x2) = xi（i =

1, 2）に対し (p1)]π = µかつ (p2)]π = ν を満たすことである．µと ν のカップリング全体のなす集合
を Π(µ, ν)であらわす．直積測度 µ × ν は µと ν のカップリングであるが，これは効率の良い方法と
は限らない（例えば，これから主に考える (X, d)が距離空間，c = d2という状況では，πの台が対角成
分 {(x, x) |x ∈ X}に近いほど (1.2)は小さい）．Φ]µ = ν なる写像 Φがあったとき，(IdX ×Φ)]µは
µと ν のカップリングであり，よってカントロヴィチの問題はモンジュの問題を拡張し，条件を緩めた
ものである．カントロヴィチの設定は，その対称性とカップリングという条件の凸性（π, π′ ∈ Π(µ, ν)

ならば (π + π′)/2 ∈ Π(µ, ν)）により，モンジュの設定よりも見通しが良くなっている（Φ]µ = ν と
いう条件は凸ではない）．次節で見るように，モンジュの問題はカントロヴィチの問題を経由して解け
ることが多い．また，µが 1点のディラック測度で ν はそうではないとき，モンジュの問題には明ら
かに解が存在しないが，カントロヴィチの問題は考えることができる．尚，カントロヴィチは線型計
画法に関する業績により 1975年にノーベル経済学賞を受賞している．

20世紀終盤から最適輸送理論は偏微分方程式論との関連の中で再び脚光を浴び，更にリーマン幾何
学や力学系とも結びついて活発に研究されている．そして今日では，数学に限らず極めて広い分野に
応用されている（[Vi2, Chapter 3]，[Vi2]には 846もの文献が引用されている）．
最後に，次節以降の準備のために，表題の‘確率測度の空間の幾何学’の展開される舞台である

Wasserstein空間の定義を与える．それは，カントロヴィチの問題のコスト (1.2)の最小値が µと ν

がどの程度近いかを表していると考え，それを µと ν の間の距離としたものである．
定義 1.1 (Wasserstein空間) 距離空間 (X, d)と p ∈ [1,∞)に対し，µ, ν ∈ Pp(X)の間の Lp-
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Wasserstein距離を

dW
p (µ, ν) := inf

π∈Π(µ,ν)

( ∫
X×X

d(x, y)p dπ(x, y)
)1/p

と定義し，(Pp(X), dW
p )を Lp-Wasserstein空間という．

本論説で主に扱うのは p = 2の場合であり，そのときは単にWasserstein空間（距離）という．各
x ∈ X に xでのディラック測度 δx ∈ P2(X)を対応させることにより，X は (P2(X), dW

2 )に等長的
に埋め込まれる．列 {µi}i∈N ⊂ Pp(X)が dW

p について µ ∈ Pp(X)に収束するための必要十分条件
は，µi が µに弱収束し，かつ

lim
R→∞

lim sup
i→∞

∫
X\B(x0,R)

d(x0, x)p dµi(x) = 0

がある（よって全ての）x0 ∈ X について成り立つことである．特に (X, d)が有界ならば，dW
p の定め

る位相は弱位相と一致する（逆に言うと，dW
p は弱位相を距離づける）．Wasserstein距離 dW

p は底空
間 (X, d)の距離の情報を持っているため，全変動などとは全く違うものであることを注意しておく．
例えば，µと ν の台が共通部分を持たないとき µ − ν の全変動は 2だが，台が十分小さくかつ互いに
近ければ，Wasserstein距離は小さい．

2 ユークリッド空間内の最適輸送
この節では，ユークリッド空間Rn内の最適輸送を取り上げる．この最も基本的な状況においても，

多くの非自明な現象が見られる．例えば，コスト cを標準的ユークリッド距離 c(x, y) = ‖x− y‖とす
る元々のモンジュの問題の状況での最適輸送写像の存在は，Sudakov [Su]で証明が与えられたがそれ
には誤りがあり，厳密な証明は幾分強い仮定の下でまず Evans–Gangbo [EG]によって，µの絶対連
続性のみを仮定する一般の状況ではそれぞれ独立に Ambrosio [Am]，Caffarelli–Feldman–McCann

[CFM]，Trudinger–Wang [TW]によって初めて与えられた（[BB1]も参照）．この状況での困難な点
は，コスト cの凸性が高くないことにある．一方，本論説でこれ以降扱うのはより凸性の高い距離の
2乗 c(x, y) = ‖x − y‖2 （または c(x, y) = ‖x − y‖2/2）であり，この状況では最適輸送のシンプル
で美しい記述ができる．また，次節以降で見るように，距離の 2乗は曲率とも相性が良い．

2.1 Brenierの定理
Brenierは，距離の 2乗をコストとするときの最適輸送はある関数の勾配ベクトル場で記述できる

ことを示した（[KnSm]，[BB1]も参照）．これは示唆に富んだ非常に深い定理である．
定理 2.1 (Brenier [Br]) 確率測度 µ, ν ∈ P2(Rn)をとり，µはルベーグ測度に対して絶対連続

とする．このとき，ある Rn 上の凸関数 f で写像 Φ := ∇f : Rn −→ Rn が µから ν への一意な最適
輸送を与えるものが存在する．つまり，Φは Φ]µ = ν かつ∫

Rn

‖x − Φ(x)‖2 dµ(x) = dW
2 (µ, ν)2 (2.1)

を満たす．
式 (2.1)より，写像 Φから得られるカップリング π = (IdRn ×Φ)]µは µと ν の最適カップリング

を与える．換言すると，カントロヴィチの問題の解 πの台はある写像 Φのグラフ上に集中し，従って
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同時にモンジュの問題の解を与える．特に，最適輸送は１つのマスを複数の場所に分割して運ぶこと
はない．また，最適輸送は常に直線（測地線）に沿って行われる．更に，アレクサンドロフの定理に
より凸関数 f は殆ど至るところ 2階微分可能であり，写像 Φは殆ど至るところ 1階微分可能である．
注意 2.2 一般に，µと ν が滑らかな測度であってもΦは連続ですらない．このような不連続性は，

µの台が凸でない場合や，台が凸であっても底空間が（ある点で）負曲率をもつ場合には不可避であ
る．現在までのところ，Φがある程度の滑らかさを持つことが知られているのは，ユークリッド空間
や球面などの特別な状況のみである（[Vi2, Chapter 12]，[ Fi ]参照）．
定理 2.1の証明の粗筋を述べる．まず，Rn 上のリプシッツ関数の組 (ϕ, ψ)で

ϕ(x) + ψ(y) ≤ ‖x − y‖2

2

を全ての x, y ∈ Rn で満たすもののなす集合を Lipとおく．このとき，明らかに

sup
(ϕ,ψ)∈Lip

{∫
Rn

ϕ dµ +
∫

Rn

ψ dν

}
≤ inf

π∈Π(µ,ν)

∫
Rn×Rn

‖x − y‖2

2
dπ(x, y) (2.2)

が成り立つ．左辺の上限を実現する (ϕ,ψ)を取ると，

ψ(y) = inf
x∈Rn

{
‖x − y‖2

2
− ϕ(x)

}
, ϕ(x) = inf

y∈Rn

{
‖x − y‖2

2
− ψ(y)

}
(2.3)

を満たす．等号 ϕ(x) + ψ(y) = ‖x − y‖2/2が成立する (x, y)で xについて微分して（不等号≤は常
に成り立つことに注意），∇ϕ(x) = x − y を得る．よって Φ(x) := x −∇ϕ(x) = expx(−∇ϕ(x))と
して π := (IdRn ×Φ)]µとおくと，πについて殆ど全ての (x, y)で ϕ(x) + ψ(y) = ‖x− y‖2/2が成り
立つ．また，(ϕ,ψ)が (2.2)の上限を与えることより，Φ]µ = ν でなければならない．従って，この
(ϕ, ψ)と πにより (2.2)で等号が成り立ち，これをカントロヴィチ双対性という．Φ(x) = ∇(‖ · ‖2/2−
ϕ)(x) より求める関数 f は f = ‖ · ‖2/2 − ϕで与えられ，ψ を用いた表示 f(x) = supy∈Rn{ψ(y) −
‖y‖2/2 + 〈x, y〉} より f は確かに凸関数である．
注意 2.3 t ∈ [0, 1]に対し Φt(x) := (1 − t)x + t∇f(x) = expx(−t∇ϕ(x))，µt := (Φt)]µとおく
と，これは µ0 = µから µ1 = ν へのWasserstein空間 (P2(Rn, dW

2 ))内の最短測地線を与える．更
に，

ϕt(x) := − 1
t

inf
y∈Rn

{
‖x − y‖2

2
− tϕ(y)

}
= − inf

y∈Rn

{
t

2

∥∥∥∥x − y

t

∥∥∥∥2

− ϕ(y)
}

(2.4)

とおくと，exp(−(1 − t)∇ϕt)は µt から µ1 への最適輸送を与える．一方，−ϕt はハミルトン ·ヤコ
ビ方程式

∂φ

∂t
+

‖∇φ‖2

2
= 0

の Hopf–Lax型の（唯一の粘性）解である（ラグランジアンは ‖ · ‖2/2，[Ev, §10.3.4]参照）．ハミル
トン ·ヤコビ方程式は力学系，特に弱KAM理論で重要な役割を果たす．弱KAM理論と最適輸送理
論の関係については [BB2]，[FF]，[Vi2, Chapter 8]参照．
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2.2 Wasserstein空間のリーマン構造
Wasserstein空間 (P2(Rn), dW

2 )は無限次元であるため，通常の意味でのリーマン構造は定義でき
ない．しかし，前節の最適輸送の記述を用いると，幾分形式的ではあるがある種のリーマン構造を導
入できる．定理 2.1より確率測度 µ, ν の間の最適輸送はある凸関数 f を用いて Φ = ∇f によって与
えられ，また ϕ = ‖ · ‖2/2 − f として t ∈ [0, 1]に対し Φt(x) = expx(−t∇ϕ(x))とおくと，(µt =

(Φt)]µ)t∈[0,1] は µ0 = µから µ1 = ν へのWasserstein空間内の最短測地線を与える．すると，f が
凸であるという条件は ‖ · ‖2/2− ϕが凸であるという条件になる．逆に，‖ · ‖2/2− ϕが凸関数である
ような関数 ϕと任意の µ ∈ P2(Rn)に対し，Φ = exp(−∇ϕ)は µから Φ]µへの最適輸送を与える．
任意の C2 関数 φに対し ‖ · ‖2/2 + εφは ε > 0が十分小さければ凸なので，µt = [exp(t∇φ)]]µは
t ∈ [0, ε]の範囲では最短測地線である．従って，この∇φをWasserstein空間の接ベクトルと考える
ことができる．
すると，次のように (P2(Rn), dW

2 )のリーマン構造を定義するのは自然である（[Ot]参照）：µ ∈
P2(Rn)での接空間を

TµP2 := {∇ϕ |ϕ ∈ C∞
c (Rn)},

その内積を，ϕ,ψ ∈ C∞
c (Rn)に対し，

〈∇ϕ,∇ψ〉µ :=
∫

Rn

〈∇ϕ,∇ψ〉 dµ

と定める．ここで，TµP2の定義の閉包は内積 〈·, ·〉µから定まるノルムについてとり，内積は {∇ϕ |ϕ ∈
C∞

c (Rn)}から TµP2 に連続的に拡張される．C∞
c (Rn)は Rn 上の台がコンパクトな C∞ 関数全体

のなす集合をあらわす．集合 {∇ϕ |ϕ ∈ C∞
c (Rn)}は µによらないため，このリーマン構造は等質的

であるように見えるかもしれないが，内積が基点 µによることから，実際には複雑な構造を持ってい
る．Ottoはこのリーマン構造から導かれる距離がWasserstein距離と一致し，更に断面曲率が非負で
あることを示した．後者については次節で距離空間の幾何学の観点からの説明を与える（命題 3.3参
照）．

2.3 Wasserstein空間を用いた熱流の解釈
最適輸送理論と偏微分方程式論の関係のひとつのあらわれは，ある種の発展方程式の解がWasserstein

空間上の関数の勾配流として実現できることにある．典型的な例は相対エントロピーの勾配流が熱流
と一致することであり，これはユークリッド空間の場合に Jordan–Kinderlehrer–Otto [JKO]によっ
て示された．ここで，µ ∈ P(Rn)のルベーグ測度 Lについての相対エントロピーは，Lに対して絶対
連続な µ = ρLについては

EntL(µ) :=
∫

Rn

ρ log ρ dL, (2.5)

それ以外の µについては EntL(µ) := ∞と定義される．[JKO]では，勾配流の方程式‘∂(ρL)/∂t =

−∇EntL(ρL)’の解 ρは熱方程式 ∂ρ/∂t = ∆ρを解くということが示された．相対エントロピーは情
報理論などではKullback–Leibler divergenceとも呼ばれ，統計力学のボルツマンエントロピーと
は符号が逆であることに注意する．従って，µが平らである方が相対エントロピーは小さく，特に µ
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が有界集合 A ⊂ Rn 上の一様分布 µ = L(A)−1L|A のときは，EntL(µ) = − log L(A)となる．熱流は
分布を平らにしていく流れであり，それが相対エントロピーの勾配流となることは直観的な理解と一
致する．

[JKO]の勾配流の構成法を解説する．まず，始点となる絶対連続な確率測度 µ0 = ρ0L ∈ P2(Rn)

を選ぶ．次に，十分小さい τ > 0に対し，時間 kτ ∈ Nτ での勾配流の離散近似を

EntL(ν) +
dW
2 (µτ ((k − 1)τ), ν)2

2τ

の最小値を与える ν ∈ P2(Rn)を µτ (kτ) = ρτ (kτ)Lと定めて，帰納的に {µτ (kτ)}k∈N∪{0} を定義
する．すると近似の幅 τ を 0に近づけていったとき，ρτ は ρ0 を始点とする熱流 ρに L1 で弱収束
する．同様の議論でポテンシャル V ∈ C∞

c (Rn)つきの場合も扱うことができ，そのとき関数 µ 7−→
EntL(µ) +

∫
Rn V dµの勾配流は発展方程式 ∂ρ/∂t = ∆ρ + div(ρ∇V )の解を与える．

勾配流に関する関連する結果として [Ma]と [AGS]を挙げておく．これらを踏まえて，[Oh4]や [Sa]

では [JKO]の結果のリーマン多様体を含む一般の空間への拡張を試みているが，それについては次節
で述べる．熱流に関してより広く知られているのは，L2空間内のディリクレエネルギーの勾配流が熱
流に一致することであろう．このとき，ディリクレエネルギーは底空間に関わらず凸関数であるが，
相対エントロピーの凸性は底空間の幾何学的な構造，具体的にはリッチ曲率の下からの評価を反映す
る．これも次節以降で詳しく扱う．

3 リーマン多様体内の最適輸送
この節ではリーマン多様体 (M, g)内の最適輸送を取り上げる．M には g から定まる距離を入れ，
その上のWasserstein空間 (P2(M), dW

2 )を考えると，M の幾何学的な構造，特に断面曲率やリッチ
曲率の下からの評価と，(P2(M), dW

2 )の構造は密接に関係する．リーマン幾何に明るくない読者のた
めに一言述べておくと，断面曲率は１点からでる２本の測地線の遠ざかり方をあらわし（正曲率では
ユークリッド空間より遅く，負曲率では速く遠ざかる），そのトレースを取ったリッチ曲率は同心球の
体積（あるいは同心球面の面積）の増え方を制御する．例えば，mg を gから定まる体積測度とする
とき，リッチ曲率が非負の n次元リーマン多様体の半径 r,Rの同心球の体積比は，

mg(B(x,R))
mg(B(x, r))

≤
(

R

r

)n

と同じ次元のユークリッド空間の球の体積比で上から押さえられる．これはBishop–Gromov体積比
較定理の特別な場合であり，球面の面積についての同様の評価を Bishopの不等式という（[Ch]など
参照）．従って，リッチ曲率が最適輸送と関係することは直観的には理解できるであろう．

3.1 McCannの定理
定理 2.1によりユークリッド空間内の最適輸送は凸関数 f の勾配ベクトル場∇f を Rn への写像と
見なしたもの，或いは ‖ · ‖2/2 − ϕが凸であるような関数 −ϕの勾配ベクトル場と指数写像の合成
exp(−∇ϕ)で記述できた．これは，(d2/2)凹関数という関数族を導入することでリーマン多様体に拡
張できる．

X,Y ⊂ M をコンパクト集合とする．X 上の関数 ϕが (X,Y )に関して (d2/2)凹であるというこ

6
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とを，ϕ(x) = infy∈Y {d(x, y)2/2 − ψ(y)} を全ての x ∈ X で満たす関数 ψが存在することとして定
義する（(2.3)と比べよ）．このような ϕはリプシッツ連続であり，またリーマン多様体上の凸関数が
そうであるように，殆ど至るところ 2階微分可能である．X,Y としては（コンパクトな台を持つ）確
率測度の台を含むように十分大きいものを取れば何でもよいので，以降では省略する．
定理 3.1 (McCann [Mc]) (M, g)を完備リーマン多様体，µ, ν ∈ Pc(M)をその上のコンパクト

な台を持つ確率測度とし，µはmg に対して絶対連続であるとする．このとき，ある (d2/2)凹関数
ϕ : M −→ Rで写像 Φ := exp(−∇ϕ) が µから ν への一意な最適輸送を与えるものが存在する．つ
まり，Φ]µ = ν かつ ∫

M

d
(
x,Φ(x)

)2
dµ(x) = dW

2 (µ, ν)2

が成り立つ．
証明は前節のユークリッド空間の場合と同様にできる（実際，前節の証明は [Mc]を参考にした）．

すなわち，X,Y を µ, ν の台を含むコンパクト集合とし，ϕ(x) + ψ(y) ≤ d(x, y)2/2を全ての x ∈ X，
y ∈ Y で満たすリプシッツ関数の組 (ϕ,ψ)のなす族を Lip(X,Y )とおくと，カントロヴィチ双対性

sup
(ϕ,ψ)∈Lip(X,Y )

{∫
X

ϕ dµ +
∫

Y

ψ dν

}
= inf

π∈Π(µ,ν)

∫
M×M

d2

2
dπ

の左辺の上限を与える (ϕ,ψ)の ϕが求める (d2/2)凹関数である．定理 3.1はアレクサンドロフ空間
やフィンスラー多様体へも拡張される（[Be]，[Oh6]）．

3.2 リーマン多様体上のWasserstein空間のリーマン構造
定理 3.1により，リーマン多様体上のWasserstein空間についても，ユークリッド空間の場合と同

様に Otto流のリーマン構造を定義できる（[Lo2]参照）．しかしここでは，距離空間の幾何学を参考
にしたより直接的な方法について述べる．そのためにまず，アレクサンドロフ空間の定義を復習する
（[BBI]，[塩谷]など参照）．
実数 kに対し，M2(k)で定断面曲率 kを持つ完備単連結 2次元リーマン多様体をあらわす．（すな

わち，k = 1なら単位球面，k = 0ならユークリッド平面，k = −1なら双曲平面．）距離空間 (X, d)

の任意の 2点 x, yに対し，長さ d(x, y)の曲線 γ : [0, 1] −→ X で γ(0) = xかつ γ(1) = yなるものが
存在するとき（一意とは限らない），(X, d)を測地空間と呼ぶ．このような曲線 γ で速さが一定のも
のを xから yへの最短測地線と呼ぶ．例えば，完備リーマン多様体は測地空間である．
実数 k を固定する．測地空間 (X, d) の 3 点 x, y, z（k > 0 ならば d(x, y) + d(y, z) + d(z, x) <

2π/
√

k とする）に対し，M2(k)内の 3点 x̃, ỹ, z̃で，

dM2(k)(x̃, ỹ) = dX(x, y), dM2(k)(ỹ, z̃) = dX(y, z), dM2(k)(z̃, x̃) = dX(z, x)

を満たすものが等長変換を除いて一意に存在する．この三角形4x̃ỹz̃ を4xyz の比較三角形といい，
ỹから z̃への（一意な）最短測地線を γỹz̃ : [0, 1] −→ M2(k)であらわす．
定義 3.2 (アレクサンドロフ空間) 測地空間 (X, d)の任意の 3点 x, y, z と yから z への任意の最

短測地線 γ : [0, 1] −→ X に対し，M2(k)内の比較三角形4x̃ỹz̃との比較において，

dX

(
x, γ(1/2)

)
≥ dM2(k)

(
x̃, γỹz̃(1/2)

)
(3.1)

7
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が成り立つとき，(X, d)を曲率 k以上のアレクサンドロフ空間という．
直観的に言えば，アレクサンドロフ空間の三角形は定曲率空間の三角形よりも‘太っている’．完備
リーマン多様体が曲率 k以上のアレクサンドロフ空間であるための必要十分条件は，断面曲率が k以
上であることである．k = 0のとき，上の式 (3.1)は

d
(
x, γ(1/2)

)2 ≥ 1
2

d(x, y)2 +
1
2

d(x, z)2 − 1
4

d(y, z)2 (3.2)

と書き直せる．また，上の定義で不等式 (3.1) の符号を逆にしたものが満たされるとき，(X, d) は
CAT(k)空間であるという．完備単連結リーマン多様体が CAT(k)空間であるための必要十分条件
は，断面曲率が k以下であることである．
アレクサンドロフ空間（や CAT(k)空間）ではある種の接空間やその上の内積を考えることができ
る．具体的には，点 x ∈ X の方向空間 Σx（単位接球面に当たる）を xから出る速さ 1の最短測地
線の全体の，下で導入される角度 ∠x による完備化とする．γ, η ∈ Σx に対し，曲率条件 (3.1)より，
M2(k)内の比較三角形での角度 ∠γ̃(s)x̃η̃(t) は s, t > 0について単調非増加（CAT(k)空間では単調
非減少）であり，γ と ηの間の角度を ∠x(γ, η) := lims,t↓0 ∠γ̃(s)x̃η̃(t) と定義できる．点 xでの接錐
Cx（接空間に当たる）は (Σx,∠x)のユークリッド錐であり，内積 〈·, ·〉x は角度 ∠x を用いて自然に
定められる．
アレクサンドロフ空間上のWasserstein空間については，次が知られている．
命題 3.3 ([St3]，[LV1]) (1) コンパクト測地空間 (X, d)上のWasserstein空間 (P(X), dW

2 )が
非負曲率アレクサンドロフ空間であるための必要十分条件は，底空間 (X, d)が非負曲率アレクサ
ンドロフ空間であることである．

(2) 測地空間 (X, d)が非負曲率アレクサンドロフ空間でないとき，(P(X), dW
2 )はどんな k ∈ Rにつ

いても曲率 k以上のアレクサンドロフ空間にはならない．
注意 3.4 上の (1)は (P2(Rn), dW

2 )が非負曲率を持っているという Ottoの観察を説明する．一
方，同様の関係は曲率の上からの評価については成り立たない．実際，(P2(R2), dW

2 )でさえ CAT(0)

空間ではない（[AGS, Example 7.3.3]参照）．
命題 3.3(1)の必要性は (X, d)が (P(X), dW

2 )に等長的に埋め込まれていることから自明であり，十
分性は P(X)内の最短測地線をX 内の最短測地線の族としてあらわし，それらについての曲率条件
(3.2)を積分することで得られる．また，(2)は X 内に少しでも負に曲がった三角形があれば P(X)

には幾らでも負に曲がった三角形があることを主張する．この現象は次のようにして観察できる．X

内に負に曲がった三角形4xyzがあったとし，十分小さい ε > 0について P(X)内の 3点 δx，µε =

(1 − ε)δx + εδy，νε = (1 − ε)δx + εδz を考える（d(y, z)は d(x, y)と d(x, z)に比べて十分小さいと
する）．このとき，

dW
2 (δx, µε) = εd(x, y), dW

2 (δx, νε) = εd(x, z), dW
2 (µε, νε) = εd(y, z)

となり，三角形4δxµενε は4xyz の ε−2 倍だけ負に曲がっている．よって，εを 0に近づけていけ
ば，幾らでも負に曲がった三角形が P(X)内に存在することがわかる．この議論で本質的な点は，非
負曲率性 (3.2)は距離の定数倍で不変であるが，曲率が負の定数以上であるという条件は不変ではな
いことであり，従って上のようなスケーリングの議論によって曲率の下限は−∞になってしまう．以

8
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上の考察より，[Oh4]では次のような条件を導入した．
定義 3.5 (一様平滑性) ある定数 S ≥ 1が存在し，測地空間 (X, d)の任意の 3点 x, y, z と yから

zへの任意の最短測地線 γ : [0, 1] −→ X に対して

d
(
x, γ(1/2)

)2 ≥ 1
2

d(x, y)2 +
1
2

d(x, z)2 − S2

4
d(y, z)2 (3.3)

が成り立つとき，(X, d)は (2-)一様平滑であるという．
この条件は，バナッハ空間において Ball–Carlen–Lieb [BCL]によって導入されたものの非線型空

間への一般化であり，例えば Lp 空間は 2 ≤ p < ∞のとき S =
√

p − 1として一様平滑である．他
方，S = 1のときの一様平滑性 (3.3)は非負曲率性 (3.2)に他ならず，これは（リーマン多様体でない）
フィンスラー多様体では成り立たない．（特に，(3.2)を満たすバナッハ空間はヒルベルト空間のみで
ある．）つまり，一様平滑性はバナッハ空間論の非線型化，並びにアレクサンドロフ空間論のフィンス
ラー空間への拡張という 2つの異なる道筋の交差する点にある（[Oh3]，[Oh5]参照）．
命題 3.3(1)と同様にして，次が示せる．
命題 3.6 ([Oh4]) コンパクト測地空間 (X, d)上のWasserstein空間 (P(X), dW

2 )が一様平滑で
あるための必要十分条件は，(X, d) が一様平滑であることである．このとき，定数 S は (X, d) と
(P(X), dW

2 )で等しい．
(X, d)を曲率−1以上のアレクサンドロフ空間とすると，X の十分小さい近傍は一様平滑であり，定

数 Sは近傍を小さくするにつれて 1に近づく，つまりリーマン構造に近づく．この評価を精密に行うこ
とで，(X, d)を曲率−1以上のコンパクトアレクサンドロフ空間とするとき，点 µ ∈ P(X)を始点とす
る 2本の速さ 1の最短測地線 α, β : [0, ε) −→ P(X)に対し，極限 ∠µ(α, β) := limt↓0 ∠α̃(t)µ̃β̃(t) が
存在し（比較三角形はM2(0) = R2の中でとる），これを角度として接錐上の内積を定められる（[Oh4,

Theorem 3.6]）．ここで重要なのは極限 ∠µ(α, β)が s, tの 0への収束の仕方に依らないことであり，
これはバナッハ空間では成り立ち得ない．従って，これはフィンスラー構造ではなく，真にリーマン
構造と呼ぶべきものである．次小節で触れるように，このリーマン構造を用いてコンパクトリーマン
多様体上のWasserstein空間内の勾配流を構成することができる．

3.3 相対エントロピーの凸性，熱流の収縮性とリッチ曲率
前節では，ユークリッド空間上のWasserstein空間 (P2(Rn), dW

2 )内の（ルベーグ測度に対する）
相対エントロピーの勾配流が熱流に一致することを述べた．この熱流の特徴づけは，勾配流の異なる
定式化に基づいて，Ohta [Oh4], Savaré [Sa], Villani [Vi2]により（コンパクト）リーマン多様体
に拡張された．この中で [Oh4]では，前小節で導入したWasserstein空間のリーマン構造を用いて，
Perel’man–Petrunin [PP], Lytchak [Ly]のアレクサンドロフ空間上の弱凸関数の勾配流を参考にし
た，最も厳密な定式化を採用している．その際，勾配流の構成には相対エントロピーの弱凸性が必要
であるが，それはリッチ曲率を下から押さえることと同値である．すなわち，次が成り立つ．
定理 3.7 (von Renesse–Sturm [vRS]) (M, g)を完備コンパクトリーマン多様体，K を実数と

するとき，(M, g)のリッチ曲率がK 以上であるための必要十分条件は，任意の (P(M), dW
2 )内の最

短測地線 α : [0, 1] −→ P(M)と t ∈ [0, 1]に対し，

Entmg

(
α(t)

)
≤ (1 − t) Entmg

(
α(0)

)
+ t Entmg

(
α(1)

)
− K

2
(1 − t)tdW

2

(
α(0), α(1)

)2 (3.4)

9
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が成り立つことである．ここで，mg は gから定まる体積測度である．
上の不等式 (3.4)が成り立つとき，Entmg

はK 凸であるという．このエントロピーの凸性は，次
節以降で詳しく扱う曲率次元条件の特別な場合である．直観的に説明すると，α(0)，α(1)を半径 rの
開球上の一様分布としたとき，α(1/2)はK > 0ならば半径 rの球より大きい範囲に台を持ち，よっ
てその相対エントロピーは α(0)，α(1)の相対エントロピーより小さい．従って Entmg

◦αの凸性は
K が大きいほど高くなる．
定理 3.7の証明の方針をもう少し詳しく述べるために，関数を２つ準備する．K ∈ R，N ∈ (1,∞)，

r ∈ (0,∞) （K > 0のときは r ∈ (0, π
√

(N − 1)/K)）に対し，

sK,N (r) :=


√

(N − 1)/K sin(r
√

K/(N − 1)) (K > 0),

r (K = 0),√
−(N − 1)/K sinh(r

√
−K/(N − 1)) (K < 0).

(3.5)

また，t ∈ (0, 1)に対し，

βt
K,N (r) :=

(
sK,N (tr)
tsK,N (r)

)N−1

, βt
K,∞(r) := eK(1−t2)r2/6. (3.6)

必要性のK = 0の場合はCordero-Erausquin–McCann–Schmuckenschläger [CMS]によって得られ
ており，一般の場合もその技法を用いる．まず αは α(0)から α(1)への最適輸送なので，定理 3.1よ
りある (d2/2)関数 ϕが存在し，Φt := exp(−t∇ϕ)と定めて α(t) = (Φt)](α(0))が成り立つ．この ϕ

は殆ど至るところ 2階微分可能なので，Φtは殆ど至るところ 1階微分可能であり，更にそのヤコビア
ン J[Φt]は α(0)と α(1)の密度の比に一致する．つまり，α(t) = ρtmg としたとき，

ρ0(x) = J[Φt](x) · ρt

(
Φt(x)

)
(3.7)

が殆ど全ての xで成り立つ．従って，ρt の挙動を調べるためには J[Φt]の振る舞いを見ればよい．あ
る x ∈ M を止めて γ(t) := Φt(x)とおく．Φt は測地線の族 t 7−→ Φt(y) = expy(−t∇ϕ(y))に沿っ
た写像なので，Φtの変分ベクトル場は γ に沿ったヤコビ場である．ヤコビ場の定義式とリッチ曲率を
用いた計算により，Ric ≥ K ならば，d = d(x,Φ1(x))とおいて

J[Φt](x)1/n ≥ (1 − t)β1−t
K,n(d)1/n + tβt

K,n(d)1/nJ[Φ1](x)1/n (3.8)

が成り立つ．（α(1) がディラック測度ならば (3.8) は J[Φt](x) ≥ (1 − t)nβ1−t
K,n(d) となり，これは

Bishopの比較定理に他ならない．）この不等式と計算による評価

log
[
β1−t

K,n(d)1−t · βt
K,n(d)t

]
≥ K

2
(1 − t)td2

を変数変換 (3.7)と合わせて，求めるK 凸性 (3.4)を得る．十分性は，ある測地線 γ : [−ε, ε] −→ M

の端点を中心とする半径 rの開球上の一様分布に t = 1/2として (3.4) （より詳しくは後述するブル
ン ·ミンコフスキ不等式，定理 4.9）を適用し，εと rを 0に近づけていけば得られる．
一方，熱流とリッチ曲率の関係については，次が知られている．
定理 3.8 (von Renesse–Sturm [vRS]) (M, g)を完備リーマン多様体，K を実数とするとき，

10
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(M, g)のリッチ曲率がK 以上であるための必要十分条件は，任意の x, y ∈ M と t > 0に対し

dW
2

(
p(t, x, ·)mg, p(t, y, ·)mg

)
≤ e−tKd(x, y) (3.9)

が成り立つことである．ここで，p : (0,∞) × M × M −→ [0,∞)はM の熱核をあらわす．
この熱核の収縮性 (3.9)は，勾配流の一般論により相対エントロピーのK 凸性 (3.4)から期待され

る性質であるが，前小節で導入した (P(M), dW
2 )のリーマン構造を用いて実際に上の定理の必要性の

別証明を与えることができる（[Oh4, Corollary 6.8]）．その証明では Entmg
及び dW

2 についての第
一変分公式を用いるが，その記述には角度が必要であり，従って (P(M), dW

2 )が（フィンスラー構造
ではなく）リーマン構造を持つことが本質的である．
最後にリッチ流との興味深い関係を述べて，この節を終える．多様体M の時間変化するリーマン計

量 g(τ)（τ ∈ [a, b]）を考える．gがリッチ流の時間の向きを逆にした発展方程式 ∂g/∂τ = 2Ricg(τ)

を満たすとき，逆向きリッチ流であるという．ここで，Ricg(τ) は時刻 τ でのリーマン計量 g(τ)につ
いてのリッチ曲率テンソルをあらわす．このような (M, g(τ))はリッチ曲率が非負の（時間変化しな
い）リーマン多様体と類似の性質を持つことが知られている．(M, g(τ))の熱方程式を，g(τ)に付随
するラプラシアンを∆g(τ) であらわして，

∂u

∂τ
= ∆g(τ)u (3.10)

で定める．このとき，次の著しい関係が成り立つ．
定理 3.9 (McCann–Topping [MT]) M をコンパクトリーマン多様体，g(τ)（τ ∈ [a, b]）をそ

の時間変化するリーマン計量とする．このとき，任意の
∫

M
uτ dmg(τ) =

∫
M

vτ dmg(τ) ≡ 1なる熱
方程式 (3.10)の非負解 uτ = u(τ, ·)，vτ = v(τ, ·)に対し dW

2 (uτmg(τ), vτmg(τ))が τ についての単
調非増加関数であるための必要十分条件は，gが微分不等式

∂g

∂τ
≤ 2Ricg(τ) (3.11)

を満たすことである．
特に，逆向きリッチ流に付随する熱流は非拡散性を持つ．直観的には，(3.11)は負曲率を持つ部分

を縮めることによってその効果を打ち消し，結果として非負曲率を持っているような振る舞いが現れ
てくる．このようなWasserstein空間の勾配流とリッチ流の関係，更には Perelmanのポアンカレ予
想と幾何化予想の解決で用いられた手法に関連する進展については，[Lo3]，[To]も参照．

4 曲率次元条件
前節の定理 3.7で相対エントロピーのK 凸性とリッチ曲率がK 以上であることの同値性を見たが，

これは曲率次元条件，更にはN リッチ曲率という，より広い枠組みの中の特別な場合と見なせる．こ
れらの条件は微分構造を必要とせず，測地空間 (X, d)とその上のボレル測度mで任意の開球の測度
が正で有限なものの組 (X, d,m)に対して定義できる．以降では，この組 (X, d,m)を単に測度距離空
間という．測地空間とは任意の 2点の間に最短線が引ける距離空間であった．離散的な空間への拡張
に向けての試みについては，[Ol]など参照．

11
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4.1 測地空間内の最適輸送
微分構造を持たない一般の距離空間では，定理 2.1，3.1のように，ある関数の勾配ベクトル場と指
数写像を用いて最適輸送を記述することは不可能である．しかし，測地空間では少なくとも測地線と
いう概念は意味があり，最適輸送は測地線のなす集合上の確率測度（言い換えれば，測地線の族）を
用いて記述される．

(X, d) を測地空間とする．Γ(X) を X の最短測地線 γ : [0, 1] −→ X 全体のなす集合とし，その
距離構造を dΓ(X)(γ1, γ2) := supt∈[0,1] dX(γ1(t), γ2(t)) で定める．各 t ∈ [0, 1] に対し，写像 et :

Γ(X) −→ X を et(γ) := γ(t)と定義し，これは連続であることに注意する．
命題 4.1 ([LV1]) (X, d)をコンパクト測地空間とする．このとき (P(X), dW

2 )は測地空間であり，
また任意の µ, ν ∈ P(X)とその間の最短測地線 α : [0, 1] −→ P(X)に対し，あるボレル確率測度 Ξ ∈
P(Γ(X))が存在し，(e0 × e1)]Ξは µと ν の最適カップリングを与え，かつ (et)]Ξ = α(t)が全ての
t ∈ [0, 1]で成り立つ．

4.2 N リッチ曲率（LV）と曲率次元条件（CD）
(X, d,m)を測度距離空間とする．Lott–Villani [LV1], [LV2]は，displacement convex関数と
いう概念を用いて‘N（次元）リッチ曲率がK 以上である’という条件を導入した．まずN ∈ [1,∞)

に対し，DCN を連続凸関数 U : [0,∞) −→ Rで U(0) = 0かつ ϕ(s) = sNU(s−N )が (0,∞)上凸で
あるもの全体のなす集合とする．同様にして，連続凸関数 U : [0,∞) −→ Rで U(0) = 0かつ ϕ(s) =

esU(e−s)が R上凸であるもの全体をDC∞であらわす．このDCN はN についての単調減少列であ
る，つまり，N < N ′（≤ ∞）ならばDCN ′ ⊂ DCN が成り立つ．U ′(∞) := limr→∞ U(r)/rとおき，
µ ∈ P(X)を µ = ρm + µs とルベーグ分解して，

Um(µ) :=
∫

X

U(ρ) dm + U ′(∞)µs(X)

と定める（U ′(∞) = ∞のときは∞· 0 = 0とする）．N < ∞のとき，DCN の最も重要な元はU(r) =

Nr(1 − r−1/N )であり，これはRényiエントロピー

Um(ρm) = N − N

∫
X

ρ1−1/N dm (4.1)

を導く．更に，N を無限大に発散させた極限として，U(r) = r log r ∈ DC∞ と相対エントロピー
Um(ρm) =

∫
X

ρ log ρ dm = Entm(ρm)が得られる．
定義 4.2 (N リッチ曲率，LV(K, N)) (X, d,m)を測度距離空間とする．K ∈ R，N ∈ (1,∞]に
対し次が成り立つとき，(X, d,m)はK 以上のN リッチ曲率を持つという（以降，これを LV(K,N)

と略記する）：任意の µ0 = ρ0m + µs
0, µ1 = ρ1m + µs

1 ∈ Pc(X)に対し，ある µ0から µ1への最短測
地線 α : [0, 1] −→ P(X)が存在し，全ての U ∈ DCN と t ∈ (0, 1)で

Um

(
α(t)

)
≤ (1 − t)

∫
X×X

β1−t
K,N

(
d(x, y)

)
U

(
ρ0(x)

β1−t
K,N (d(x, y))

)
dπx(y)dm(x)

+ t

∫
X×X

βt
K,N

(
d(x, y)

)
U

(
ρ1(y)

βt
K,N (d(x, y))

)
dπy(x)dm(y)

+ U ′(∞){(1 − t)µs
0(X) + tµs

1(X)} (4.2)

12
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が成り立つ．ここで，πは命題 4.1によって得られる αに付随する µ0と µ1の最適カップリングであ
り，πx, πy はそれを µ0, µ1を用いて dπ(x, y) = dπx(y)dµ0(x) = dπy(x)dµ1(y)と分解したものをあ
らわす．（関数 βt

K,N の定義は (3.6)参照．）
µ0, µ1 が共に絶対連続である場合には (4.2)の右辺の最後の項は現れず，

Um

(
α(t)

)
≤ (1 − t)

∫
X×X

β1−t
K,N (d(x, y))

ρ0(x)
U

(
ρ0(x)

β1−t
K,N (d(x, y))

)
dπ(x, y)

+ t

∫
X×X

βt
K,N (d(x, y))

ρ1(y)
U

(
ρ1(y)

βt
K,N (d(x, y))

)
dπ(x, y)

という，より対称性の高い式になる．実際には (4.2) は絶対連続な場合で満たされれば十分である
（[LV1]，[FV]参照）．N = ∞かつ U(r) = r log rのときはこの式は相対エントロピーのK 凸性 (3.4)

に他ならない．Lott–Villaniとは独立に，Sturm [St3], [St4]も本質的に等しい条件を導入した．
定義 4.3 (曲率次元条件，CD(K, N)) (X, d,m)を測度距離空間とする．K ∈ R，N ∈ (1,∞]に

対し，定義 4.2の性質が絶対連続な µ0, µ1 ∈ Pc(X)と，N = ∞のときは U(r) = r log r，N < ∞
のときは全ての N ′ ∈ [N,∞]について U(r) = N ′r(1 − r−1/N ′

)で成り立つとき，(X, d,m)は曲率
次元条件 CD(K, N)を満たすという．
以降では，LVと CDを区別せず，合わせて曲率次元条件と呼ぶことがある．
注意 4.4 (a) X の 4点 z, x0, x1, x2に対し，zが x0と x1，x0と x2の中点（つまり，i = 0, 1, 2に対

し 2d(z, xi) = d(x0, x1) = d(x0, x2)）ならば x1 = x2であるとき，(X, d)は非分岐（nonbranching）
であるという．例えば，リーマン多様体やアレクサンドロフ空間は非分岐である．(X, d,m)が非分
岐なコンパクト測度距離空間であるとき，絶対連続な測度の間の最適輸送は一意に定まり，(4.2)を
µ0, µ1 の台を細かく分割して適用することができる．それを再び積分することで，U(r) = Nr(1 −
r−1/N )についての (4.2)は CD(K,N)と LV(K,N)，更には（Borell–）Brascamp–Lieb不等式も導
く（[St4]，[Ba]参照）．但し，次節で見るように CD(K,N)はバナッハ空間でも成り立つ条件であり
（n次元バナッハ空間は LV(0, n)を満たす），非分岐性は CD(K,N)からは従わない．

(b) 非分岐なコンパクト測度距離空間 (X, d,m)では，CD(K,∞)は局所的な条件であることが知
られている（[St3, Theorem 4.17]）．つまり，(X, d,m)が局所的に CD(K,∞)を満たせば，それは
大域的にも成り立つ．これはリーマン多様体の曲率が局所的に定義されることから期待される性質で
あり，実際アレクサンドロフ空間の定義は局所的な条件である．しかし，非分岐ではない測度距離空
間や，また非分岐であってもN < ∞のときには，CD(K,N)が局所的な条件かどうかはわかってい
ない．
前節の定理 3.7の証明で用いた技法をより精密に適用することで，リーマン多様体では LVと CDは

リッチ曲率を下から押さえることと同値であることがわかり，更にそれは重みつきの状況にまで拡張
される．リーマン多様体 (M, g)と，ある C∞ 関数 ψ ∈ C∞(M)を用いてm = e−ψmg と書けるM

上の測度mとの 3つ組を，重みつきリーマン多様体という．重みつきリーマン多様体ではリッチ曲率
は次元に当たるパラメータN ∈ [n,∞]をこめて次のように変形される．
定義 4.5 (重みつきリッチ曲率) n次元重みつきリーマン多様体 (M, g, e−ψmg)と単位接ベクトル

v ∈ TM に対し，vの重みつきリッチ曲率を以下のように定義する：

13
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(1) 〈∇ψ, v〉 = 0ならば Ricn(v) := Ric(v) + Hess ψ(v, v)，〈∇ψ, v〉 6= 0ならば Ricn(v) := −∞．
(2) N ∈ (n,∞)に対し，RicN (v) := Ric(v) + Hess ψ(v, v) − 〈∇ψ, v〉2/(N − n)．
(3) Ric∞(v) := Ric(v) + Hess ψ(v, v)．

n ≤ N < N ′ ≤ ∞であればRicN (v) ≤ RicN ′(v)であることに注意する．無限次元の場合のRic∞

は Bakry–Émeryテンソル [BE]に他ならず，有限次元の場合は Qian [Qi]によって拡張されたもの
である．重みつきリーマン多様体の解析的，幾何的な研究については [Lo1]なども参照．
定理 4.6 ([St2], [St3], [St4], [LV1], [LV2]) (M, g, e−ψmg)を重みつき完備 n次元リーマン多
様体とするとき，K ∈ R，N ∈ [n,∞]に対し，次は同値である：

(I) 全ての単位接ベクトル v ∈ TM に対し，RicN (v) ≥ K が成り立つ．
(II) (M, g, e−ψmg)は CD(K,N)を満たす．

(III) (M, g, e−ψmg)は LV(K,N)を満たす．
このような特徴づけは，断面曲率を下や上から押さえた場合には三角形の比較定理によって与えら
れ，同様の性質を満たす距離空間，つまりアレクサンドロフ空間や CAT(k)空間は深く研究されてき
た．しかし，特に解析的にはより自然な条件であるリッチ曲率を下から押さえた空間の，微分構造を
用いない測度距離空間でも意味のある定式化での特徴づけは，長い間重要な未解決問題であった．定
理 4.6はこの問題に対するひとつの解答であり，実際に曲率次元条件を満たす測度距離空間は（重み
つき）リッチ曲率を下から押さえたリーマン多様体と共通の様々な性質を持つことがわかってきてい
る．それについては次小節で述べることにし，もうひとつの重要な性質は次の保存則である．
定理 4.7 ([St3], [St4], [LV1], [LV2]) コンパクト測度距離空間の列 {(Xi, di,mi)}i∈N が一様
に CD(K,N)（または LV(K,N)）を満たし，かつあるコンパクト測度距離空間 (X, d,m)に測度つき
Gromov–Hausdorff収束するならば，(X, d,m)も CD(K,N)（または LV(K,N)）を満たす．
測度つき Gromov–Hausdorff収束の定義は [Fu]など参照．この保存則により，Cheeger–Colding

[CC]の一連の研究で調べられた，一様にリッチ曲率を下から押さえたリーマン多様体の列の極限に現
れる空間は，曲率次元条件を満たす．但し，次節で見るように，曲率次元条件はフィンスラー多様体
を含むより広い対象に適用できる概念であり，従って Cheeger–Coldingの行ったような空間の局所構
造の解析は難しいと思われる．例えば，バナッハ空間はリッチ曲率を一様に押さえたリーマン多様体
の極限には現れないが，曲率次元条件の意味では非負リッチ曲率を持つ．

4.3 応用
曲率次元条件の応用は多岐にわたる．まず，集合の測度に関する評価からはじめる．
定理 4.8 (ボンネ · マイヤースの定理，Bishop–Gromov 体積比較定理，[St4]) ある K ∈ R

と N ∈ (1,∞)に対し，(X, d,m)が CD(K,N)を満たすとする．このとき，K > 0ならば X の直
径は π

√
(N − 1)/K 以下である．また，任意の x ∈ X と 0 < r < R < ∞（K > 0 のときは R ≤

π
√

(N − 1)/K）に対し，

m(B(x,R))
m(B(x, r))

≤
∫ R

0
sK,N (t)N−1 dt∫ r

0
sK,N (t)N−1 dt

が成り立つ．ここで，B(x, r) := {y ∈ X | d(x, y) < r}．（関数 sK,N の定義は (3.5)参照．）
証明は，B(x,R)上の一様分布と xでのディラック測度に CD(K,N)を適用する．同様に一様分布

14
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を用いた議論により，より一般に次が得られる．これはリーマン多様体の場合でも曲率次元条件を用
いて初めて得られた結果である．
定理 4.9 (ブルン ·ミンコフスキ不等式，[vRS], [St4]) (X, d,m)があるK ∈ R，N ∈ (1,∞]に

対し CD(K,N)を満たすとする．このとき，0 < m(A), m(B) < ∞なるボレル集合A,B ⊂ X と t ∈
(0, 1)に対し，N < ∞ならば

m(Zt)1/N ≥ (1 − t) inf
x∈A,y∈B

β1−t
K,N

(
d(x, y)

)1/N · m(A)1/N

+ t inf
x∈A,y∈B

βt
K,N

(
d(x, y)

)1/N · m(B)1/N ,

N = ∞ならば

log m(Zt) ≥ (1 − t) log m(A) + t log m(B) +
K

2
(1 − t)tdW

2

(
m|A
m(A)

,
m|B
m(B)

)2

が成り立つ．ここで Ztは，Aの点とBの点を結ぶ最短測地線 γ : [0, 1] −→ X 全体の集合を Γ(A,B)

として，Zt := {γ(t) | γ ∈ Γ(A,B)}と定める．
尚，古典的なブルン ·ミンコフスキ不等式は，A, B ⊂ Rn に対し L(Zt)1/n が tについての凹関数

であることを主張するものであった（[Ga]，[Le]参照）．次に，曲率次元条件が種々の関数不等式を導
くことを見る．このような関係は Otto–Villani [OV]によって示唆され，Lott–Villani [LV1], [LV2]

により組織的に調べられた．
定理 4.10 ([LV1], [LV2]) (X, d,m)がm(X) = 1かつ，あるK > 0について LV(K,∞)を満た

すとき，次が成り立つ：
(i) （Talagrand不等式）任意の絶対連続な µ ∈ P2(X)に対し，

Entm(µ) ≥ K

2
dW
2 (m,µ)2.

(ii) （対数ソボレフ不等式）任意の
∫

X
f2 dm = 1なるリプシッツ関数 f : X −→ Rに対し，

Entm(f2m) ≤ 2
K

∫
X

|∇f |2 dm.

(iii) （大域ポアンカレ不等式）任意の
∫

X
f dm = 0なるリプシッツ関数 f : X −→ Rに対し，∫

X

f2 dm ≤ 1
K

∫
X

|∇f |2 dm.

証明はいずれも巧妙な計算による．定理 4.10が適用される典型的な例はガウス分布 (Rn, e−c‖·‖2/2L)

（cは正定数）であり，これはRic∞ ≥ c及び LV(c,∞)を満たす．より一般に (Rn, e−ψL)はHess ψ ≥
K > 0のとき LV(K,∞)を満たし，このような空間で対数ソボレフ不等式などが成り立つことは以前
から良く知られていた．N < ∞で LV(K,N)が満たされるときには，大域ポアンカレ不等式は次の
ように改良される．
定理 4.11 (リヒネロビッツ不等式，[LV2]) ある実数K > 0とN ∈ (1,∞)に対し，(X, d,m)が

LV(K,N)を満たすとする．このとき，任意の
∫

X
f dm = 0なるリプシッツ関数 f : X −→ Rに対し，

15
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X

f2 dm ≤ N − 1
NK

∫
X

|∇f |2 dm

が成り立つ．
対数ソボレフ不等式は測度の集中を導く（[Le, Theorem 5.3]）．m(X) = 1のとき，測度距離空間

(X, d,m)の集中関数を，r > 0に対し

α(X,d,m)(r) := sup
{
1 − m

(
B(A, r)

)
|A ⊂ X, m(A) ≥ 1/2

}
で定義する．但し，B(A, r) := {y ∈ X | infx∈A d(x, y) < r}．
命題 4.12 (X, d,m)がm(X) = 1かつ，あるK > 0について LV(K,∞)を満たすとする．この
とき，任意の r > 0で α(X,d,m)(r) ≤ e−Kr2/8 が成り立つ．

4.4 測度の収縮性（MCP）
曲率次元条件をディラック測度と一様分布の間にのみ課したものを，測度の収縮性という（[Oh1]，

[St4]参照）．これは Bishopの不等式の自然な一般化であり，類似の性質は [CC]や [Gr]，またアレク
サンドロフ空間論から派生して [St1]や [KS1]でも考えられていた．
定義 4.13 (測度の収縮性，MCP(K, N)) (X, d,m)を測度距離空間とする．実数K ∈ R，N ∈

(1,∞)に対し次が成り立つとき，(X, d,m)は測度の収縮性MCP(K, N)を満たすという：任意の
x ∈ X と 0 < m(A) < ∞なる可測集合A ⊂ X（K > 0ならばA ⊂ B(x, π

√
(N − 1)/K)）に対し，

ある δx からm(A)−1m|A への最短測地線 α : [0, 1] −→ P(X)が存在し，全ての t ∈ (0, 1)で測度と
しての不等式

dm ≥ (et)]

(
t

{
sK,N (tL(γ))
sK,N (L(γ))

}N−1

m(A) dΞ(γ)
)

が成り立つ．ここで Ξは命題 4.1で与えられる (et)]Ξ = α(t)なる P(Γ(X))の元であり，L(γ)は γ

の長さをあらわす．
完備 n次元リーマン多様体 (M, g,mg)ではMCP(K,n)はリッチ曲率がK 以上であることと同値で
ある（[Oh1]，[St4]）．また，(X, d,m)が非分岐であるとき，CD(K,N)はMCP(K,N)を導く（[St4]）．
しかし，MCPは CDを導かない．例えば，Rn 内の十分小さい球はある ε > 0に対しMCP(ε, n + 1)

を満たすが，定理 4.6より CD(ε, n + 1)は満たさない．また，ハイゼンベルグ群HnはMCP(0, 2n +

3)を満たすが，CD(K,N)は（どんなK,N についても）満たさない（[Ju]）．
MCPは CDに比べて扱いやすい概念であり，例えば曲率 k以上の n次元アレクサンドロフ空間は

MCP((n− 1)k, n)を満たすが（[Oh1]，[KS2]），CD((n− 1)k, n)を満たすかは重要未解決問題として
残っている（最近，Petrunin [Pet]が肯定的に解いたと主張した）．更に，MCPは空間の直積や錐を
取る操作で保たれるが（[Oh2]），同様の性質は CDでは（非分岐でN = ∞のときの直積（[St3]）を
除いて）知られていない．MCPの下でも前節で述べたボンネ ·マイヤースの定理，Bishop–Gromov

体積比較定理や，局所ポアンカレ不等式が成り立つ（[Oh1]，[St4]，[vR]）．

5 フィンスラー多様体内の最適輸送
最後に，これまで述べてきた手法がフィンスラー多様体にも適用できることを述べる．ポイントは
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リッチ曲率をどう定義するかである．フィンスラー多様体は，距離が非対称になるような，リーマン多
様体とは本質的に異なる状況を含む幅広い対象であり，バナッハ空間の幾何学への応用も期待される．
フィンスラー幾何学の基礎については [BCS]，[Sh2]，そのリッチ曲率と最適輸送については [Oh6]，
[OS]，[Oh7]参照．

5.1 フィンスラー多様体の定義
まず，フィンスラー多様体の基本的な概念を復習する．n次元多様体M の開集合 U 上の局所座標

系 (xi)n
i=1に対し，対応する

⋃
x∈U TxM の座標 (xi; vi)n

i=1を v =
∑n

i=1 vi(∂/∂xi)|π(v)により定め
る．同様に，

⋃
x∈U T ∗

x M の座標 (xi; ωi)n
i=1 を ω =

∑n
i=1 ωidxi で定める．

定義 5.1 (フィンスラー構造) n次元C∞多様体M に対し，その接束上の関数 F : TM −→ [0,∞)

が次の条件を満たすとき，F はM の C∞ 級フィンスラー構造であるという：
(a) （正則性）F は TM \ 0上 C∞．但し，0は TM の零切断をあらわす．
(b) （正等質性）任意の v ∈ TM と λ > 0に対し，F (λv) = λF (v)．
(c) （強凸性）任意の v ∈ TM \ 0に対し，n次正方行列

(
gij(v)

)
:=

(
1
2

∂2(F 2)
∂vi∂vj

(v)
)

(5.1)

は正定値．
言い換えると，F の各 TxM への制限はミンコフスキノルムを与え，かつそれは xについて滑らか

に変化する．接空間が全てユークリッド空間に標準的内積を入れたものであるリーマン多様体とは違
い，フィンスラー多様体では接空間に現れるミンコフスキ空間は多様であり，かつ同じ多様体上の 2

点の接空間も互いに等長とは限らない．これによりリーマン多様体とは本質的に異なる現象が起こり
得る．全ての接空間が（平行移動によって）等長的であるようなフィンスラー多様体は Berwald型
と呼ばれる．これはフィンスラー多様体全体から見れば狭い族であるが，リーマン多様体全体とミン
コフスキ空間全体を含む重要かつ手頃な研究対象である．
定義とその帰結について幾つか注意を与える．
注意 5.2 (a) 正則性は TM \ 0でのみ課されている．実際，F 2|TxM が原点 0 ∈ TxM で C2 とな

るのは，F |TxM が内積を定める場合に限る．
(b) 等質性は正の方向（λ > 0）でのみ成り立ち，よって F (−v) 6= F (v)となることは許されてい

る．F (λv) = |λ|F (v)が全ての λ ∈ Rと v ∈ TM で成り立つとき（つまり F |TxM がノルムであると
き），F は絶対等質的（absolutely homogeneous）または reversibleであるという．

(c) 強凸性より，F |TxM を内積を用いて vの方向に 2次まで近似できる．具体的には，(5.1)の gij(v)

を用いて，

gv

( n∑
i=1

wi ∂

∂xi

∣∣∣
x
,

n∑
j=1

ŵj ∂

∂xj

∣∣∣
x

)
:=

n∑
i,j=1

gij(v)wiŵj (5.2)

と TxM の内積を定義すると，gv(v, v) = F (v)2 かつ gv の単位球面は F |TxM の単位球面と v/F (v)

で 2次まで接する．この意味で，gv は F |TxM の v方向での最も良い近似を与える内積である．
L∗ : T ∗M −→ TM をルジャンドル変換とする．すなわち，各 ω ∈ T ∗

x M \ 0に対し，F (v) = F ∗(ω)

かつ ω · v = F ∗(ω)2 を満たす v ∈ TxM を L∗(ω)とする．F の強凸性よりそのような v は一意に定
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まり，具体的には

L∗(ω) =
n∑

i=1

∂

∂ωi

[
(F ∗)2

2

]
(ω)

∂

∂xi

とあらわすことができる．ルジャンドル変換を用いて，C1 関数 f : M −→ Rの x ∈ M での勾配ベ
クトルを∇f(x) := L∗(dfx) ∈ TxM と定義する．構成法より∇f(x)は f が最も増える方向を向いて
いる．

C1曲線 η : [0, l] −→ M の長さを L(η) :=
∫ l

0
F (η̇(t)) dt で定め，2点 x, y ∈ M の間の距離 d(x, y)

を xから y への C1 曲線の長さの下限と定義する．このとき，F は正の方向にのみ等質的であるた
め，d(x, y) 6= d(y, x)となり得る（注意 5.2参照）．dは慣習上‘距離’と呼ばれるため，非対称な状況
を考えることは不自然に感じられるかもしれないが，F が時間やエネルギーなどを測っていると考え
れば，そのような状況は極めて自然に現れる．C1 曲線 γ : [0, l] −→ M が局所最短かつ定速であると
き，測地線であるという．この条件は接続を用いて微分方程式で書くこともでき，結果的には全ての
測地線は C∞ である．v ∈ TxM に対し，γ̇(0) = vなる測地線 γ : [0, 1] −→ M が存在するとき，指
数写像を expx(v) := γ(1)で定義する．指数写像が TM 全体で定義できるとき，(M,F )は forward

completeであるといい，このときM の任意の 2点の間に最短測地線が存在する（つまり，(M,d)

は非対称な測地空間である）．以降では，これを単に完備であるという．
5.2 重みつきリッチ曲率
フィンスラー幾何でリーマン幾何の断面曲率に当たるものは旗曲率（flag curvature）である．旗曲
率は接続を用いて定義されるが，それは煩雑であり，幾何学的な意味もわかりづらい．そこでここで
は，Shen [Sh2, Chapter 6]による直観的な導入法を紹介する．この方法は（少なくともリーマン幾
何学者にとっては）はるかにわかりやすく，また極めて有用である．
単位接ベクトル v ∈ TxM を固定し，まずこれを xの近傍 U 上のC∞ベクトル場 V で，V (x) = vか
つ全ての積分曲線が測地線であるようなものに拡張する．ひとつの例は，十分小さい ε > 0と γ̇(0) =

vなる測地線 γ : [−ε, ε] −→ M を用いて V = ∇[d(γ(−ε), ·)]としたものである．(5.2)により，V は
U のリーマン計量 gV を誘導する．このとき，v と一次独立な接ベクトル w ∈ TxM に対し，旗曲率
K(v, w)は vと wの張る平面の gV についての断面曲率である．特に，K(v, w)はベクトル場 V の取
り方には依らない．ここで，K(v, w)は v と wの張る平面（旗）だけではなく，v（旗竿）の選び方
にも依っていることに注意する．従って，K(v, w) = K(w, v)とは限らない．同様に vのリッチ曲率
Ric(v)は gV についての v のリッチ曲率である．これらの曲率についても，リーマン幾何のボンネ ·
マイヤースの定理（リッチ曲率が K > 0以上である (M,F )の直径は π

√
(n − 1)/K 以下）やカル

タン ·アダマールの定理（M が単連結かつ旗曲率が 0以下のとき，任意の x ∈ M で指数写像 expx :

TxM −→ M は全単射）が成り立つ．
代表的なフィンスラー多様体の例を挙げる．
例 5.3 (a)（ミンコフスキ空間）ミンコフスキ空間 (Rn, F )の旗曲率は恒等的に 0である．
(b)（ヒルベルト幾何）D ⊂ Rn を有界な開凸集合で，境界 ∂Dが滑らかかつD ∪ ∂Dが狭義凸で
あるものとする．相異なる 2点 x, y ∈ Dに対し，x, yを通る直線と ∂Dとの交点のうち，xに近い方
を x′，yに近い方を y′ とおく．このとき，Dのヒルベルト距離を

18
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dH(x, y) := log
(
‖x′ − y‖ · ‖x − y′‖
‖x′ − x‖ · ‖y − y′‖

)
と定める．これはDが球のときは双曲空間のクラインモデルに一致し，それ以外の場合は旗曲率が負
定数のフィンスラー構造で実現される．

(c)（タイヒミュラー空間）タイヒミュラー空間のタイヒミュラー計量は完備フィンスラー計量であ
る．一方，Weil–Petersson計量はリーマン計量であるが完備ではない．

(d) (M,F )をBerwald型の完備単連結フィンスラー多様体としたとき，M が距離空間としてブーゼ
マンの意味での非正曲率空間となるための必要十分条件は，旗曲率が 0以下であることである（[KVK]，
[KK]参照）．ここで，ブーゼマンの意味での非正曲率空間であるとは，任意の始点を共有する 2本の
測地線 γ, η : [0, 1] −→ M の間の距離関数 d(γ(t), η(t))が，tについて凸関数になることである．
測度を伴う状況では，上で与えたような曲率はうまく働かない．そもそも，フィンスラー多様体で

はリーマン多様体の体積測度のようにひとつの標準的な測度を選んで参照測度として固定することは
できず，（ブーゼマン ·）ハウスドルフ測度やHolmes–Thompson測度のように複数の‘標準的な’測
度が存在する（[AT]参照，いずれもリーマン多様体では体積測度と一致する）．これに対処する方法
として，[Oh6]では始めから重みつきの場合，つまり一般の測度を考え，またM 上の測度を参照測度
として固定することはせず，それは各単位接ベクトルごとに選ばれる（言い換えると，単位接束上に
ある）とした．その定式化は，上で述べた Shenによる旗曲率，リッチ曲率の直観的な導入法を参考
にしている．

mをM 上の C∞ 正測度とする．つまり，任意の開集合 U ⊂ M 上で局所座標 (xi)n
i=1 を用いて

dm = φ · dx1 · · · dxnと表したとき，φは U 上の正値 C∞関数となるとする．リーマン多様体では体
積測度mg を用いてm = e−ψmg と分解したが，フィンスラー多様体では次のようにする．まず単位
接ベクトル v ∈ TxM を固定し，それを xの近傍 U に V (x) = v なるベクトル場 V で全ての積分曲
線が測地線であるようなものに拡張する．V の定める U 上のリーマン計量 gV の体積測度をmV と
おき，m(x) = e−Ψ(v)mV (x)によって重み関数 Ψを定義する．従って，ΨはM ではなく単位接束
F−1(1)上の関数である．γ : [−ε, ε] −→ M を γ̇(0) = vなる測地線として，

∂vΨ :=
d(Ψ ◦ γ)

dt
(0), ∂2

vΨ :=
d2(Ψ ◦ γ)

dt2
(0)

と定める．尚，∂vΨは [Sh2]などでは S曲率と呼ばれている．これらを用いて，リーマン多様体の場
合と同様に重みつきリッチ曲率を定義する．
定義 5.4 (フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲率) n次元フィンスラー多様体 (M,F )と単位

接ベクトル v ∈ F−1(1)に対し，vの重みつきリッチ曲率を以下のように定義する：
(1) ∂vΨ = 0ならば Ricn(v) := Ric(v) + ∂2

vΨ，∂vΨ 6= 0ならば Ricn(v) := −∞．
(2) N ∈ (n,∞)に対し，RicN (v) := Ric(v) + ∂2

vΨ − (∂vΨ)2/(N − n)．
(3) Ric∞(v) := Ric(v) + ∂2

vΨ．
定義より Ricn の下限が有界になるのは ∂vΨ = 0が全ての vで成り立つときのみであり，そのとき

mはM の良い参照測度と言える．例えば Berwald型の (M,F )上のハウスドルフ測度はこの性質を
満たす（[Sh2, §7.3]）．しかし，一般のフィンスラー多様体ではこのような良い参照測度の存在は期待
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できないと思われ，従って任意の測度から始めることは理にかなっている．
5.3 応用
重みつきリッチ曲率の導入の仕方より，リーマン計量 gV（V = ∇[d(x, ·)]）を用いた議論によって，
体積比較定理は容易に拡張される（これ以前に知られていたフィンスラー多様体の体積比較定理につ
いては，[Sh1]，[Sh2]参照）．
定理 5.5 (Ohta [Oh6]) 完備 n次元フィンスラー多様体 (M,F,m)があるK ∈ R，N ∈ [n,∞)

に対し RicN (v) ≥ K を全ての単位接ベクトル v ∈ F−1(1)で満たすとする．このとき，任意の x ∈
M と 0 < r < R（K > 0のときは R ≤ π

√
(N − 1)/K）に対し，

m(B+(x,R))
m(B+(x, r))

≤
∫ R

0
sK,N (t)N−1 dt∫ r

0
sK,N (t)N−1 dt

が成り立つ．ここで，B+(x, r) := {y ∈ M | d(x, y) < r}．
ほぼ同値な主張として，（非線型の）ラプラシアンの比較定理も成り立つ（[OS]）．更に，3節と同
様に，次が成り立つ．
定理 5.6 ([Oh6]) 完備 n次元フィンスラー多様体 (M,F,m)とK ∈ R，N ∈ [n,∞]に対し，次
は同値である：

(I) 全ての単位接ベクトル v ∈ F−1(1)に対し，RicN (v) ≥ K が成り立つ．
(II) (M,F,m)は CD(K,N)を満たす．

(III) (M,F,m)は LV(K,N)を満たす．
ここで，CD(K,N)，LV(K,N)は距離が非対称な状況に適切に拡張されたものとする．この定理に
より，4節で触れた全ての結果はフィンスラー多様体に拡張される．このようなリーマン幾何の結果の
完全な一般化は，通常はフィンスラー幾何では期待できない．[OS]では更に，Otto流の (P(M), dW

2 )

のフィンスラー構造や熱流と勾配流の関係についても論じている．
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[BE] D. Bakry and M. Émery, Diffusions hypercon-
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