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本講演では，距離空間上の確率測度のなすWasserstein空間の幾何学について
概説する．まずWasserstein空間の測地線の性質とそれを用いたリーマン構造の
導入法を解説し，応用としてリーマン幾何や偏微分方程式との関わりについて述
べる．歴史的な背景や最適輸送理論全体の現状に関しては，Villaniの２冊の本
[Vi1]，[Vi2]に詳しい．

1 最適輸送理論とWasserstein空間
最適輸送理論は，次のモンジュの問題にはじまるとされる．

問題 1.1 （モンジュの問題）空間Xとその上のコスト関数 c : X ×X −→ [0,∞)

が与えられたとする．このとき，X上の２つの確率測度µ, νに対して，µを νに移
す最もコストの少ない方法（最適輸送）を見つけよ．つまり，写像Ψ : X −→ X

でΨ]µ = νを満たし，かつ輸送コスト∫
X

c
(
x, Ψ(x)

)
dµ(x)

をそのような写像の中で最小にするものを見つけよ．

ここでΨ]µはµのΨによる押し出しを表す．この問題は後にカントロビッチに
よって次のように拡張された．

問題 1.2（モンジュ・カントロビッチの問題）空間Xとコストc : X×X −→ [0,∞)

が与えられたとする．このとき，X 上の２つの確率測度 µ, ν に対して，X × X

上の確率測度 πで各成分への射影が µ, νであるもの（µと νのカップリングとい
う）の中で， ∫

X

c(x, y) dπ(x, y)

を最小にするものを見つけよ．
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モンジュの問題における写像Ψからは，π = (IdX ×Ψ)]µとして µと νのカッ
プリングが得られる．よって，かかるコストの最小値はモンジュ・カントロビッ
チの問題の方が小さい．
コストとしては時間，費用，エネルギーなど様々なものが考えられるが，ここ
では最も基本的な状況である距離空間 (X, d)と dから定まるコスト c = d2（また
は d2/2）のみを扱う．このとき，コストの最小値をµと νの間の距離と考えるの
が，Wasserstein空間である（Kantorovich-Rubinstein空間ともいう）．距離空間
(X, d)上のボレル確率測度全体をP(X)で表し，

∫
X

d(x, y)2 dµ(y) < ∞ をある点
x ∈ Xで満たす µ ∈ P(X)のなす部分集合をP2(X)とおく．

定義 1.3 （Wasserstein空間）µ, ν ∈ P2(X)の間の (L2-)Wasserstein距離を

dW
2 (µ, ν) := inf

π

( ∫
X×X

d(x, y)2 dπ(x, y)

)1/2

で定義する．ただし，下限はµとνのカップリングπ全体でとる．Wasserstein距離
を実現するカップリングをµとνの最適カップリングという．距離空間 (P2(X), dW

2 )

をX上の (L2-)Wasserstein空間という．

(P2(X), dW
2 )の構造は (X, d)の構造と密接に関係する．例えば，(P2(X), dW

2 )の
コンパクト性は (X, d)のコンパクト性と同値である．

2 測地線とリーマン構造
この節では，簡単のためX = Rnの場合に限って，Wasserstein空間の測地線
の様子とそれを用いたリーマン構造の導入を述べる．

定理 2.1 ([Br]) µ, ν ∈ P2(Rn)で µはルベーグ測度に絶対連続なものを考える．
このとき，可測写像Ψ : Rn −→ RnでΨ]µ = νかつ( ∫

Rn

d
(
x, Ψ(x)

)2
dµ(x)

)1/2

= dW
2 (µ, ν)

なるものが（測度零の集合上の差を除いて）一意に存在する．さらに，Ψはある
凸関数 f : Rn −→ Rを用いてΨ(x) = ∇f(x)と表せる．

つまり，Ψ（及び π = (IdRn ×Ψ)]µ）はモンジュの問題とモンジュ・カントロ
ビッチの問題双方の解を同時に与える．さらに，曲線µ(t) = {(1−t) IdX +t∇f}]µ

（t ∈ [0, 1]）はWasserstein空間での µから νへの唯一つの最短測地線を与える．
また逆に，任意の絶対連続な確率測度 µと凸関数 f : Rn −→ Rに対し，Ψ = ∇f

は µからΨ]µへの最適輸送である．



注意 2.2 定理 2.1はMcCann [Mc]によってリーマン多様体（上のコンパクトな
台をもつ確率測度）に拡張された．McCannの手法は汎用性の高いものであり，
同様の議論は曲率を下から押さえたアレクサンドロフ空間やフィンスラー多様体
にも適用できる．

定理 2.1では∇f(x)をRnの元と見なしているが，これは

∇f(x) = x + [∇f(x) − x] = x + ∇
[
f − | · |2

2

]
(x)

= expx

(
∇

[
f − | · |2

2

]
(x)

)
と書き直すことができる．すると，必要なのはϕ + | · |2/2が凸になるような関数
ϕ (= f − | · |2/2)であり，特に任意のC2関数 ϕに対し，ε > 0を十分小さくとれ
ば εϕはこの条件を満たす．これらを踏まえ，Otto [Ot]は (P2(Rn), dW

2 )の（形式
的）リーマン構造を次のように導入した：µ ∈ P2(Rn)での接空間を

TµP2 := {∇ϕ |ϕ ∈ C∞
c (Rn)},

内積を
〈∇ϕ,∇ψ〉µ :=

∫
Rn

〈∇ϕ,∇ψ〉 dµ

で定義する．ただし，閉包は内積についてとっている．
このリーマン構造から定まる距離はWasserstein距離と一致する．また，この空
間は平坦ではないが非負曲率を持つことが形式的な計算によって示される（[Lo]

も参照）．この事実は，距離空間の幾何学の言葉を通して，次の命題によって説
明される．距離空間の任意の２点が距離を実現する曲線で結べるとき，それを測
地空間という．

命題 2.3 ([LV1], [St1]) コンパクト測地空間 (X, d)に対し，(X, d)が非負曲率
アレクサンドロフ空間であることは，その上のWasserstein空間 (P2(X), dW

2 )が
そうであることと同値である．一方，(X, d)が非負曲率アレクサンドロフ空間で
なければ，(P2(X), dW

2 )の曲率は負定数でも下から押さえることはできない（つ
まり，−∞となる点がある）．

ここでアレクサンドロフ空間とは，リーマン幾何における三角形の比較定理を
用いる一般化された断面曲率の下限（や上限）の概念である．命題の後半の主張
は，負に曲がった三角形がひとつでもあると，それをスケーリングして曲率のい
くらでも小さい三角形が作れることによる．しかし，負定数で曲率を下から押さ
えたアレクサンドロフ空間であっても，スケーリングで不変な別の条件（バナッハ
空間論における一様平滑性の一般化）を用いることにより，その上のWasserstein



空間がリーマン構造をもつことが示される（[Oh1]）．その議論では，Ottoの構
成とは異なり，下のアレクサンドロフ空間の構造は使わずにWasserstein空間の
三角形の性質のみを用いる．

3 曲率次元条件とリッチ曲率
(M, g)をコンパクト n次元リーマン多様体，mをその上の体積要素とする．確
率測度 µ ∈ P2(X)の相対エントロピーを

Entm(µ) :=

{ ∫
M

ρ log ρ dm if µ = ρm,

∞ o.w.

と定める．von RenesseとSturmは，[CMS]や [OV]の結果をもとに，次を示した．

定理 3.1 （[vRS]）(M, g,m)をコンパクトリーマン多様体とその上の体積要素，
Kを実数とする．このとき，(P2(X), dW

2 )内の全ての測地線上で Entmの（弱い
意味での）２階微分がK以上であることは，M のリッチ曲率がK以上であるこ
とと同値である．

より一般に，重み V ∈ C∞(M)つきの場合に，

f(µ) = Ente−V m(µ) = Entm(µ) +

∫
M

V dµ (3.1)

の２階微分がK以上であることはBakry-ÉmeryテンソルRic + Hess V（[BE]）
がK以上であることと同値である．Bakry-Émeryテンソルはある意味で無限次
元のリッチ曲率と思えることが知られている（例えば，ユークリッド空間のガウ
ス分布はこの意味で非負リッチ曲率をもつ）．Qian [Qi]によって導入されたN

(∈ [n,∞))次元のリッチ曲率についても，それがK以上であることはある種のエ
ントロピーの凸性と同値である（[St2]，[LV2]参照）．

注意 3.2 これらの同値性は，フィンスラー多様体にも適切なリッチ曲率の概念を
導入することで拡張される（[Oh2]）．

これらを踏まえて，Sturm [St1], [St2]とLottとVillani [LV1], [LV2]は，一般の
測度距離空間でのリッチ曲率の下限にあたる曲率次元条件を定義した．N ∈ [0,∞]

とK ∈ Rに対し，測度距離空間 (X, d,m)が CD(K,N)を満たすとは，上で述べ
た（リーマン多様体ではN次元リッチ曲率がK以上であることと同値である）あ
る種のエントロピーの凸性で定義される．この条件は空間の測度つきグロモフ・
ハウスドルフ収束で保たれる．また，曲率次元条件を満たす空間はリッチ曲率を
下から押さえたリーマン多様体と同様の幾何学的な性質を持ち（ビショップ・グ



ロモフの体積比較定理，ボンネ・マイヤースの定理などが成立），種々の関数不
等式（対数ソボレフ不等式，リヒネロビッツの不等式など）や測度の集中現象を
満たす．さらに，一般化されたブルン・ミンコフスキの不等式などの，リーマン
多様体でもこの手法を用いて初めて示された結果もある．

4 勾配流と熱方程式
Jordan, KinderlehrerとOtto [JKO]は，離散近似を用いて，ユークリッド空間
上のWasserstein空間内の相対エントロピーの勾配流（の密度関数）は熱流と一
致することを示した．より一般に V ∈ C∞

c (Rn)に対し，(3.1)で定義した f の勾
配流（の密度関数）は方程式

∂ρ

∂t
= ∆ρ + div(ρ∇V )

の解と一致する．これらの結果は，前々節で述べたWasserstein空間のリーマン
構造を用いたより厳密な手法によって，コンパクトリーマン多様体に拡張される
（[Oh1]）．また，フィンスラー多様体にも，[AGS]や [Vi2]のような下の空間の構
造を使う方法で拡張できる（[OS]）．
これを前節の結果と合わせると，リッチ曲率がK 以上のコンパクトリーマン
多様体の熱核の収縮性

dW
2

(
p(t, x, ·)m, p(t, y, ·)m

)
≤ e−Ktd(x, y)

の別証明が得られる（より詳細な結果は，[vRS]など参照）．ここでは，Wasserstein

空間がリーマン構造をもっていることが本質的である．なぜなら，収縮性の証明
には（勾配流を生成する関数及び距離関数の）第一変分公式を用いるため，「角度」
を本質的に使う必要がある．実際，バナッハ空間では凸関数の勾配流の収縮性す
ら知られていない（[AGS]参照）．
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