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1. 序
曲率は空間の曲がり方を測る数値であり，リーマン多様体では局所座標系を通し
た計算で定義される．微分構造を持たない空間では曲率そのものを定義すること
はできないが，「曲率がある定数以上・以下」という条件を，それをリーマン多様
体で特徴づける性質を通して定式化できることがある．そのような性質は曲率の
本質を突いたものであり，リーマン多様体の場合に限っても示唆に富むものであ
ることが多い．
微分構造を用いない曲率条件の代表例にはAlexandrov-Toponogovの三角形比
較定理を基にしたものがあり，その意味で「断面曲率が下や上から押さえられた
距離空間」（Alexandrov空間，CAT空間）は広く研究されてきた（[BBI]など参
照）．リッチ曲率で同様の定式化がどうすれば可能かは長い間未解決であったが，
最適輸送理論を用いた興味深い手法により「リッチ曲率が下から押さえられた測
度距離空間」という概念が Lott, Sturm, Villaniによって導入され（[St2], [St3],

[LV1], [LV2], [Vi2]），近年非常に活発に研究されている．本稿では，この「リッチ
曲率が下から押さえられた測度距離空間」の定式化及び応用と（2–4節; [太田]も
参照），そのような空間上の熱流についてのごく最近の進展（5節; [GKO], [AGS2],

[AGS3]参照）を解説する．

2. Wasserstein空間
始めに，最適輸送理論で用いられる (Kantorovich-Rubinstein-)Wasserstein空間
の基礎的な事実を述べる．最適輸送理論とは，確率測度µを別の確率測度νへ最
小のコストで輸送する（押し出す）方法に関する理論であり，その最小輸送コス
トを µと νの間の距離と見なした距離空間がWasserstein空間である．より詳し
くは [Vi1], [Vi2], [太田]を参照されたい．

(X, d)を完備可分距離空間とし，X上のボレル確率測度全体のなす集合をP(X)

で表す．各p ∈ [1,∞)に対し，
∫

X
d(x, y)p µ(dy) < ∞をある（よって全ての）x ∈ X

で満たすµ ∈ P(X)のなす部分集合をPp(X)で表す．また，台がコンパクトな確
率測度のなす部分集合をPc(X) ⊂

∩
p∈[1,∞) Pp(X)で表す．X上のボレル測度m

が与えられたとき，mについて絶対連続なµ ∈ P(X)のなす部分集合をPac(X,m)

と書く．
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2つの確率測度µ, ν ∈ P(X)に対し，直積空間上の確率測度π ∈ P(X × X) が
任意のボレル集合A ⊂ Xについて

π(A × X) = µ(A), π(X × A) = ν(A)

を満たすとき，πはµ, ν ∈ P(X × X)のカップリングであるといい，µ, νのカッ
プリング全体をΠ(µ, ν)で表す．

定義 2.1 p ∈ [1,∞)に対し，µ, ν ∈ Pp(X)の間のLp-Wasserstein距離を

Wp(µ, ν) := inf
π∈Π(µ,ν)

( ∫
X×X

d(x, y)p π(dxdy)

)1/p

と定義し，(Pp(X),Wp)をX上のLp-Wasserstein空間と呼ぶ．また，上の infを
実現するπ ∈ Π(µ, ν)をµとνの最適カップリングと呼ぶ．

実際に (Pp(X),Wp)は完備可分な距離空間になる．各点 x ∈ X に xでのディ
ラック測度 δx ∈ Pp(X)を対応させることにより，(X, d)は (Pp(X),Wp)に等長的
に埋め込まれる．列 {µi}i∈N ⊂ Pp(X)がWpについてµ ∈ Pp(X)に収束するため
の必要十分条件は，µiがµに弱収束し，かつ

lim
R→∞

lim sup
i→∞

∫
X\B(x0,R)

d(x0, x)p µi(dx) = 0, B(x0, R) := {y ∈ X | d(x, r) < R},

がある（よって全ての）x0 ∈ Xについて成り立つことである．特に (X, d)が有界
ならば，Wpの定める位相は弱位相と一致する（逆に言うと，Wpは弱位相を距離
づける）．Wasserstein距離Wpは底空間 (X, d)の距離という「horizontalな情報」
を持っているため，「verticalな情報」にしか依らない全変動などとは全く違うも
のであることを注意する．
以降では p = 2の場合のみを扱う．Xがリーマン多様体の場合，Wasserstein

距離W2についての最短線（測地線）はKantorovichポテンシャルと呼ばれる
関数の勾配ベクトル場を用いて記述される．これはユークリッド空間の場合に
Brenier [Br]によって示され，McCann [Mc]によりコンパクトリーマン多様体に，
Fathi-Figalli [FF]やFigalli-Gigli [FG]により非コンパクトリーマン多様体に拡張
された．µ, ν ∈ P2(X)に対し，Kantorovichポテンシャルとは，Kantorovich双
対性

1

2
W2(µ, ν)2 = sup

{ ∫
X

ψ dν −
∫

X

ϕdµ

∣∣∣∣ ψ(y) − ϕ(x) ≤ 1

2
d(x, y)2

}
(2.1)

の等号を与える可測関数の組を (ϕ, ψ)としたとき，ϕのことを言う．



定理 2.2 ([FG]) (M, g)を完備リーマン多様体，mgをgから定まる体積測度とす
る．任意の µ0 ∈ P2

ac(M,mg)と µ1 ∈ P2(M)に対し，µ0(Ω) = 1を満たす開集合
Ω ⊂ Mとその上の局所弱凸関数ϕ : Ω −→ Rで，次の性質を満たすものが存在す
る：勾配ベクトル場に沿うµ0の押し出し

µt := (Tt)]µ0, Tt(x) := expx

(
t∇ϕ(x)

)
, t ∈ (0, 1),

がµ0からµ1への一意な最短測地線を与える．すなわち，

W2(µ0, µt) = tW2(µ0, µ1), W2(µt, µ1) = (1 − t)W2(µ0, µ1) ∀t ∈ (0, 1).

ϕが局所弱凸であるとは，任意のx ∈ Mの十分小さい近傍U ⊃ x上で，ϕ|Uが
あるK ∈ Rに対しK凸になることである（つまり，任意のUに含まれる測地線
γ : [0, 1] −→ Uに沿って

ϕ
(
γ(t)

)
≤ (1 − t)ϕ

(
γ(0)

)
+ tϕ

(
γ(1)

)
− K

2
(1 − t)td

(
γ(0), γ(1)

)2 ∀t ∈ (0, 1)

が成り立つ．）特にそのとき，Alexandrov-Bangertの定理よりϕはΩの殆ど全て
の点で 2回微分可能であり，従って Ttは 1回微分可能である．νも絶対連続であ
るときには，T1の1回微分を用いた変数変換公式（Monge-Amperè等式）が成立
する．

3. リッチ曲率の下限の特徴づけ
定理 2.2より，Wasserstein空間の測地線は底空間の測地線に沿った測度の押し出
し（輸送）として記述できる．従って，その挙動は測地線による変分の変分ベク
トル場，つまりヤコビ場を通してリッチ曲率で制御できる．このような考え方は
Cordero-Erausquin, McCann, Schmuckenschläger [CMS]によって導入され，後に
von Renesse, Sturm [vRS]によりリッチ曲率の下限の特徴づけに利用された．

3.1. 重みのない場合
(M, g)をn次元リーマン多様体，mgを体積測度とする．曲率に興味があるため，
常にn ≥ 2を仮定する．Ricをリッチテンソルとし，あるK ∈ Rと任意のv ∈ TM

についてRic(v, v) ≥ K|v|2が成り立つとき，リッチ曲率がK以上（Ric ≥ K）で
あると言う．

µ ∈ P(M) の mg についての相対エントロピー Entmg(µ) を，µ = ρmg ∈
Pac(M,mg)かつ

∫
{ρ<1} ρ log ρ dmg > −∞なら

Entmg(µ) :=

∫
M

ρ log ρ dmg,

そうでなければEntmg(µ) := ∞と定義する．これはボルツマンエントロピーの符
号を逆にしたものである．



定理 3.1 ([vRS]) (M, g) を完備リーマン多様体，K ∈ R とする．このとき，
(M, g)のリッチ曲率が K 以上であるための必要十分条件は，Entmg が K 凸で
ある（すなわち，任意のW2についての最短測地線 (µt)t∈[0,1] ⊂ P2(M)と t ∈ [0, 1]

に対し，

Entmg(µt) ≤ (1 − t) Entmg(µ0) + t Entmg(µ1) −
K

2
(1 − t)tW2(µ0, µ1)

2 (3.1)

が成り立つ）ことである．

Entmg(µ0) = ∞もしくはEntmg(µ1) = ∞ならば (3.1)は自明なため，µ0, µ1 ∈
P2

ac(M,mg)としてよく，その場合はその間の最短測地線は一意である（定理 2.2）．
Ric ≥ KからEntmgのK凸性を導くには，Entmg(µt)の振る舞いをヤコビ場を
通して評価する．逆向きは，次節で触れるBrunn-Minkowski不等式を用いる．

3.2. 重みつきの場合
定理 3.1でRic ≥ KがEntmgのK凸性と同値であることを見たが，実はRic ≥ K

は次元nに依存するより強い「エントロピーの凸性」とも同値である．それを述
べるためには，体積測度mgに重みをつけた場合，すなわちあるΨ ∈ C∞(M)を
用いてm = e−Ψmg とmgを変形した場合を考えた方がわかりやすい．このとき，
対応する（mの振る舞いを制御する）リッチ曲率は，次元に当たるパラメータ
N ∈ [n,∞]を込めて次のように定義される．

定義 3.2 n次元重みつきリーマン多様体(M, g, e−Ψmg)と単位接ベクトルv ∈ TM

に対し，vの重みつきリッチ曲率を以下のように定義する：N ∈ (n,∞)の場合は，

RicN(v) := Ric(v, v) + Hess Ψ(v, v) − 〈∇Ψ, v〉2

N − n
.

N = n,∞の場合は，極限として，

Ricn(v) :=

{
Ric(v, v) + Hess Ψ(v, v) if 〈∇Ψ, v〉 = 0,

−∞ if 〈∇Ψ, v〉 6= 0,

Ric∞(v) := Ric(v, v) + Hess Ψ(v, v).

RicN(v)はパラメーター N について単調増加（n ≤ N < N ′ ≤ ∞ならば
RicN(v) ≤ RicN ′(v)）であることに注意する．また，重みのない場合（Ψ ≡ 0）は，
全てのN ∈ [n,∞]についてRicN(v) = Ric(v, v)である．Ric∞は解析学や確率論
で重要なBakry-Émeryテンソル（[BE]）に他ならず，有限次元の場合はQian

[Qi]によって拡張されたものである（幾何的な応用については [Lo]なども参照）．
N < ∞のとき，RicNはRényiエントロピーSNの挙動を制御する．ここでは
簡単のため絶対連続な測度µ = ρm ∈ Pac(M,m)のみを考え，

SN(µ) := −
∫

M

ρ(N−1)/N dm



と定義する．RicN ≥ Kの特徴づけを述べるため，関数を2つ用意する．K ∈ R，
N ∈ (1,∞)，r ∈ (0,∞) （K > 0のときは r ∈ (0, π

√
(N − 1)/K)）に対し，

sK,N(r) :=


√

(N − 1)/K sin(r
√

K/(N − 1)) for K > 0,

r for K = 0,√
−(N − 1)/K sinh(r

√
−K/(N − 1)) for K < 0.

また，t ∈ (0, 1)に対し，

βt
K,N(r) :=

(
sK,N(tr)

tsK,N(r)

)N−1

, βt
K,∞(r) := eK(1−t2)r2/6.

定理 3.3 ([St1], [St2], [St3], [LV1], [LV2]) (M, g,m)を n次元完備重みつき
リーマン多様体，K ∈ Rとする．

(i) Ric∞がK以上であるための必要十分条件は，Entmが（定義 3.1と同じ意
味で）K凸であることである．

(ii) N ∈ [n,∞)に対し，RicNがK以上であるための必要十分条件は，任意の最
短測地線 (µt)t∈[0,1] ⊂ P2

ac(M,m)（µt = ρtm）と対応する最適カップリング
π ∈ Π(µ0, µ1)，任意の t ∈ [0, 1]に対し，

SN(µt)

≤ −
∫

M×M

{
(1 − t)

(
β1−t

K,N(d(x, y))

ρ0(x)

)1/N

+ t

(
βt

K,N(d(x, y))

ρ1(x)

)1/N}
π(dxdy)

が成り立つことである．

重みのない場合の (i)が定理 3.1に当たる．RicN ≤ Ric∞より，(ii)の「エント
ロピーの凸性」は (i)より強い条件である．また，特にK = 0のとき，βt

0,N ≡ 1

より (ii)の式はSNの凸性

SN(µt) ≤ (1 − t)SN(µ0) + tSN(µ1)

を意味する．適切な方法で重みつきリッチ曲率を定義することにより，定理 3.3

はフィンスラー多様体に拡張される（[Oh2]）．フィンスラー多様体は各接空間に
ノルムが与えられた多様体である．

4. 曲率次元条件
定理 3.1, 3.3で述べた（重みつき）リッチ曲率の下限の特徴づけは，微分構造を用
いずに距離と測度のみで記述されている．従って，リッチ曲率そのものは意味を
持たない測度距離空間 (X, d,m)についても，それらの性質を満たすことをもって



「RicNがK以上である」と見なすことが可能であり，そのとき(X, d,m)は曲率次
元条件CD(K,N)を満たすと言う（正確な定義は [St2], [St3], [LV1], [LV2], [Vi2,

Part III], [太田]参照，SturmとLott-Villaniの定義は微妙に異なる）．
曲率次元条件CD(K,N)から，RicNがK以上のリーマン多様体と共通する様々
な性質が導かれる．最適輸送を用いた証明自体も新しいものがあり興味深いが，
ここでは結果のみを述べる．

定理 4.1 ([St3]) 測度距離空間 (X, d,m)があるK ∈ RとN ∈ (1,∞)について
CD(K,N)を満たすとき，次が成り立つ．

(i) （Bonnet-Myersの定理）K > 0ならば，Xの直径はπ
√

(N − 1)/K以下
である．

(ii) （Bishop-Gromov体積比較定理）任意のx ∈ Xと0 < r < R < ∞（K > 0

のときはR ≤ π
√

(N − 1)/K）に対し，

m(B(x,R))

m(B(x, r))
≤

∫ R

0
sK,N(t)N−1 dt∫ r

0
sK,N(t)N−1 dt

.

証明は，B(x,R)上の一様分布と xでのディラック測度に CD(K,N)を適用す
る．より一般に，2つのボレル集合上の一様分布に CD(K,N)を適用することに
より，Brunn-Minkowski不等式を拡張したものが得られる（[vRS], [St3]）．こ
れはリーマン多様体の場合でも曲率次元条件を用いて初めて証明された．尚，古
典的なBrunn-Minkowski不等式は，A, B ⊂ Rnに対し，Zt := {(1− t)x + ty | x ∈
A, y ∈ B}の体積のn−1乗が tについての凹関数であることを主張するものであっ
た（[Le, §2.2]参照）．
次に，K > 0の場合にCD(K,N)が種々の関数不等式を導くことを見る．この
ような関係はOtto, Villani [OV]によって示唆され，Lott, Villani [LV1], [LV2]に
より組織的に調べられた．

定理 4.2 ([LV2]) (X, d,m)がm(X) = 1かつあるK > 0についてCD(K,∞)を
満たすとき，次が成り立つ．

(i) （Talagrand不等式）任意のµ ∈ P2(X)に対し，

Entm(µ) ≥ K

2
W2(m, µ)2.

(ii) （対数ソボレフ不等式）任意の
∫

X
f 2 dm = 1なるリプシッツ関数f : X −→ R

に対し，
Entm(f2m) ≤ 2

K

∫
X

|∇f |2 dm.



(iii) （大域ポアンカレ不等式）任意の
∫

X
f dm = 0なるリプシッツ関数f : X −→

Rに対し， ∫
X

f2 dm ≤ 1

K

∫
X

|∇f |2 dm.

(i), (ii)はK凸関数の基本的な性質から従い，(iii)は巧妙な計算による．(i)また
は (ii)からは測度の集中が導かれる（[Le, §5.1, §6.1]参照）．N < ∞でCD(K,N)

が満たされる場合には，大域ポアンカレ不等式はLichnerowicz不等式∫
X

f2 dm ≤ N − 1

NK

∫
X

|∇f |2 dm

に改良される（[LV1]）．
リッチ曲率が下から，次元が上から一様に押さえられたリーマン多様体の族
は，測度つきGromov-Hausdorff収束（[Fu]参照）について収束する部分列を
持つ（Gromovのprecompact性，[Gr, §5.A]）．極限に現れる測度距離空間は
もはや多様体とは限らないが，Cheegerと Coldingによる一連の研究 [CC]によ
り，幾何構造などについての著しい結果が得られている．曲率次元条件は測度つ
きGromov-Hausdorff収束で保たれる（[St2], [St3], [LV1], [LV2]）ものの，フィン
スラー多様体（特にノルム空間）でも満たされるため，リーマン多様体の極限空
間の研究にどの程度有用かは不透明である．

5. 勾配流としての熱流
熱流は次の2通りの方法で勾配流と見なせる（本稿ではポテンシャル関数が減少
する方向に進む勾配流を考える）:

(I) L2空間でのエネルギーの勾配流．

(II) Wasserstein空間での相対エントロピーの勾配流．

(I)の考え方は古典的である．実際，エネルギーE(f) =
∫
|∇f |2/2に対し，

E(f + tg) =
1

2

∫ {
|∇f |2 + 2t〈∇f,∇g〉 + t2|∇g|2

}
= E(f) − t〈∆f, g〉L2 + O(t2)

であり，従って ‘∇E(f) = −∆f ’と見なせる．よって熱方程式∂tf = ∆fはEの勾
配流の方程式 ‘∂tf = −∇E(f)’と同値になる．

(II)の視点はより新しく，(I)と(II)が一致することは始めにRnの場合にJordan,

Kinderlehrer, Otto [JKO]により示され，その後リーマン多様体やフィンスラー
多様体に拡張された（[Sa], [Oh1], [Vi2, Chapter 23], [Er], [OS1]）．これらの滑ら
かな空間では (I)のエネルギーの勾配流の解析はしやすく，(I)=(II)の証明は，相
対エントロピーの勾配流が熱方程式を解くという方針で行われる．



最近，全く異なる方法により (I)=(II)は滑らかでない空間に拡張され，更に (I)

と (II)の利点を合わせて豊富な（解析的）応用が得られることもわかってきた
（[GKO], [AGS2], [AGS3]）．ここではまず滑らかな場合の従来の証明法の一例を
概説し，それから滑らかでない場合の証明の概略及び応用を述べる．

5.1. (I)=(II)の2つの証明
簡単のため，この小節と次小節を通して (M, g)をコンパクトリーマン多様体とし，
Entmgを単にEntと書く．空間の拡張については最後の小節で述べる．
まず，空間の微分構造を使う証明の一例を紹介する．Wasserstein空間内の勾
配流を定式化するために，曲線の接ベクトルとEntの勾配ベクトルを次のように
導入する．W2について局所リプシッツな曲線 (µt)t>0 ⊂ P(M)に対し，連続の方
程式

∂tµt + div(Φtµt) = 0

を弱い意味で解く，すなわち∫ ∞

0

∫
M

{∂tφ + 〈∇φ, Φ〉} dµtdt = 0 ∀φ ∈ C∞
c

(
(0,∞) × M

)
(5.1)

を満たす (0,∞)×M上のボレルベクトル場Φ（Φt(x) := Φ(t, x) ∈ TxM）が存在
する．（(µt)t>0はM上の分布の流れなので，その時間変化がM上のベクトル場で
記述されるのは自然である．）このΦを (µt)t>0の接ベクトル場と見なし，µ̇t := Φt

と書く．
一方，Entが µ = ρmg で（W2 で測って）最も減少する方向は，具体的な計
算により−∇ρ/ρで与えられることがよく知られている（つまり，‘−∇Ent(µ) =

−∇ρ/ρ’）．勾配流の方程式 µ̇t = −∇ρt/ρtを連続の方程式 (5.1)に代入すると，∫ ∞

0

∫
M

{ρt∂tφ − 〈∇φ,∇ρt〉} dmgdt = 0 ∀φ ∈ C∞
c

(
(0,∞) × M

)
.

従って (ρt)t>0は熱方程式∂tρ = ∆ρの弱解である． ¤
つぎに，主に空間の距離構造を使う新しい証明法を述べる．この場合は接ベク
トルや勾配ベクトルそのものを扱うことは出来ないため，それらの「大きさ」の
みを用いて議論する．このような勾配流の理論については [AGS1]を参照された
い．局所リプシッツな曲線 (µt)t>0 ⊂ P(M)について，

|µ̇t| := lim
s→t

W2(µs, µt)

|s − t|

は殆ど全ての t > 0で存在する．Ent(µ) < ∞であるµ ∈ P(M)について，

|∇Ent |(µ) := lim sup
ν→µ

max{Ent(µ) − Ent(ν), 0}
W2(µ, ν)



と定める（Entが減少する方向のみを考えた傾き）．このとき，任意の0 < r < s

に対し，
Ent(µs) ≥ Ent(µr) −

1

2

∫ s

r

{|µ̇t|2 + |∇Ent |(µt)
2} dt

が常に成り立つ．等号（すなわち ‘≤’）の成立は ‘µ̇t = −∇Ent(µt)’と同値であり，
そのとき (µt)t>0をEntの勾配曲線と呼ぶ．任意の始点からの一意な勾配曲線の存
在が，Entの凸性（及びEntの特殊な性質）から従う（[Gi]）．
以上の議論より，(ρt)t>0がエネルギーの勾配流であるµt = ρtmgについて，殆
ど全ての t > 0で次の3つの式を示せば十分である：

d

dt
[Ent(µt)] = −

∫
M

|∇ρt|2

ρt

dmg, (5.2)

|∇Ent |(µt)
2 ≤

∫
M

|∇ρt|2

ρt

dmg, (5.3)

|µ̇t|2 ≤
∫

M

|∇ρt|2

ρt

dmg. (5.4)

ここで，(5.3), (5.4)の右辺はµtのmgについてのFisher情報量である．(5.2)は
熱方程式と部分積分から従い，(5.3)はよく知られた評価である．(5.4)は熱方程
式の解とW2という一見関係のないものを結びつける最も重要で非自明な式であ
り，証明は次の桑田氏のアイディアによる．Kantorovich双対性 (2.1)より，

1

2
W2(µt, µt+s)

2 = sup
ϕ

{ ∫
M

(Q1ϕ) dµt+s −
∫

M

ϕdµt

}
(5.5)

が成り立つ．但し，QrϕでHamilton-Jacobi半群

Qrϕ(x) := inf
y∈M

{
ϕ(y) +

d(x, y)2

2r

}
for r ∈ (0, 1], Q0ϕ := ϕ,

を表した．これはHamilton-Jacobi方程式

d

dr
(Qrϕ) +

|∇(Qrϕ)|2

2
= 0

のHopf-Lax型の粘性解を与える．(5.5)そのものは古典的な式だが，ここで sup

の中身を ∫
M

∫ 1

0

d

dr

[
(Qrϕ)ρt+rs

]
drdmg

と書き直す．積分の中身の r微分のうち，ρt+rs を熱方程式，Qrϕを Hamilton-

Jacobi方程式を用いて評価すると，(5.4)の式が得られる． ¤



5.2. 応用
熱流を相対エントロピーの勾配流と見なすことにより，リッチ曲率と熱流の関係
が見やすくなる．K ∈ Rに対しRic ≥ Kは EntのK凸性と同値であった（定
理 3.1）．勾配流の一般論から期待されるように，EntのK凸性は熱流のK収縮
性を導く．

定理 5.1 ([vRS]) Ric ≥ Kならば，任意の熱方程式の解 (ρt)t≥0, (σt)t≥0 でµt =

ρtmg ∈ P(M), νt = σtmg ∈ P(M)であるものに対し，

W2(µt, νt) ≤ e−KtW2(µ0, ν0) ∀t > 0

が成り立つ（また逆も正しい）．

K収縮性は更に次のBakry-Émery型勾配評価を導く．

定理 5.2 ([vRS]) Ric ≥ Kならば，任意の熱方程式の解 (ut)t≥0に対し，

|∇ut|(x)2 ≤ e−2KtPt(|∇u0|2)(x) ∀x ∈ M, ∀t > 0

が成り立つ（また逆も正しい）．但し，Ptを熱半群とした．

より一般の線形半群についても，上の収縮性と勾配評価は同値であることが知
られている（[Ku]）．収縮性から勾配評価を導く方法の概略を述べる（[Ku]参照）．
ptを熱核とし，Ptδx (= pt(x, ·)mg) とPtδyの最適カップリングをπtとおくと，

ut(x) − ut(y)

=

∫
M×M

{pt(x, z)u0(z) − pt(y, w)u0(w)}mg(dz)mg(dw)

=

∫
M×M

{u0(z) − u0(w)} πt(dzdw)

≤
( ∫

M×M

|u0(z) − u0(w)|2

d(z, w)2
πt(dzdw)

)1/2( ∫
M×M

d(z, w)2 πt(dzdw)

)1/2

.

ここでK収縮性より( ∫
M×M

d(z, w)2 πt(dzdw)

)1/2

= W2(Ptδx, Ptδy) ≤ e−Ktd(x, y).

全体をd(x, y)で割り y → xとすると，Ptδy → Ptδx（w → z）であり，

|∇ut|(x) ≤ e−Kt

( ∫
M

|∇u0|2 d(Ptδx)

)1/2

= e−KtPt(|∇u0|2)(x)1/2.

¤



5.3. 拡張について
距離構造を用いた (I)=(II)の証明は始めに [GKO]でコンパクトAlexandrov空間
の場合に行われ，Ambrosio, Gigli, Savaré [AGS2]により曲率次元条件CD(K,∞)

をあるK ∈ Rについて満たす測度距離空間にまで拡張された．[AGS2]の証明は
基本的に [GKO]を踏襲しているが，エネルギー Eの定義をより慎重に議論する
必要がある．

CD(K,∞)はフィンスラー多様体でも満たされるため，このようにして導入さ
れた熱流は線形とは限らない．線形性は空間が「リーマン的」であることを特徴
づけていると考えられ，実際それはエネルギー Eが双線形（更にDirichlet形式）
であることと同値であることが [AGS3]で示されている．また，その場合には前
小節で述べた応用（収縮性，勾配評価）も同様の議論により拡張される．一方，
フィンスラー多様体では収縮性は成り立たないが（[OS2]），勾配評価はBochner-

Weitzenböck公式を用いてある程度可能である（[OS3]）．

6. 今後の課題・展望
[AGS3]で導入された「リーマン的曲率次元条件」＝「CD(K,∞)+熱流の線形性」
は興味深い概念であり，更なる発展が期待される．一方，N < ∞での対応する
理論はリーマン多様体の場合でも不明な点が多く，今後の重要な課題である．
通常の曲率次元条件を満たす空間についても未だ基本的な問題の幾つかが未解
決のままになっている．例えば，K 6= 0かつN < ∞のときは局所的なCD(K,N)

から大域的なCD(K,N)は導かれないと考えられているが，具体的な反例は見つ
かっていない（[BS], [DS]参照）．これと関連して，リーマン多様体，フィンスラー
多様体及びその極限以外に曲率次元条件を満たす面白い例があるかも検討すべき問
題である．例えば，Wiener空間はCD(1,∞)を満たし（[St2], [FSS]），Heisenberg

群は全てのK ∈ RとN ∈ (1,∞]に対しCD(K,N)を満たさない（[Ju]）ことなど
が知られている．
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space, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 46 (2010), 1–23.

[FSS] S. Fang, J. Shao, K.-T. Sturm, Wasserstein space over the Wiener space,
Probab. Theory Related Fields 146 (2010), 535–565.

[FF] A. Fathi and A. Figalli, Optimal transportation on non-compact manifolds,
Israel J. Math. 175 (2010), 1–59.

[FG] A. Figalli and N. Gigli, Local semiconvexity of Kantorovich potentials on non-
compact manifolds, ESAIM Control Optim. Calc. Var. 17 (2011), 648–653.

[Fu] K. Fukaya, Collapsing of Riemannian manifolds and eigenvalues of Laplace
operator, Invent. Math. 87 (1987), 517–547.

[Gi] N. Gigli, On the heat flow on metric measure spaces: existence, uniqueness
and stability, Calc. Var. Partial Differential Equations 39 (2010), 101–120.

[GKO] N. Gigli, K. Kuwada and S. Ohta, Heat flow on Alexandrov spaces, to appear
in Comm. Pure Appl. Math.

[Gr] M. Gromov, Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces,
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[Sa] G. Savaré, Gradient flows and diffusion semigroups in metric spaces under
lower curvature bounds, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 345 (2007), 151–154.

[St1] K.-T. Sturm, Convex functionals of probability measures and nonlinear diffu-
sions on manifolds, J. Math. Pures Appl. 84 (2005), 149–168.

[St2] K.-T. Sturm, On the geometry of metric measure spaces. I, Acta Math. 196
(2006), 65–131.

[St3] K.-T. Sturm, On the geometry of metric measure spaces. II, Acta Math. 196
(2006), 133–177.

[Vi1] C. Villani, Topics in optimal transportation, American Mathematical Society,
Providence, RI, 2003.

[Vi2] C. Villani, Optimal transport, old and new, Springer-Verlag, 2009.
[太田] 太田 慎一, 確率測度の空間の幾何学, 数学 第 63巻 (2011), 21–42.


