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序文
松本誠先生によると、フィンスラーは、変分問題の幾何学可を目的としてフィンスラー

多様体を導入したそうである。実際、ツェロメロの航行問題を見ると、リーマン幾何学の
範疇では取り扱いが出来ない問題で、まさにフィンスラーが定義したフィンスラー多様体
における最短線を求める問題である。この研究集会の目的は、リーマン幾何における測地
線論的手法を用いて、フィンスラー幾何の研究を行なうための提案である。どの程度、測
地線論的手法が有効であるか我々はわからないが、一つの試みである。将来、強力な手法
に育つ事を期待している。
酒井隆先生には、力作の測地線論史を３回にわたり、講演していただき、ここで感謝

の意を表したい。また、この研究集会の参加者にも、忍耐強く我々の講演を聴いてくださ
り感謝したい。
2011年 12月XX日

太田慎一、近藤慶、ソリン・サバウ、田中　實
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測地線論史 I

Cohn-Vossen(1902-1936)の仕事の紹介

田中 實
東海大学（理）

2011/8/31

Cohn-Vossenは大域リーマン幾何学のパイオニアの一人であり、特に、測地線論にお
いて、その後の測地線論の研究に多大な影響を与えた研究者である。ヒルベルトとの共
著である直観幾何学（みすず書房）の本の著者として知られた研究者である。彼の伝記
（[CV0]）によれば、ロシアにおける大域微分幾何の研究に大きな影響をあたえ、特に彼
の凸曲面の一意性定理の研究は、A.D. AleksandrovやA.V. Pogorelovにより引き継がれ
た。測地線論に関する、彼の主な論文は、[CV1]と [CV2] である。歴史的には、1931年
に、Hopf-Rinowの定理が証明され、翌年、J.H.C. Whitehead により、凸球の存在が証明
された直後の仕事である。ここでは、完備非コンパクト２次元リーマン多様体の全曲率に
関する Cohn-Vossenの研究結果を紹介し、その結果がどのように次世代の幾何学者に影
響を与えたかを述べる。

定義 1　多様体M が有限連結であるとは、コンパクト 2次元多様体N とN の有限個の
点 p1, ..., pk が存在して、M がN \ {p1, ..., pk}と同相であることを言う。
定義 2　 2次元リーマン多様体M の全曲率 c(M)とは、

∫

M

G+dM < ∞ or −
∫

M

G−dM < ∞

であるとき、

c(M) :=

∫

M

G+dM +

∫

M

G−dM

なる値を言う。ここで、Gは、M のガウス曲率、dM はM の面積素、G± := 1
2
(G± |G|)

を表す。

2次元完備リーマン多様体M が全曲率 c(M)をもてば、c(M) ∈ [−∞,∞]の値をとり得
るが、有限連結な場合は、次の定理より c(M) < ∞であることがわかる。
定理 1(Cohn-Vossen)　もし、M が全曲率 c(M)をもてば、c(M) ≤ 2πχ(M)を満たす。
（χ(M): オイラ標数）
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系 2(Cohn-Vossen)　
∫

M
G+dM < ∞である。

注意 M が無限連結、完備 2次元リーマン多様体で、全曲率 c(M)をもてば、c(M) = −∞
であることが、1952年に、Huber([Hu])により証明された。

今後は、断らない限り、M は、２次元完備非コンパクトなリーマン多様体を表すもの
とする。
定理 3(Cohn-Vossen)　M は向き付け可能で、非負ガウス曲率をもてば

1. M はユークリッド平面に同相かまたは、

2. M = S1 ×R(flat cylinderと等長的である)。

注意 後に、この定理は、Gromoll-Meyer(1969)やCheeger-Gromoll(1972)により高次元の
多様体に対して拡張された。（定理GM, 定理CG1を参照せよ。）

定義 3　測地線 γ : R → M が直線であるとは、任意の s, t ∈ Rに対して、d(γ(s), γ(t)) =

|s− t|が成り立つときを言う。
定理 4(Cohn-Vossen)　M は、ユークリッド平面と同相で、直線を含むと仮定する。も
し、全曲率をもてば、c(M) ≤ 0である。

系 5 さらに、M のガウス曲率が非負ならば、M は、ユークリッド平面と等長的である。

注意これは、Toponogov splitting theorem(1964) や Cheeger-Gromoll splitting theorem

(1971) として、拡張された。（定理Tと定理CG2を参照せよ。）

定理GM M を完備非コンパクトな n次元リーマン多様体で、各点における断面曲率が
正であるとすると、M はRnと微分同型である。

定理CG1 M を完備非コンパクトな n次元リーマン多様体で、各点における断面曲率が
非負であるとする。このとき、魂 (Soul)呼ばれるコンパクト、全凸 (totally convex)な部
分多様体 Sが存在して、M は Sの法束 (normal bundle)と微分同型である。

定理T　M を完備な非負断面曲率をもつ n次元リーマン多様体とするとき、もし、M

が直線を含むならば、全測地的部分多様体Nが存在して、MはN ×Rなるリーマン積と
等長である。

定理CG2　M を完備な非負リッチ曲率をもつ、n次元リーマン多様体とするとき、も
し、M が直線を含むならば、ある全測地的部分多様体N が存在して、M はN × Rなる
リーマン積と等長である。
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Cohn-Vossen後の発展

Cohn-Vossenとは独立に、Fiala([F])とHartman([Ha])が有限の全曲率をもつユークリッ
ド平面と同相なりーマン多様体上の等周不等式を以下の定理で示されるような形で証明
していた。

定理 6(Fiala-Hartman) M を完備なユークリッド平面と同相なリーマン多様体とする。C
をM 内の滑らかな単純閉曲線とする。もし、M が有限の全曲率 c(M)をもてば、

lim
t→∞

L(t)

t
= lim

t→∞
2A(t)

t2
= lim

t→∞
2A(t)

L(t)2
= 2π − c(M)

が成り立つ。ここで、A(t), L(t) は、Cの t−距離球の面積と、この境界曲線の長さを表
す。

塩濱勝博氏は、Cohn-VossenとHartmanの手法をさらに発展させ、定理 6を以下の定
理のように拡張した。

定理 7(Shiohama)　Mを完備、非コンパクト、有限連結な 2次元リーマン多様体とする。
CをM 内の滑らかな単純閉曲線とする。もし、M が全曲率 c(M)をもてば、

lim
t→∞

L(t)

t
= lim

t→∞
2A(t)

t2
= lim

t→∞
2A(t)

L(t)2
= 2πχ(M)− c(M)

が成り立つ。
ここで、A(t), L(t) は、Cの t−距離球の面積と、この境界曲線の長さを表す。

注意 この定理の意味する事は、Cohn-Vossenの上記定理 1の図形的意味を明らかにした
事である。すなわち、全曲率は、位相不変量ではないが、2πχ(M)− c(M)は、M の end

の形にのみ依存する幾何学量である事を明らかにしている。全曲率に関する研究のその後
の発展に関して、詳しくは、[SST]を参照されたい。

Cohn-Vossenの結果を一般次元のリーマン多様体（さらには、フィンスラー多様体）
にまで拡張することは、現在でも興味ある問題である。最後に、このような問題に、チャ
レンジする若い研究者が現れることを期待する。

参考文献
[CV0] http://www.gap-system.org/ history?Biographies/Cohn-Vossen.html
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測地線論史 II

酒井　隆

1 Introduction

測地線の概念は，Euclidの原論における「直線」にその端を発する．Euclidは，現実の世界に現

れる図形から抽象することにより理想化した図形として得られた点・直線・平面等の概念を基に，そ

れらの間に成り立つ最も基本的な性質を公理・公準として認め，それらから論理に基づいた明確な議

論によって図形に関する非常に多くの定理を導いて (すなわち，公理的な立場を取ることにより)幾

何学を展開した (紀元前 3世紀)．特に，直線 (線分)や，それから作られる図形 (角，3角形，多角形

等)は円と共に Euclid幾何で最も重要な役割を果たした．

Euclidは，(曲)線を「長さがあって幅のない」図形，直線を「点がその上に均等にのっている」よ

うな線 (真っ直ぐな線を意味していると思われる)と定義し，2点 A,Bを結ぶ唯一つの直線が存在す

ることを公準とした．線分 AB の長さを 2点 A,B の距離として，距離に関する 3角不等式 ([命題

20：3角形の 2辺の和は他の 1辺より大]で，2点 A,B を結ぶ最短線は線分 AB に限ることをいう)

を示すのに，Euclidは 3角形の辺と角の大小関係 (命題 18)を用いる (これは [命題 16：3角形の外

角は内対角より大きい]より従う)が，結局 2辺挟角の 3角形の合同に関する定理 (命題 4)に帰着さ

れ，3角不等式の証明に平行線の公理 (第 5公準)は用いていない．

Euclidの原論の第 5公準に関する批判は，永い年月を経て非 Euclid幾何の発見につながり，幾何

学における直線・平面・空間の概念を根本的に考え直すことが必要になった．非 Euclid幾何では直

線の挙動は Euclid幾何のものと異なるが，同様に基本的な役割を果たす．なお，平行線の公理 (或い

はその否定による公理)により，3角形の内角の和，また 2辺挟角の 3角形の対辺を具体的に定める

ことができる (余弦公式)．

また，R. Decartesの解析幾何の立場から言えば，距離に関する 3角不等式とその等号成立条件や

余弦公式は，距離が内積から決まるノルムによって与えられることを用いて簡単に示せる1．この場

合，直線 (測地線)のパラメータ表示2は，Euclid空間ではパラメータ tの 1次関数を用いて，双曲幾

何 (球面幾何)の Lorenz空間モデル (Euclid空間の超球面モデル)ではパラメータ tの双曲線関数 (3

角関数)を用いて具体的に与えられる3．

Euclid空間内の曲面は，まず L. Euler，G. Monge等によって微積分を用いて調べられた．18世

紀初頭には，曲線の長さに関する変分法を用いて，曲面上の最短線は (弧長をパラメータに取れば)

加速度ベクトルが常に曲面の法線方向を向く測地的曲率が 0の曲線であり，初速を与えると真っ直ぐ

1例えば ABC に対する余弦公式 c2 = a2 + b2 − 2ab cosC は
−→
CA · −−→CB = ab cosC と

−→
AB =

−−→
CB −−→

CA から直ちに得
られる．なおベクトル空間，アフィン空間を用いた Euclid 幾何の公理的構成は比較的新しく H. Weyl による．

2空間 M のパラメータ曲線は写像 c : R → M として与えられる．すなわち，数直線 R の概念がまず必要になるが，運
動学的な時間の概念の抽象として用いられた．パラメータ表示による一般の連続曲線の明確な定義は C. Jordan に始まる．

3γ(t) = ta + b ：Euclid 空間); γ(t) = sinh ta + cosh tb (a ◦ a = −1,a ◦ b = 0,b ◦ b = 1 ：双曲空間); γ(t) =
sin ta+ cos tb (a · a = 1,a · b = 0,b · b = 1 ：球面)
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進む曲線を意味することが J. Bernoulli Iや Euler等には知られていた．このような測地的曲率が 0

の曲線は測地線 (geodesic)と呼ばれた．

C. F. Gaussは彼の曲面論 ([Gau],1827)において，第 1基本形式のみから定まる曲面の内在的性質

を曲面の幾何として取り扱った．その際，(Gauss)曲率が曲面の幾何の最も基本的な概念であるが，

測地線も内在的な概念であること (測地線の微分方程式が第 1基本量のみを用いて表される)を示し

た．また，曲面上の任意の点を始点として無数の長さの等しい最短線を引けば，その端点を結んで得

られる曲線は各最短線と直交すること (Gaussの補題)，最短線の場の変分 (Jacobi場)と曲率との関

係について述べ，ハイライトとして測地 3角形に対する Gauss-Bonnetの定理を与えている4．

B. Riemannの就職講演 ([R],1854)では，幾何学の基礎としてどの様な空間やその上のどのような

計量の基準を考えるべきかを論じた性格からいって，特に測地線について系統だって述べられては

いない．しかし，測地線が始点と始方向を与えると決まることを用いて (正規)座標系を導入し，線

素 (Riemann計量)の Taylor展開の 2次の項が曲率を定める事を述べている．また (Riemann多様

体の)点 pの接空間の 2次元平面 (断面)σに対して，その各方向に測地線を引いて得られる曲面の p

における Gauss曲率として σの断面曲率を与えている．

Riemann幾何学はまず絶対微分学として Levi-Civita等によって発展したが，19世紀においても

楕円面上の測地線の C. Jacobi([J],1839)による研究を始め, 曲面上の測地線の大域的な挙動は v. H.

von Mangoldt([Mar],1881)等によって調べられてきた．

20世紀に入る前後に，その後の測地線の研究に大きな影響を及ぼしたH. Poincaé([Po],1905)と J.

Hadamard([Had],1898)の論文が現れた．Poincaréは天体力学（3体問題）における周期軌道の存在

や軌道の漸近挙動に興味を持ったが，その複雑さの故にまず問題の本質が現れる場合として卵形面に

おける閉測地線の存在を力学系の立場から問うた．ここでは幾つかの問題提起や解決のためのアイ

デアが示され，G. Birkhoffが続いた．この論文ではまた切断跡 (cut locus)の概念が導入され，共役

跡 (conjugate locus)の構造にも触れられている．

これより少し前に，J. Hadamardは 3次元空間内の負曲率曲面上の閉測地線や測地線の漸近挙動

を調べたが，曲面の位相が重要な役割を果たすことを認識していた．この論文は後の負曲率 (非正曲

率)Riemann多様体の研究に大きな影響を与えた．また，Hadamardは測地流の (両側に無限に延び

る)軌道を基本群の生成元系をアルファベットとする語を用いて表現し，後のMorseによる記号力学

への道を開いた．

他方，数学の厳密化が進むにつれて原論における種々の不備が指摘された．19 世紀末に至って

Hilbertは公理的な立場を徹底し，点，直線，平面を無定義要素とし，それらの間に結合公理，順序

公理，合同公理，平行線公理，連続性公理と呼ばれる 5種類の公理群を与えた5([H])．無定義要素の

性質が公理群によって規定されるという形式的な立場であるが，諸公理の関係，独立性，無矛盾性

が検討された．例えばこの観点から Hilbertは，直線が 2点を結ぶ最短線であるような幾何，すなわ

ち，3角形の合同公理の代わりに「3角形の 2辺の和は他の 1辺より大である」を公理とする幾何学

4Gauss は非 Euclid 幾何について熟考を重ねていたが，それに関して沈黙を守った理由の一つに，双曲幾何全体のモデ
ルを Euclid 空間内の曲面として実現できなかったためという説がある．双曲幾何を体系として初めて発表したのは，ハンガ
リーの J. Bolyai(1831)，ロシアカザンの N. I. Lobachevski(1829)であるが，当時の数学の中心から離れた場所にいたこと，
また，Bolyai の父親が Gauss を学友であり，Lobachevski のカザン大学での先生 M. Bartels が Gauss を小学校時代に教
えていたことは興味深い．Gauss は両方の著書を読んで，彼の意見を述べている．

5また，これ等すべての公理を満たす幾何学は Decartes の解析幾何のモデルに一致することが示された．
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はどのようなものかを問題とした．Minkowski幾何6，や Hilbelt幾何はその例であるが，Hilbertは

その様な幾何をすべて決定できるかを問うた (Hilbertの第 4問題7)．H. Busemannはさらに完備多

様体の測地線の持つ性質を公理とする一般の G空間8の概念を導入した．

その後の測地線の研究は歴史的には主として変分学と力学系の立場から研究された．変分学の観

点からは，測地線は多様体の種々の曲線族のなかで (局所)最短である曲線として捉えられる．例え

ば，閉測地線は閉曲線の族における長さ (或いはエネルギー積分)の臨界点として捉えられ，その研

究は Poincaé, Birkhoffに始まり L. Lusternik-L. Schnirelmann, M. Morse等により大きく進展した．

さらに，その手法は大域変分学として確立された．

力学系の観点からは，測地線は (単位)接束上の測地流の軌道として捉えられる．特に，負曲率閉

曲面 (多様体)上の測地流のエルゴード性に関連して，G. D. Birkhoff, M. Morse, E. Hopf, D. V.

Anosov 等によって研究された．この場合も測地線論を超えて一般の力学系としての研究は A. N.

Kolmogorov, S. Smale, V. I. Arnold, Ya Sinai, R. E. Bowen, A. B. Katok 等によって 20世紀に大

きく進展したが，測地流はそこで重要な例を与えた．

また，測地線の挙動はRiemann多様体の幾何学的な性質 (特に，曲率)や位相的な性質に深く関連

しており，また直観と結びついているため 20世紀におけるRiemann多様体の幾何学的構造・位相構

造の研究に広く応用された．Cohn-Vossen, H. Hopf, S. B. Myers, H. E. Rauchに始まる大域の微分

幾何学の研究はM. Berger, W. Klingenberg，J. Cheeger, D. Gromoll, 塩浜勝博等に引き継がれて

大きな発展を遂げた．

以下 Riemann幾何学における測地線の研究の歴史についての解説を試みる．第 2節では測地線に

関する基本的な概念や性質について証明抜きで簡単に述べた．詳しいことは多くのテキストがある

ので参照されたい ([B1],[Ch-Eb],[Ga-H-La],[Gr-K-Mey],[Kas],[K2],[Mi],[Sa2],[S], [Shio])．第 3節で

はコンパクト Riemann多様体上の 閉測地線の存在問題を扱った．この問題は Poincaré以来，測地

線論の歴史の中で大域的変分学と結びついて中心的な役割を果たしてきた．第 4節では，双曲的力学

系の発展の中で重要な役割を果たしたコンパクト負曲率空間の測地流について主として述べた．

勿論すべてに亘って述べることは不可能であり，限られた範囲しか扱っていないことをお断りし

たい．Jacobi場や測地 3角形の比較定理とその曲率と位相の関連への応用に関しては多くのテキス

トがありここでは簡単に述べるにとどめた (上記以外に §§2.5 に文献を挙げた．また田中實氏の解説
「測地線論史 I」を参照されたい)．また，Cl 多様体，Blaschke予想，逆問題，幾何学的不等式との

関連についてはそれぞれが大きなトピックであり，ここでは詳しく述べる余裕がないため省略した．

先に触れた Finsler多様体，G空間や，さらに曲率が下或いは上から押さえられた Riemann多様

体の拡張である Alexandrov空間，CAT空間は Riemann多様体の種々の立場での一般化であり，測

地線はやはり大きな役割を果たすがこれらについても殆ど述べることができなかった．

6狭義凸のノルムで定められた幾何．滑らかなMinkowski幾何を局所モデルとする多様体上の幾何が Finsler幾何である．
7D を実射影空間 Pn の部分集合で D = Pn であるか，Pn のアフィン部分空間 An の開凸集合のいづれかであるとす

る．問題は「D 上の完備連続な距離 d(x, y) で，Pn の直線上 (長さに関して）加法的であり，かつ強い意味での 3 角不等式
を満たすようなものを決定せよ」であるが，H. Busemann, A. V. Pogorelov等を経て Z. I. Szabó([Sz])により解決された．
[Ko]第 4章に解説があるが，非常に多くのこのような距離がある．D = Pn の場合すべての直線は同じ長さの閉曲線になる．

8有限コンパクト (有界無限集合は集積点を持つ) 距離空間 (X, d) で次を満たす：(i) 任意の異なる 2 点 x, z に対して
d(x, y)+d(y, z) = d(x, z)を満たす点 z ̸= x, yが存在する．このとき (xyz)と書く． (ii) 任意の p ∈ X に対して ϵ > 0が存在
して，任意の異なる 2点 x, y ∈ Bϵ(p)に対して (xyz)を満たす点 zが存在する． (iii) (xyz1), (xyz2)で d(y, z1) = d(y, z2)な
らば z1 = z2．
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2 Riemann幾何における測地線

2.1 測地線の方程式，第 1変分公式，測地流

(M, g) を滑らかな (特に断らなければ，C∞ 級を意味する)n 次元連結 Riemann 多様体とする

(g(v, v) = ⟨v, v⟩ とも書く)．M の (区分的に) 滑らかな曲線の長さがその接ベクトルのノルムの

積分として与えられ，M の 2点 p, qに対してその距離 d(p, q)が p, qを結ぶ曲線の長さの下限として

定義された．M の 2点 p, q を結ぶ最短線 (その長さが距離 d(p, q)に等しい曲線)を求めようとすれ

ば，変分学の立場からは p, qを結ぶ (区分的に)滑らかな曲線全体のなす空間

Cpq = {c : I = [0, 1] →M | c(0) = p, c(1) = q}

を考え，c ∈ Cpq にその長さ9

L(c) =

∫ 1

0

|ċ(t)|dt (或いはエネルギー積分 E(c) =
1

2

∫ 1

0

|ċ(t)|2dt)

を対応させる汎関数の危点の満たす必要条件（Euler-Lagrange方程式）をまず求める．γ ∈ Cpqとし，区
間 [0, 1]の分割 0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = 1を γ|[ti,ti+1](0 ≤ i ≤ N−1)が滑らかであるように

取って置く．連続写像α : [0, 1]×(−ϵ, ϵ)はα|[ti,ti+1]×(−ϵ,ϵ)(0 ≤ i ≤ N−1)が滑らかで，α(t, 0) = γ(t)

を満たすとき γの変分，αs(t) := α(t, s)と置いて得られる曲線 αs; s ∈ (−ϵ, ϵ)を γの変分曲線という．

X(t) = ∂α(t, 0)/∂s ∈ Tγ(t)M と置けば，X(t)は γ に沿うベクトル場で，変分曲線 s 7→ αs の s = 0

での接ベクトルに対応し，αの変分ベクトル場と呼ばれる．特に α(0, s) = p, α(1, s) = qを満たすと

きは，s 7→ αs ∈ Cpq は γ を通る Cpq の “滑らかな”曲線とみなせる．この場合は X(0) = X(1) = 0

に注意する．まず，一般の変分の場合に dE(αs)/ds|s=0を求めよう．γ ∈ Cpq の任意の変分 αに対し

てX をその変分ベクトル場とするとき，エネルギー積分に対して次の第 1変分公式が成り立つ10：

dE(αs)

ds
|s=0 =

N−1∑
i=1

⟨X(ti), γ̇(ti − 0)− γ̇(ti + 0)⟩

+ {⟨X(1), γ̇(1)⟩ − ⟨X(0), γ̇(0)⟩} −
∫ 1

0

⟨X(t),∇γ̇(t)γ̇(t)⟩dt.

(1)

左辺をDEγ(X)とも書いて，X によるEの第 1変分という．曲線 γの Cpq に属する変分に対応する
変分ベクトル場全体を Cpq の γにおける接空間 TγCpq とみなせば，γ ∈ Cpq が危点の条件「任意の変
分ベクトル場 X ∈ TγCpq に対して dE(αs)

ds |s=00」を満たすには，γ が滑らかで Levi-Civita接続の共

変微分∇を用いて表される微分方程式

∇γ̇(t)γ̇(t) = 0, (2)

9|ċ(t)| =
√
g(ċ(t), ċ(t)) は接ベクトル ċ(t) の長さである．L(c) ≤

√
2E(c) で，等号成立はちょうど c が定速 (|ċ(t)| が

定数) のときである．特に，定速最短線は E の最小値を与え，逆に E の最小値を取る γ ∈ Cpq は定速最短線である．
10パラメータの範囲は便宜上 [0, 1] に取ったが，一般に [a, b] としても同じである．長さ L(c) を対応させる Cpq の関数を
考えた場合は (長さはパラメータの取り方によらないので)γ : [0, 1] →M が弧長に比例するパラメータを持つ (すなわち，定

速) とすれば，
dL(αs)

ds
|s=0 に対して同じ右辺の式を得る．
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の解である11ことが必要十分である．このとき，接ベクトル γ̇u の長さは一定 (定速という)で，|u|
に等しい．局所チャート (U,φ, xa)に関して xa(t) = xa(γ(t))と置くと，(2)は次の形にかける：

d2xa

dt2
= −

∑
j,k

Γa
jk

dxj

dt

dxk

dt
(a = 1, . . . , n; Γa

jkは Christoffelの記号)

これは自分自身に沿って平行な (すなわち，真っ直ぐな)曲線を意味し，この微分方程式を満たす γ

は測地線 (geodesic)と呼ばれる．(2)は 2階の非線形常微分方程式系であり，初期条件 γ(0) = p(=

τMu), γ̇(0) = uを満たす解 γu(t)が唯一つ（局所的に）存在し，γu(t)は tと uに滑らかに依存する．

したがって次を得る．

命題 1. γ ∈ Cpq がエネルギー積分 Eの危点であるための必要十分条件は，γが測地線であることで

ある．特に，γ ∈ Cpq が p, qを結ぶ定速最短線ならば測地線である．

一般には，測地線はすべてのパラメータに対して定義される (すなわち，いくらでも延ばせる)と

は限らない．コンパクトRiemann多様体 (M, g)ならば，任意の測地線はすべてのに対してパラメー

タに対して定義される12．

次に，測地線を力学系の立場から見た測地流について簡単に述べる．測地線はM 上 2階の常微

分方程式系の解であるが，力学系の観点からはこれをM の接バンドル TM(あるいは余接バンドル

T ∗M)におけるベクトル場 (１階の常微分方程式系)の積分曲線とみなす．すなわち t ∈ Rに対して

ϕt : TM → TM を ϕt(u) = γ̇u(t)と定義すれば，これは測地流 (geodesic flow)と呼ばれる TM の局

所 1係数変換群 (ϕt+s = ϕt ◦ ϕs:流れともいう)を定め，対応する TM 上のベクトル場 ξを測地スプ

レーと呼ぶ13．測地流に関しての解説書として [Pa], [Su]を挙げておこう．

TM上のシンプレクティック構造はLevi-Civita接続を用いて次のように記述される：v ∈ TpM ⊂ TM

に対して TvTM の垂直部分 Vv = TvTpM が vを通る τM : TM →M のファイバー τ−1
M (p)(= TpM)

の vにおける接空間として与えられる，他方，ξ ∈ TpM の水平リフト ξ̃ ∈ TvTM を，ξに接するM

の曲線 x(t)(ẋ(0) = ξ)に沿って v を平行移動して得られる v(t)を v を通る TM の曲線と見て，そ

の接ベクトル v̇(0)として定義する．このような水平リフト全体Hv は TvTM の n次元部分空間で，

DτM : Hv → TpM は同型写像を与える．よって，TvTM = Hv ⊕ Vv と直和分解され，TvTM の元

は X̃ = (Xh, Xv)の形に表される
14．例えば，測地スプレーは v ∈ TM で (v, 0)と表される．このと

き TM のシンプレクティック形式 ωは

ω(X̃, Ỹ ) = ⟨Xh, Yv⟩ − ⟨Xv, Yh⟩ (3)

11変分学の立場からは，Lagrangian として TM 上の関数 E(v) = g(v, v)/2; v ∈ TM を取り，Cpq 上の関数 E(c) =∫ 1
0 E(ċ(t))dt(エネルギー積分)の Euler-Lagrange方程式 ∂E(x, ẋ)/∂xi = d/dt(∂E(x, ẋ)/∂ẋi)を Levi-Civita接続の共変
微分を用いて表したものに他ならない．

12この性質を持つ Riemann 多様体 (M, g) は完備であるという．§§2.3 参照．
13古典力学の観点からは TM の LagrangianLの Legendre変換 を考えて，Euler-Lagrange方程式を余接バンドル T ∗M
の標準的なシンプレクティック構造に関する Hamiltonベクトル場に変換する．Lとしてエネルギー E をとれば，Legendre
変換は Riemann計量 g による接バンドル TM と T ∗M との同一視 ♯ に他ならない．このとき，Hamilton関数は T ∗M 上
のエネルギー E(α) = gijαiαj/2 である

14これより，TM,UM 上に g から佐々木計量と呼ばれる Riemann計量が入る．以下 TM,UM の距離 dは佐々木計量か
ら誘導されるものとする．
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によって与えられる．このシンプレクティック構造に関して，エネルギーE(v) = g(v, v)/2をHamil-

tonian とする Hamilton ベクトル場が測地スプレーに他ならない．測地流は TM のシンプレク

ティック形式を保ち，したがって TM の Liouville 測度 Ω := ω ∧ · · · ∧ ω（n 回の外積）を保つ．

E は測地流の第 1 積分なので，測地流のエルゴード性等を考えるときは測地流を M の単位接束

UM = {v ∈ TM | E(v) = 1/2}（あるいは一般に TMe := E−1(e)(⊂ TM), e > 0)）に制限するこ

とが多い．特に，コンパクト（一般に完備）Riemann多様体 (M, g)の場合は，測地流 ϕt はすべて

の t ∈ Rに対して UM 全体で定義され，{ϕt : UM → UM}は UM の微分同相写像の Liouville測

度を保つ 1径数変換群を与える15．

次は，コンパクト Riemann多様体の殆どすべての始方向 vに対して，測地線 γv(t)は t→ ∞につ
れてその方向までこめていくらでも vに近づくことを意味する．一見意外に思われるが，測地流 ϕt

が UM の Liouville測度を保つことの結果である：

命題 2 (Poincaré再帰定理). (M, g)をコンパクト（一般に体積有限の完備）Riemann多様体とする．

このとき殆どすべての v ∈ UM に対して，数列 ti → ∞で lim γ̇v(ti) = vを満たすものが存在する16．

測地線はこの様に変分学・力学系の立場から捉えられるが，Riemann多様体の一点から走る測地

線の挙動を調べるには Riemann幾何学の基本的な知識が必要であり，その挙動には Riemann多様

体の幾何学的な性質（特に，曲率），また位相的な性質が関わる．逆に，測地線は Riemann幾何学

の研究において，常に重要な手法を与え大きな役割を果たしてきた．

2.2 指数写像と正規座標系，Jacobi場，測地線の局所最短性

u ∈ TpM を始方向とする測地線は a ∈ Rに対して γau(t) = γu(at) を満たす．これと UpM,p ∈M

のコンパクト性から，δ > 0 が存在して γu(1) が TpM の原点 0p を中心とする半径 δ の距離閉球

B̄δ(0p)の任意の元 uに対して定義される．exppu := γu(1)と定義することにより，B̄δ(0p)を含む

TpM のある開集合Dで定義された指数写像 expp を得る：

expptu = γu(t), expp 0p = p. (4)

expp|Bϵ(0p) がM の pを含む開集合17B の上への微分同相写像となるように ϵ > 0を選べる．そこ

で，TpM の正規直交基底 {ei}ni=1をひとつ選び，q ∈ Bに対して (expp |Bϵ(op))
−1(q) = xi(q)eiと表

し φ(q) = (x1(q), . . . , xn(q))と定義すれば，微分同相写像 φ : B → Bϵ(0;R
n)を得る． こうして p

の周りの正規座標系と呼ばれる局所チャート (B,φ, xi)が，測地線を用いて与えられた．

指数写像を考えることにより，測地線の局所的最短性が得られる．

定理 3. expp : Bϵ(0p;TpM) → B(⊂M)は微分同相写像であるとする．このとき，任意の q ∈ Bに対

15η を測地スプレーの UM への制限の双対 1 形式とする．これは測地流 ϕt で不変な UM の 1 形式で接触形式と呼ばれ
る．このとき，η ∧ (dη)n を UM の Liouville測度というが，ϕt-不変で UM の佐々木計量の Riemann測度と (定数を除い
て) 一致する

16主張より弱いが，「任意の v ∈ UM の任意の近傍 U に対してある n > 0 が存在して ϕnU ∩ U ̸= ∅」を示しておく：
U, ϕ1U, ϕ2U, . . . , ϕnU, . . .は同じ体積を持つからすべて互いに素ではあり得ない．よって，k > lが存在して ϕkU ∩ϕlU ̸= ∅，
すなわち n = k − l とおけば ϕnU ∩ U ̸= ∅.

17実際，B = Bϵ(p;M);= {x ∈M | d(x, p) < ϵ} である．ここで，Br(x;X) は距離空間 X の x を中心とし半径 r の距
離開球を表す．
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して p, qを結ぶ最短測地線 γ ∈ Cpqが唯一存在し，γは γpq(t) := expp tu;u = (expp |Bϵ(op))
−1(q) (0 ≤

t ≤ 1)で与えられる．特に，expp(Bϵ(op;TpM)) = Bϵ(p;M)である．

Riemann多様体M の指数写像 expp : D(⊂ TpM) → M は，pを始点とする測地線がM 上どの

様に走っていくかを表し，Riemann計量の性質を反映する．その挙動を調べるのに，exppの u ∈ D

における微分D expp(u)を求める．Tu(TpM)を TpM と同一視し，uで v ∈ TpM に接する TpM の

曲線 s→ u+ svを取れば，s→ expp(u+ sv)の s = 0での接ベクトルがD expp(u)vである．さて，

α(t, s) = γu+sv(t) = expp t(u+ sv)は測地線 γuの測地線から成る変分であり，その変分ベクトル場

Y (t) = ∂α/∂s(t, 0)に対して Y (1) = D expp(u)vを得る．一般に，測地線 γ(t)の測地線による変分

αの変分ベクトル場を Y (t)，∇ = ∇γ̇(t) と置くとき，Y (t)は次を満たす：

∇∇Y (t) = ∇∂α/∂t∇∂α/∂t∂α/∂s = ∇∂α/∂t∇∂α/∂s∂α/∂t =

R(γ̇(t), Y (t))γ̇(t) +∇∂α/∂s∇∂α/∂t∂α/∂t = R(γ̇(t), Y (t))γ̇(t).

上のD expp(u)vの場合，Y (t)はさらに初期条件 Y (0) = 0, ∇γ̇(0)Y = vを満たす．測地線 γ(t)に沿

うベクトル場 Y (t)は微分方程式

∇∇Y (t) +R(Y (t), γ̇(t))γ̇(t) = 0 (5)

を満たすとき γ に沿う Jacobi場という．(5)は測地線の方程式を線形化した 2階線形常微分方程式

系で，初期条件 Y (0),∇Y (0)を与えると測地線 γ(t)が定義されている範囲で一意な解を持つ．特に，

測地線 γ(t)に沿う Jacobi場全体は 2n次元ベクトル空間をなす．また，f(t) := ⟨Y (t), γ̇(t)⟩は (4)

より f ′′(t) ≡ 0を満たし，f(t) = ⟨Y (0), γ̇(0)⟩ + ⟨∇Y (0), γ̇(0)⟩tと書け tの 1次式である．これを

D expp(u)vに適用して次の Gaussの補題を得る：

補題 4. expp : D → M を指数写像とする．u ∈ D, v ∈ TpM に対して，Y (t)を γu に沿う初期条件

Y (0) = 0,∇Y (0) = vを満たす Jacobi場とすれば，D expp(u)v = Y (1)であり，次が成立する：

D expp(u)u = γ̇u(1), ⟨D expp(u)v, γ̇u(1)⟩ = ⟨v, u⟩. (6)

特に，⟨v, u⟩ = 0であれば，D expp(u)vは γ̇u(1)に直交する．なお，t > 0に対して D expp(tu)v =

Y (t)/tで，これより limt↓0 Y (t)/t = ∇Y (0) = v.

注意 5. ϕt : TM → TM を測地流とすると，ϕt(u) = γ̇u(t)であった．その微分 Dϕt : TuTM →
Tϕt(u)TM は X̃ = (A,B) ∈ Hu⊕Vu =: TuTM に対してDϕt(X̃) = (Y (t),∇Y (t))で与えられる．こ

こで Y (t)は初期条件 Y (0) = A,∇Y (0) = Bを満たす γuに沿っての Jacobi場である．もし TMe =

{v ∈ TM | E(v) = e}に制限すれば，u ∈ TeM に対して TuTM
e = {(A,B) ∈ Hu ⊕ Vu | A,B⊥u}

に注意すれば，上の Jacobi場は γu に垂直なものを考えることになる．

u ∈ Dで微分D expp(u) : TpM → Texpp(u)
M の階数 rkD expp(u) < nとなるためには，補題 4よ

り γuに沿う恒等的に 0でない Jacobi場 Y で Y (0) = Y (1) = 0となるものが存在することが必要十

分である．さて，pを始点とする測地線 γ に対して，γ に沿う恒等的に 0でない Jacobi場 Y (t)で，
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Y (0) = Y (t0) = 0(t0 > 0)を満たすものが存在するとき，γ(t0)を γ に沿った pの共役点，t0 を p

の共役値，そのような Jacobi場のなすベクトル空間の次元 n(t0)を共役点 γ(t0)の重複度という
18．

上の γu の場合には，pの共役点 expp uの重複度は D expp(u)の零数 (核の次元)に等しい．測地線

の局所最短性から共役点は離散的に現れることを注意しよう．もし，q = γ(l)が γ に沿っての共役

点でなければ，v ∈ TpM に対して Y (0) = 0,∇Y (0) = v を満たす γ に沿った Jacobi場 Y の lにお

ける値 Y (l)を対応させる線形写像 ϕ : TpM → TqM は単射で，従って全単射になる．特に，任意の

w ∈ TqM に対して Y (0) = 0, Y (l) = wを満たす γ に沿った Jacobi場 Y が唯一つ存在する．

次に，測地線 γ : [0, 1] →M の変分 αが与えられたとき，変分曲線 αsに対してエネルギー積分の

第 2変分 d2E(αs)/ds
2|s=0 を求める

19．

命題 6 (第 2変分公式). 測地線 γの変分 αに対する変分ベクトル場をX ∈ TγCpq とする．このとき，
次式が成立する：

d2E(αs)

ds2
|s=0 =

∫ 1

0

{⟨∇X(t),∇X(t)⟩ − ⟨R(X(t), γ̇(t))γ̇(t), X(t)⟩}dt (7)

測地線 γ ∈ Cpq = {c : [0, 1] → M | c(0) = p, c(1) = q}は，Cpq 上のエネルギー積分 E の臨界点で

あった．γ が E の極小値を取るかどうかを調べるために，多変数微分法の場合にならって第 2変分

公式から得られる E のヘッシアンD2E を考える．すなわち，X,Y ∈ TγCpq に対して

D2E(X,Y ) =

∫ 1

0

{⟨∇X(t),∇Y (t)⟩ − ⟨R(X(t), γ̇(t))γ̇(t), Y (t)⟩}dt

=−
∫ 1

0

⟨∇2X(t) + ⟨R(X(t), γ̇(t))γ̇(t), Y (t)⟩dt

+
N−1∑
i=1

⟨∇X(ti − 0)−∇X(ti + 0), Y (ti)⟩

+ ⟨∇X(1− 0), Y (1)⟩ − ⟨∇X(+0), Y (0)⟩

(8)

は TγCpq 上の対称な双 1次形式で，γ の指数形式ともいう（0 = t0 < · · · < tN = 1は∇X の不連続
点を表す）．測地線の局所最短性に関して次が基本的である．

定理 7. γ ∈ Cpq を測地線とするとき，次が成り立つ．

(1)もし，どの γ(t) (0 < t ≤ 1)も γに沿う pの共役点でないならば，Cpq における γの (一様位相

に関する)近傍 U が存在して，任意の c ∈ U に対して L(c) ≥ L(γ)が成り立つ．さらに，等号が成り

立てば cは γ からパラメータ変換によって得られる．

(2) もし，γ に沿う p の共役点 γ(t0), 0 < t0 < 1, が存在すれば，γ の変分曲線 αs が存在して，

L(αs) < L(γ)が十分小さな |s| > 0に対して成り立つ．

測地線 γ ∈ Cpq に対して，q = γ(1)が pの共役点でないための必要十分条件は γ の指数形式D2E

が非退化となることであった．さらに γの指数形式D2Eの退化空間は γに沿った Y (0) = Y (1) = 0

18q = γ(t0) が γ に沿う p の共役点ならば，p は γ−1 に沿う q の共役点である．
19パラメータの範囲は [0, 1] としているが, 任意の [a, b] に対しても同様に成り立つ．
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を満たす Jacobi場全体からなり，その次元（零数）nullγは q = γ(1)の共役点としての重複度に等し

い．D2Eの指数 indγは TγCpq の部分空間でその上でD2Eが負定値となるようなもののうち極大と

なる部分空間の次元として定義される．TγCpq を折れ線からなる有限次元多様体で近似することによ
り，indγは有限でD2Eの負の固有値の重複度を込めた総数に等しいことが分かる．指数は Cpq 上の

関数Eの危点 γに関する不変量としてMorse理論で重要な役割を果たす．なお ind0γ := indγ+nullγ

を γ の拡大指数 (extended index)という．

次のMorse指数定理は，指数を共役点を用いて表すことが出来ることを主張する．

定理 8. (M, g)をRiemann多様体，γ : [0, 1] →Mを p, qを結ぶ測地線とする．γ(s1), . . . , γ(sk) (0 <

s1 < · · · < sk < 1)を γ | (0, 1)に沿っての pの共役点，n(sj) (j = 1, . . . , k)を γ(sj)の重複度とす

る．このとき γ の指数 indγ は有限で

indγ =

k∑
j=1

n(sj), (9)

すなわち，γ の指数は γ | (0, 1)に沿っての pの共役点の重複度を込めた個数に等しい．

第 2変分公式には断面曲率が現れており，断面曲率の言葉で測地線の指数を評価することができ

る：(M, g)の断面曲率K は 0 < δ ≤ K ≤ 1を満たすとする．このときM を定曲率 1, δの球面と比

較することにより次を得る（Morse-Schoenberg比較定理; k ∈ N）：

L(γ) < kπ ⇒ ind0γ ≤ (k − 1)(n− 1)

L(γ) ≤ kπ ⇒ indγ ≤ (k − 1)(n− 1)

L(γ) > kπ/
√
δ ⇒ indγ ≥ k(n− 1)

L(γ) ≥ kπ/
√
δ ⇒ ind0γ ≥ k(n− 1).

2.3 完備性 (Hopf-Rinowの定理)

一般には測地線はすべてのパラメータに対して定義される（無限に伸ばせる）とは限らないし，与

えられた 2点を最短測地線で結ぶことがいつでもできるわけではない (すなわち，一般には指数写像

expp : D → M の定義域はD = TpM とは限らないし，またM の上への写像であるとも限らない)．

例えば，(Rn, gcan)から原点 0を除いたリーマン多様体M に対して，x( ̸= 0)と −xを結ぶ最短線

は存在しない．しかし，これは無理に 1点を除いたためで，(M,d)は距離空間として完備ではない．

(M,d)が完備な Riemann多様体は次のような良い性質を持つことが分かる (Hopf-Rinowの定理)：

定理 9. 連結Riemann多様体 (M, g)に対して，次の (1) ∼ (6)は同値であり，このとき gは完備リー

マン計量20であるという．

(1) (M,d)は完備である (任意の Cauchy列は収束列である)．

(2) 任意の点 p ∈ M に対して次が成り立つ：任意の u ∈ TpM に対して測地線 γu(t)はすべての

t ≥ 0に対して定義され，expp は TpM 全体で定義される．
20完備性の概念は Riemann多様体の大域的な性質が興味を持たれるようになった段階で初めて明確になった．H. Hopfは
その先駆者であるが，[Ho-Ri] では曲面の場合に示された．一般の Riemann 多様体に対しては [My2] で示された．

9



(3) ある点 p ∈M に対して次が成り立つ：任意の u ∈ TpM に対して測地線 γu(t)はすべての t ≥ 0

に対して定義され，expp は TpM 全体で定義される．

(4) 任意の点 p ∈M に対して次が成り立つ：B̄r(p;M)(= {q ∈M | d(p, q) ≤ r}は任意の r > 0に

対してコンパクトである．

(5) ある点 p ∈M に対して次が成り立つ：B̄r(p;M)は任意の r > 0に対してコンパクトである．

(6) 測地流 (UM,ϕt)がすべて t ∈ Rのに対して UM 全体で定義される．

完備連結多様体M の任意の 2点を結ぶ最短測地線が存在し，各点 p ∈ M での指数写像 expp は

TpM 全体からM の上への写像である．特に，M がコンパクトならばM 上の任意の Riemannは完

備であり，直径 d(M) = sup{d(p, q) | p, q ∈M} < +∞で d(M) = d(p, q)を満たす点 p, q ∈M が存

在する．

以下，Riemann多様体 (M, g)は完備である場合のみ考える．まず点 p ∈ M を始点とする測地線

の挙動を調べよう．u ∈ UpM を始方向とする正規測地線 γu は，十分小さな t > 0に対して γu|[0,t]
が pと γu(t)を結ぶ (パラメータを除き唯一の)最短線であるという性質を持つ．しかし，tが例えば

M の直径 d(M)を超えれば γu|[0,t] は最短線ではない．そこで，u ∈ UpM に対し

ip(u) := sup{t > 0 | γu|[0,t]は pと γu(t)を結ぶ最短線である } (10)

と置く．このとき，次が成り立つ．

補題 10. 完備リーマン多様体に対して ip(u) < +∞ならば，t0 = ip(u)と置くとき，γu|[0,t0]は最短
線で，次のいずれかが成り立つ：

1. γu(t0)は γu|[0,t0] に沿って pの第 1共役点である．

2. v ∈ UpM,v ̸= uが存在して，γu(t0) = γv(t0)を満たす．

逆に，u ∈ UpM に対して γu|[0,t0] が最短線で，(1)か (2)が成り立てば t0 = ip(u)である．さらに，

UM ∋ u 7→ ip(u) ∈ R+ ∪ {+∞}は連続である．

さて，p ∈M に対して ip(u) < +∞のとき，expp ip(u)u = γu(ip(u))を γu に沿う pの切断点 (最

小点)といい，pの切断点全体の集合 Cp を pの切断跡 (cut locus)という．また，ip(u)u ∈ TpM を

γuに沿う pの接切断点 (接最小点)といい，pの接切断点全体の集合 C̃pを pの接切断跡 (tangent cut

locus)という．(Rn, gcan)や (Hn, gcan)では，任意の点 pに対して Cp = ∅である．(Sn, gcan)では

Cp = {−p}は pの対蹠点からなり，(RPn, gcan)では Cp = {q ∈ RPn | d(p, q) = π/2}は全測地的
超平面として与えられる実射影超平面RPn−1 である21．

q ∈M \Cpは pと唯一の最短正規測地線22で結べ，q ∈ Cpが pと唯一の最短正規測地線 γで結ば

れれば，γ に沿っての pの第 1共役点である．さて

Ĩp := {tu | 0 ≤ t < ip(u), u ∈ UpM}
21この事実は階数 1 のコンパクト正曲率対称空間である一般体上の射影空間 KPn に対しても成立する．球面やこれらの
射影空間の標準的な Riemann 計量に関してすべての測地線は同じ長さの閉測地線になる．

22正規とは弧長をパラメータに持つ測地線を意味する．
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とおき，Ip := expp Ĩp を pの内部集合という．このとき expp |Ĩp
: Ĩp → M \ Cp は微分同相写像で

あることは容易に分かる．特に，Ip =M \Cpは n次元開円板に同相であり，また expp(∂Ĩp) = Cp

で，Cp は閉集合である．

M がコンパクトならば，Ĩp の境界 ∂Ĩp = C̃p は Sn−1 に同相で，M は p の切断跡 Cp に写像

expp : C̃p → Cp により n次元円板を接着させて得られる．また，Cp はM \ {p}の強変位レトラク
トになっている．このように，Cp はM の位相の本質的な部分を含むといえる．

p ∈ M に対し，ip := infu∈UpM ip(u)をM の pにおける単射半径という．これは pにおける正

規座標近傍の大きさを表し，pを始点とする測地線の第 1共役値の最小値と，pを基点とする自明

でない測地ループ23の長さの最小値の小さい方で与えられる．完備リーマン多様体M の単射半径は

iM := infp∈M ipで与えらる．一般には iM = 0となり得るが，M の正規座標近傍の大きさの一様な

評価を与え，計量構造と多様体の構造の関連を調べる際に重要な役割を果たす．特に，M がコンパ

クトならば iM は正で，M の測地線の第 1共役値の最小値と自明でない閉測地線24の長さの最小値

の小さい方で与えられる．

関連して次が成り立つ (ϵ = iM と取れる)：

• M をコンパクトRiemann多様体とすると，正数 ϵ = ϵ(M)で次の性質をもつものが存在する：

任意の 2点 p, q ∈M が d(p, q) < ϵを満たせば，p, qを結ぶ最短測地線が唯一つ存在し，p, qに

滑らかに依存する．特に，d2(p, q)は {(p, q) ∈M ×M | d(p, q) < ϵ}上滑らかな関数である．

2. 4 Jacobi場と測地 3角形の比較定理

完備端連結定曲率 kのリーマン多様体Mn
k は最も標準的なリーマン多様体であり，その上の測地

線やヤコビ場の挙動はよく分かっている．n次元リーマン多様体M の断面曲率K が定数 δ(∆)に対

して，常にK ≥ δ(K ≤ ∆)を満たすとき，或いはリッチ曲率 ρ(u)が常に ρ(u) ≥ (n− 1)δを満たす

とき，M の幾何学的量を定曲率空間の対応する量と比較する H. E. Rauchに始まる比較定理と呼ば

れる手法がある．以下関数 sδ を次で与える：

sδ(x) = sin(
√
δx)/

√
δ (δ > 0), s0(x) = x, sδ(x) = sinh(

√
−δx)/

√
−δ (δ < 0).

• M の断面曲率はK ≥ δを満たすとする．正規測地線 γ : [0,∞) →M に沿う p = γ(0)の第１共

役値を t0とすれば，0 < t0 ≤ π/
√
δである25．γ に沿う γ に垂直なヤコビ場 Y (t)が Y (0) = 0

を満たせば，t→ |Y (t)|/sδ(t)は 0 < t < t0 で単調減少であり，特に次が成立する：

|Y (t)| ≤ |∇Y (0)|sδ(t), 0 ≤ t ≤ t0. (11)

• K ≤ ∆とし，γ, Y (t)は (1)の通りとする．このとき，t0 ≥ π/
√
∆で，t → |Y (t)|/s∆(t)は

23測地線 γ : [0, l] →M は γ(l) = γ(0) を満たすとき測地ループ，γ(l) = γ(0), γ̇(l) = γ̇(0) を満たすとき閉測地線である
という．これらは自明な点曲線を含む．

24測地線 γ : [0, l] →M は γ(0) = γ(l), γ̇(0) = γ̇(l) を満たすとき閉測地線であると云う．
25δ ≤ 0 の場合は，π/

√
δ = +∞ と考える．∆ ≤ 0 の場合も同様．
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0 < t < π/
√
∆で単調増加である．特に次が成立する：

|Y (t)| ≥ |∇Y (0)|s∆(t), 0 ≤ t ≤ π/
√
∆. (12)

• M のリッチ曲率 ρ(u) ≥ (n − 1)δ とし，γ は (1)の通りとする．このとき，0 < t0 ≤ π/
√
δ

で，超曲面 Nt := expp{v ∈ TpM | |v| = t}の γ(t)における面積要素26θ(t)dSn−1 に対して，

t→ θ(t)/sn−1
δ (t)は 0 < t < t0 で単調減少である．特に次が成立する：

θ(t) ≤ sn−1
δ (t), 0 ≤ t ≤ t0. (13)

また，p ∈M からの距離関数を r(q) = d(p, q)とするとき，その Laplacianに対して

∆r(q) ≥ −(n− 1)(cδ/sδ)(r(q)); q ∈ Ip \ Cp.

が成り立つ．特に，ρ(u) ≥ 0なら∆r(q) ≥ −(n− 1)/r(q); q ∈ Ip \ Cp である.

応用として，測地 3角形やヒンジ (hinge)に関する比較定理がある．Riemann多様体M の測地 3

角形 T とは，M の頂点と呼ばれる異なる 3点 {pi}3i=1と，辺と呼ばれる pi+1, pi+2を結ぶ最短測地線

γi (i = 1, 2, 3で 3を法として考える)からなる図形である．頂点 pi (i = 1, 2, 3)において γi−1, γ
−1
i+1(の

始方向)がなす角 αi を 3角形 T の角という．M の断面曲率が K ≥ δ や K ≤ ∆を満たすとき，Tδ

や T∆で完備単連結定曲率モデル平面M2
δ やM2

∆の T と同じ辺長を持つ測地 3角形を表す27．次に，

M のヒンジ (測地 2辺形)H = H(p; γ, τ)とは，頂点 pと，それぞれ p, q; p, rを結ぶ 2本の最短測地

線分 γ, τ からなる図形で，γ, τ が pでなす角をH の角という．定曲率モデル平面M2
δ で，H と同じ

辺長と角をもつヒンジをHδ で表す．測地 3角形は 3つのヒンジを与え，ヒンジH の 2辺の終点 q, r

を最短測地線で結んで閉じれば測地 3角形 TH を得る．このときM の測地 3角形とヒンジに関して

次が成り立つ (dimM ≥ 2とする)．

• (Rauch 比較定理)完備連結 Riemann 多様体 M は K ≤ ∆ を満たすとする．M の測地 3 角

形 T で次の条件を満たすものを考える：T は各頂点の内部集合に含まれ，その周長 l(T ) は

l(T ) < 2π/
√
∆を満たすとする (∆ ≤ 0ならこの条件は不要)．このとき，対応するM2

∆ の測

地 3角形 T∆が存在して，その角を α∆
i (i = 1, 2, 3)とするとき，αi ≤ α∆

i (i = 1, 2, 3)が成り立

つ．同様に，M のヒンジH で次の条件を満たすものを考える：H を閉じて得られる測地 3角

形 TH は頂点 pの内部集合に含まれ，周長は l(TH) < 2π/
√
∆を満たす．このときM2

∆で，同

じ辺長と角を持つヒンジ H∆ = (p̃; γ̃, τ̃)を考えれば，d(q, r) ≥ d(q̃, r̃)を満たす (q̃, r̃はそれぞ

れγ̃, τ̃の終点である)．

• (Toponogov比較定理)完備連結 Riemann多様体M はK ≥ δを満たすとする．このとき，M

の測地 3角形 T に対してその周長は l(T ) ≤ 2π/
√
δを満たす．また，対応するM2

δ の測地 3角

26TpM の正規直交基底 {e1 = γ̇(0), e2, . . . , en} に対して，Yi (2 ≤ i ≤ n) を Yi(0) = 0,∇Yi(0) = ei を満たす Jacobi
場とするとき，θ(t) = (det(⟨Yi(t), Yj(t)⟩)2≤i,j≤n)

1/2 で与えられる．
27完備単連結定曲率モデル空間 Mn

k の任意の測地 3 角形 (ヒンジ) は，M2
k に等長的な 2 次元全測地的部分多様体に含ま

れるので，Mn
k のモデル 3 角形 (ヒンジ) はM2

k で考えてよい．
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形 Tδ が存在して，その角を αδ
i (i = 1, 2, 3)とするとき αi ≥ αδ

i (i = 1, 2, 3)が成り立つ．同様

に，M のヒンジ H に対して，同じ辺長と角を持つM2
δ のヒンジ Hδ = (p̃; γ̃, τ̃)を考えれば，

d(q, r) ≤ d(q̃, r̃)を満たす (q̃, r̃はそれぞれγ̃, τ̃の終点である)．

• n(≥ 2)次元完備連結Riemann多様体Mnは ρ(u) ≥ (n− 1)δを満たすとする．このとき，次の

Bishop-Gromovの定理が成立する (vnδ (r)はモデル空間Mn
δ の半径 rの距離球の体積を表す)：

(1) volBr(p;M) ≤ vnδ (r) (δ > 0ときは r ≤ π/
√
δとする)であり，等号はBr(p;M)がモデル空

間Mn
δ の半径 rの距離球に等長的なとき，かつそのときに限り成立する．特に δ > 0 の場合，

volM ≤ vnδ (π/
√
δ) = volSn(δ) で，等号はM が球面 Sn(δ)に等長的なときかつそのときに限

り成立する．

(2) r → volBr(p;M)/vnk (r)はすべての r ≥ 0に対して単調減少である．特に，任意の 0 ≤ r ≤ R

に対して次が成り立つ：

volBR(p)

vnδ (r)
≤ volBR(p)

volBr(p)
≤ vnδ (R)

vnδ (r)
≤ vnδ (R)

volBr(p)
.

2. 5 切断跡と単射半径評価

切断跡 (cut locus)の概念は最初，凸曲面に対して H. Poicaré ([Po])により，一般の場合 J. H. C.

Whitehead ([Wh])によって導入された．S. B. Myersは解析的な閉曲面 S に対して 1点 pの切断跡

Cpの構造を詳細に調べ，Cpは有限グラフの構造を持つことを示した．その端点は pの共役点で，p

に向かって反り返った pの第一共役跡の尖点になっている．また向き付け可能のときはグラフとし

ての第 1Betti数は Sのそれに等しい．特に単連結の場合は Cpは樹 (tree: 1点の場合を含む)である

([My2])28. その後，M. Bergerと共に球面定理の証明に取り組んだW. Klingenbergは切断跡を取り

上げ単射半径の評価を与えたが，切断跡は多様体の位相構造と密接に関連することもあり再び多く

の人の興味を引くことになった．

例えば，次は F. Warnerによる ([War])：

• 包含写像 ι : Cp ↪→M はホモトピー群の間の同型写像 ι∗ : πi(Cp, q) → πi(M, q) (1 ≤ i ≤ n−2)

および全射 ι∗ : πn−1(Cp, q) → πn−1(M, q)を導く．

• ホモロジー群・コホモロジー群に関しては同型写像

ι∗ : Hi(Cp, Z) → Hi(M, Z) (ι∗ : Hi(M, Z) → Hi(Cp, Z)); 1 ≤ i < n− 1

を得る．もし，M が向き付け可能ならば i = n− 1に対しても ι∗, ι
∗は同型写像になる．M が

向き付け不可能の場合には，次の完全系列が成立する：{
0 → Z → Hn−1(Cp, Z) → Hn−1(M, Z) → 0

0 → Hn−1(M, Z) → Hn−1(Cp, Z) → Z → 0.

なお，Hn(Cp, Z) ∼= 0 ∼= Hn(Cp, Z)である．
28２次元完備 Riemann 多様体における測地線や切断蹟については [Shi-Shio-Ta] に詳しい解説がある．
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測地線 γ に沿って p = γ(0)の切断点 q = γ(t)は pの (第 1)共役点であるか，p, qを結ぶ他の最短

線が存在するような点であった．Q̃1
p で pを始点とする測地線に沿った pの第 1接共役跡 (第 1接共

役点の集合)，Q1
p := expp Q̃

1
p を pの第 1共役跡とする．一般には，切断跡 Cp と Q1

p の関係は簡単

ではない．

• F. Warner はMorse理論を用いて次を示した：

M を完備単連結Riemannian多様体，p ∈M とする．もし，任意のw ∈ Q̃1
pの重複度 n(w) ≥ 2

ならば，C̃p = Q̃1
pである (特に，Cp = Q1

p)である．逆に，Cp = Q1
pならばM は単連結である．

• A. Weinsteinは S2以外の任意のコンパクト多様体M に対して，Riemannian計量 gで，ある

点 p ∈M に対して Q1
p ∩ Cp = ϕ であるようなものを構成した ([We2])．S2 の場合は，任意の

Riemannian計量と任意の点 p ∈ S2 に対して Cp ∩Q1
p ̸= ϕである．

1 点の切断跡 Cp を具体的に定めるのは容易でない．コンパクト対称空間・ある種の斉次空間

([Sa2],[Sa3],[Tak])，回転面のクラス ([Ta3])，楕円面を含む Liouville多様体のクラス等 ([It-Ki1],

[It-Ki2])の場合は詳細な構造が知られている．また，切断跡Cpの構造について J. J. Hebda, V. Ozol,

K. Sugahara, J. Itoh, Itoh-Tanaka等の多くの研究がある．例えば Cp の Hausdorff次元は整数であ

ることが知られている ([It-Ta1])．また，Alexsandrov曲面の１点の切断蹟については [Shi-Ta]を参

照されたい．

一般のコンパクト多様体の 1点の切断跡の構造に関しては，M. Buchnerは実解析的な Riemann

多様体場合は 3角形分割可能なことを示した ([Buc1])．特異点理論と関連して次が知られている：コ

ンパクトな多様体上の一般的な Riemann計量に対して，1点 pの切断跡は 3角形分割可能になり，

Riemann計量の変形に関して安定である ([Wa])．また，Weinsteinは一般的な Riemann計量に対し

て，1点の共役跡の局所構造を定め ([We2])，Buchnerは 6次元以下の場合の一般的なRiemann計量

に関する切断跡の局所構造の分類を行った ([Buc2])．

他方，H. Gluck–D. Singerは任意の C∞級多様体M とその任意の点 p ∈M に対し，M 上の C∞

級 Riemann計量で Cp が 3角形分割可能でない様なものを構成できることを示し，さらにR3 の凸

回転閉曲面でその空でない開集合の点の切断跡が 3角形分割可能でない例を構成した ([Gl-Si]).

完備 Riemannian多様体 (M, g)に対して，点 pからの距離関数 f := dp (dp(x) := d(p, x)) は最も

基本的な関数であり，各 q(̸= p)において任意の ξ ∈ UqM に対して，第 1変分公式より方向微分

f ′q(ξ) = − cosα,

を持つ：ここで，αは ξと qから pへの (弧長パラメータの)最短測地線のなす角の下限である. q(̸= p)

が pの切断跡 Cpに属さなければ, p, qを結ぶ唯一本の正規最短測地線 γ が存在し，dpは qで微分可

能でその勾配ベクトル ∇dp(q)は γ̇(l), l = d(p, q)で与えられる．特に，|∇dp(q)| = 1である. 他方

q ∈ C(p)の場合は，dp は qで微分可能とは限らない.

さて，q(̸= p)が f = dp の危点であることを次のように定義する：任意の ξ ∈ UqM に対して qか

ら pへの最短測地線 γ でその始方向が ξ と角 α ≤ π/2をなす (⟨γ̇(0), ξ⟩ ≥ 0)．危点 q(̸= p)は pの

切断跡の元で，そこでは f は微分可能でないことに注意されたい (なお，pはの唯一の f の最小点で
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あり，f の危点であると考える)．また，q(̸= p)が f の危点でないことは，q から pへの (弧長パラ

メータの)最短測地線の始方向ベクトルの集合がの開半空間に含まれることを意味する．危点の概念

は Grove–Shiohama, M.Gromov([Gro-Shi], [G3])等による.

q が危点でなければ，−f に対する擬勾配ベクトル場を構成して q の近傍をM のアイソトピーに

よって pに近づけることができる．これはMorse理論で危点を含まない場合の dp のレベルの変形

に対応し，Riemann幾何学における曲率と位相の関連に関して重要な役割を果たした ([Ch2], [Gro],

[Gro-Pe]). 他方，危点を通過する時の dpのレベルの変化を調べるには，一般的な Riemannian計量

に関する pの切断跡 Cp の構造を理解する必要があるが，よく分かっていない．

次に単射半径評価について述べる．完備Riemann多様体Mの p ∈Mにおける単射半径 ip = ip(M)

は sup{r > 0; expp | Br(p)は微分同相 }に等しく，M の単射半径 iM := inf{ip; p ∈M}は正規座標
系が有効な距離球の大きさの一様な評価を与える．M がコンパクトなら iM > 0であるが Riemann

不変量によるその評価は，曲率と位相の問題で重要な役割を果たした：まず，Klingenbergは球面定

理の証明に際して次の単射半径 i(M)の評価を与えた：

• M をコンパクト単連結偶数次元Riemann多様体でその断面曲率が正定数∆に対して 0 < Kσ ≤
∆を満たすとする．このとき iM ≥ π/

√
∆が成り立つ．

しかし，奇数次元の場合は Berger球面の場合 δ ≤ Kσ ≤ 1で δ < 1/9ならば iM < π となるので，

iM ≥ πとなるには δ/∆がある正定数で下から押えられている必要がある29．Klingenbergはまた閉

曲線の空間におけるMorse理論を用いて次を示した：

• M をコンパクト単連結Riemann多様体でその断面曲率が正定数 δ,∆に対して δ ≤ Kσ ≤ ∆を

満たすとする．このとき δ/∆ > 1/4ならば iM ≥ π/
√
∆が成り立つ．

Bergerの剛性定理の証明では，δ/∆ ≥ 1/4の仮定の下で単射半径評価 iM ≥ π/
√
∆を得る必要が

あった．Klingenbergの与えた最初の証明は理解が難しかったが，その後 [Ch-Gr],[K-Sa]による証明

がある．さらに U. Abresh–W. Meyerは δ/∆ ≥ 1/4− ϵの場合に単射半径評価を改良し，球面定理

に応用した:

• M をコンパクト単連結Riemann多様体でその断面曲率が正定数 δ,∆に対して δ ≤ Kσ ≤ ∆を

満たすとする．このとき δ/∆ > 0.117ならば iM ≥ π/
√
∆が成り立つ．

一般に，単射半径は Riemann多様体の次元，断面曲率の範囲，直径の上限，体積の下限によって

下から評価されることが J. Cheegerによって示された ([Ch1])．Mn をコンパクト Riemann多様体

とする．δ ≤ Kσ ≤ ∆が成り立てば，単射半径の下からの評価について

• iM ≥ min{π/
√
∆, π(VolM/αn) · (sδ(min(d(M), π/2

√
δ)))1−n}

が成り立つ．ここで αn は定曲率 1の球面 Sn の体積を表す．これは断面曲率の範囲，直径の上限，

体積の下限を与えたとき，これ等を満たす n次元コンパクト Riemann多様体の位相に関する有限性

定理で基本的な役割を果たす．

29斉次正曲率多様体の分類に関する Allof–Wallach等による例から δ ≤ Kσ ≤ 1で δ < 16/29 · 37なら iM を下から正定
数で抑えることはできないことが分かる．
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測地線や距離球に関する比較定理 (§§2.4)や単射半径評価は，Riemann多様体の幾何学的な性質

(特に，曲率)と位相的な性質の関連を問う大域 Riemann幾何学で重要な役割を果たしたが，詳しい

ことは先に挙げたテキストや [Kar],[Kas],[Ch2],[F],[Shi],[Ba5]等を参照されたい．

2. 6 例

ここでは例として楕円面の測地線について述べる．楕円面の測地線の研究は Jacobi([J])に始まる

が，詳しい証明等は [K2],[It-Ki1],[It-Ki2],[B3],[B4]等を参照されたい．

a > b > c > 0に対してR3 内の楕円面M =M(a, b, c)：

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1

を考えよう．まず，座標平面との交線として得られる 3つの主楕円はEの閉測地線を与える (これ等

の楕円の平面曲線としての法ベクトルが楕円面の法ベクトルを与える)．それ以外の測地線を調べる

のに，M の楕円座標系 (u, v)が便利である．M の 3つの主楕円以外の点 (x, y, z)を通ってちょうど

1個づつの一葉双曲面と二葉双曲面

H1
u :

x2

a− u
+

y2

b− u
+

z2

c− u
= 1 (u ∈ (c, b);一葉双曲面)

H2
v :

x2

a− v
+

y2

b− v
+

z2

c− v
= 1 (v ∈ (b, a);二葉双曲面)

が通っている．これを u, vについて解くと

x2(u, v) =
a(a− u)(a− v)

(a− b)(a− c)
, y2(u, v) =

b(b− u)(v − b)

(a− b)(b− c)
, z2(u, v) =

c(u− c)(v − c)

(a− c)(b− c)

で，これ等 2つの双曲面と楕円面の (座標平面に関して対称な) 8個の交点を与えている．なお，u =

c(v = a) の場合は z = 0(x = 0)で xy(yz)-平面と楕円面の交線である主楕円を表す．u = bまた

は v = bの場合は xz-平面と楕円面の交線である主楕円を表す．楕円座標 (u, v)に関して線素は

ds2 = (v − u)(Udu2 + V dv2); U =
u

4(a− u)(b− u)(u− c)
, V =

v

4(a− v)(v − b)(v − c)

で与えられる．次の事実が以下重要な役割を果たす：

• M は 4つの臍点 (umbilic：主曲率が等しい点)を持つ．これらは (u, v) = (b, b)に対応する点

で，主楕円 y = 0上にあり x2 = a(a − b)/(a − c), y = 0, z2 = c(b − c)/(a − c)で与えられる．

それらはまた xz-平面上の双曲線 x2/(a− b)− z2/(b− c) = 1と楕円面の交点にもなっている．

• u-曲線，v-曲線がM の曲率線 (接ベクトルが主曲率方向)を与える．

• M の Gauss曲率はK(u, v) = abc/u2v2 で与えられ次を満たす．

minK =
c

ab
= K(a, b) ≤ K(a, v) ≤ b

ac
= K(a, c) ≤ K(u, c) ≤ K(b, c) =

a

bc
.
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• 楕円座標 (u, v)に関し，(座標平面を通らない)測地線に対して (c, b)または (b, a)に属する定

数 µが存在して √
U√

µ− u
u̇∓

√
V√

v − µ
v̇ = 0

を満たす．このとき µ = (v − u)(vUu̇2 + uV v̇2) である．

これより，測地流は TM で次の 2つの第 1積分を持つ：

E(u, v, u̇, v̇) = (v − u)(Uu̇2 + V v̇2)/2, F (u, v, u̇, v̇) = (v − u)(vUu̇2 + uV v̇2).

測地流 ϕt を T ∗M で考えれば，上の第 1積分は次の形に書ける：

E∗(u, v, α, β) =
1

2(v − u)

(
α2

U
+
β2

V

)
, F ∗(u, v, α, β) =

1

v − u

(
vα2

U
+
uβ2

V

)
.

このとき，µ ∈ (c, b)または (b, a)に対して決まる U∗M の ϕt 不変集合 {F ∗ = µ}は 2つの互いに

交わらないトーラス T±
µ よりなる (±は軌道の向きに応じて決まる)．ϕt の T±

µ における軌道を射影

τ∗ : U∗M →M で写したものがM の F = µを満たす測地線 γ を与える．

µ ∈ (c, b)の場合，測地線 γ は u = µで定義される 2つの v-曲線 (M と一葉双曲面 H1
µ との交線)

の間を振動しながら z軸の周りに単調に巻きつく．T±
µ は z軸の周りを回る向きによって区別される．

なお，µ→ cのとき，T±
µ は z = 0で定義される主楕円 γz=0(最長のもの)の単位接ベクトル (向きに

応じて 2つある) からなる 2つの円周のどちらかに退化する．

次に µ ∈ (b, a)の場合，測地線 γ は v = µで定義される 2つの u-曲線 (M と二葉双曲面 H2
µ との

交線)の間を振動しながら x軸の周りに単調に巻きつく．T±
µ は x軸の周りを回る向きによって区別

される．なお，µ → cのとき，T±
µ は x = 0で定義される主楕円 γx=0(最短のもの)の単位接ベクト

ル (向きに応じて 2つある) からなる 2つの円周のどちらかに退化する．

さらに，T±
µ の座標系を適当に選んで，測地流 (の T±

µ への制限)は単位正方形から得られる平坦

トーラスの直線流と同値になり，その傾き ω = ω(µ)は µのみによって決まり楕円積分を用いて表す

ことが可能である．P (t, µ) = t(t− µ)(c− t)(b− t)(a− t)とおくとき

ω(µ) = ±
∫ a

b
{t/

√
P (t, µ)}dt∫ µ

c
{t/

√
P (t, µ)}dt

(µ ∈ (c, b)), ω(µ) = ±
∫ b

c
{t/

√
P (t, µ)}dt∫ µ

b
{t/

√
P (t, µ)}dt

(µ ∈ (b, a))

と表される．特に，ω(µ)が有理数ならば対応する測地線はすべて同じ長さの閉測地線となる．ω(µ)

は µに関して狭義単調減少で，µ ∈ (c, b)(µ ∈ (b, a))ならば ω(µ) > 1(ω(µ) < 1)で limµ→b ω(µ) = 1

を満たすことが分かる．

最後に，U∗M の ϕt不変集合 {F ∗ = b}は τ∗ : U∗M →M でM に写したときM の臍点を通る様

な測地線となる ϕt の流線からなる．特に．{F ∗ = b}は中間主楕円 γy=0(楕円面と xz-面の交線)の

単位接ベクトルからなる (向きに応じて 2つある)円周を含み，これらが ϕt の U∗M ∩ {F ∗ = b}に
おける周期点の全体を与える．それ以外の ϕt の軌道はM における直径端点の関係にある 2組の臍

点の対 {q, q′},{r, r′}のうちの一対を通る測地線に対応する．これらの測地線は qから q′を経て qに

戻る (あるいは rから r′を経て rに戻る)同じ長さの測地ループを与えるが，閉測地線にはならない．

これ等を用いて以下が成立することが分かる：
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• 最短主楕円 γx=0および最長主楕円 γz=0は安定
30閉測地線であり，γx=0は指数 1，γz=0は 3以

上の奇数を指数として持つ．中間主楕円 γy=0 は双曲的で指数 2を持つ．

• 測地流 (ϕt, UM)の周期点は UM で稠密である．

• 3つの主楕円は単純閉測地線を与えるが，それ以外に単純閉測地線が存在するための条件が知

られている．例えば，Gauss曲率K がminK : maxK ≥ 1/16(すなわち a ≤ 4c) を満たせば，

主楕円以外の単純閉測地線は存在しない．

• 臍点の切断跡はそれと直径端点に位置にある臍点 1点からなる．それ以外の点 pの切断跡Cpは

その直径端点を中心とする曲率線からなる線分で，端点は共役点である. 第 1共役跡はそれ以

外に 2つ計 4つの尖点を持つ (The last geometric statement of Jacobi)．証明は [It-Ki2]参照．

• さらにM. Morseにより次が知られている：任意の L > 0に対して ϵ > 0が存在して，1− ϵ <

c < b < a < 1 + ϵを満たす楕円面M =M(a, b, c)の主楕円以外の閉測地線は長さ ≥ L以上を

持つ．

上の楕円面の場合 UM で考えた測地流の周期点は UM で稠密であった (球面の定曲率の計量の場

合は周期点の集合は UM に一致した．また，§§4.2 で見るが，コンパクト負曲率多様体の測地流の周
期点も UM で稠密である)．しかし，一般にはそうではないことを A. Weinsteinが示した ([We3])．

以下それについて説明する．定曲率K ≡ 1の回転面は xz-平面の曲線

x = a cosu, z = ±
∫ u

0

√
1− a2 sin2 tdt; 0 ≤ u ≤ π/2

を z 軸の周り回転して得られることが知られている．a = 1の場合は単位球面であるが，0 < a < 1

の場合は紡錘形 S で 2つの頂点 (z軸との交点) を特異点 (錐点)として持つ．いま十分小さな ϵ > 0

を取り，0 ≤ u ≤ π/2− ϵで定義される S の部分M ′(S から 2つの頂点を中心とするキャップを除い

た部分)を考える．回転面の測地流もエネルギー以外に (Clairaut)第 1積分 F を持ち31，測地線の挙

動は F を用いて調べることができ，次が成り立つことが分かる．

µ2 = a2を除いて UM ∩ {F = µ}の流線は平坦トーラスの傾き ω(µ)の直線流に同値であり32，今

の場合 ω(µ) = 1/aとなり µに依らないことが分かる．特に，µ2 < a2ならば v ∈ UM ∩ {F = µ}に
対して測地線 γv は半径 |µ|の (xy-平面に関して対称な)2つの平行円の間を z軸の周りを回りながら

振動する．他方，a(同じことであるが赤道の長さを Lとするとき，L/2π)が有理数 (無理数)ならば，

すべての測地線は同じ長さの閉測地線である (赤道以外のM ′に留まるどの測地線も決して閉測地線

にならない)．そこで，aを無理数に取り，この紡錘形の回転面の頂点の近傍を滑らかなキャップで置

き換えて得られる回転面を考える．このとき，p ∈M ′が赤道からあまり離れておらず，v ∈ UpM が

pを通る平行円となす角があまり大きくなければ，測地線 γv はずっとM ′ に留まり，決して閉測地

線にはならない．よって ϕt に関して周期的でない UM の元全体は正の測度を持つ．なお，ずっと

30安定・双曲的閉測地線については §§3.1 を参照．
31v ∈ UpM に対して r(p)で pと z軸の距離，µ(v)で vと pを通る平行円とのなす角を表す．このとき，F (v) = r(p) cosµ(v)
が第 1 積分を与える．F (v)2 ≤ a2 に注意．

32µ = ±a の場合は，赤道の接ベクトルから成る 2 つの円周を表す．
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M ′に留まるM の測地線は閉測地線になり得ない．他方，2つの頂点を通る子午線はM の閉測地線

をなし，これらはM 全体を覆う．

楕円面・回転面の測地流は多くの第一積分を持ち，それらから測地線の挙動が決まる完全可積分系

の例になっている．これについては [Ki]を参照されたい．

3 閉測地線

この節では，主としてコンパクト Riemann多様体上の閉測地線の存在問題について述べる．

3. 1 変分法と力学系から見た閉測地線

Poincaréは，R3の卵形面 S(正曲率でGauss写像によって球面に微分同型)上に単純 (自分自身と

交わらない)閉測地線 γが存在すれば，γは Sを 2つの領域D1, D2に分けそれらの全曲率はGauss-

Bonnetの定理によってともに 2πに等しい (或いは，γのGauss写像による像は球面 S2を同じ面積

の領域に分ける)ことに注目し，逆にこのようなGauss写像による像が S2を同じ面積の領域に分け

るような単純閉曲線の族を考えて，その中で長さ最小の曲線を考えれば単純閉測地線が得られるで

あろうと予測し，種々の考察を行った ([Po])．その様な最短の閉曲線 γは向きを適当に選べば，測地

曲率 κg ≥ 0を満たし Gauss-Bonnetより
∫
γ
κgds = 0であるから κg ≡ 0を得るであろうと考えた．

しかし厳密な証明は長い時間を要し，[Cr1], [Hass-Mor]で与えられた33：

定理 11. SをGauss曲率K ≥ 0の滑らかな 2次元球面とすれば，Sを 2つの全曲率 2πの領域に分

ける最短の単純閉曲線 γ が存在し，γ は単純閉測地線である．

一般に，コンパクト Riemann多様体 (M, g)上閉測地線の存在を示そうとするとき，CM = {c :

S1 = I/{0, 1} → M | c(0) = c(1)}をM 上の (区分的に)滑らかな (パラメータ)閉曲線全体のなす

空間 (コンパクト開位相を与える)として，その上のエネルギー積分 E(或いは長さ L）の危点を求め

る問題とみる変分学の立場がある．この場合の第 1変分公式は (1)と同様に (変分ベクトル場 X は

X(0) = X(1)を満たす事に注意して)

DEγ(X) =−
∫ 1

0

⟨X(t),∇γ̇(t)γ̇(t)⟩dt

+
N−1∑
i=1

⟨X(ti), γ̇(ti − 0)− γ̇(ti + 0)⟩+ ⟨X(0), γ̇(1)− γ̇(0)⟩

で与えられるから，E値が正のEの危点が閉測地線 γ(すなわち．γ(0) = γ(1), γ̇(0) = γ̇(1)を満たす

測地線)を特徴づける．ただし，点曲線からなる自明な閉測地線が E(c) = 0の最小値を与える曲線

として危点に含まれる．いま C0
M で点曲線からなる CM の部分空間を表す．

次に，ϕt を Riemann 多様体 (M, g) の TM 上の測地流とすれば，閉測地線 γ : [0, 1] → M は

u = γ̇(0) ∈ TpM とするとき，ϕ
1(u) = uすなわち t → ϕt(u)が ϕt の周期軌道であることして特徴

33E. Calabiは定理の仮定を満たす (凸曲面)S に対してその長さ最小の閉測地線は単純であることを示した ([Ca-Cao])が，
これからも定理が従う．なお一般には，長さ最小の閉測地線は必ずしも単純ではない．
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づけられる．このとき，γ の Poincaré写像 P が次の様に定義される34：uを通り測地流に横断的な

TMe(e = E(u))の (局所)超曲面 N を TuN = V ⊕ V (⊂ TuTM
e; ここで V は TpM における uの

直交補空間)を満たすように選ぶ．v ∈ N に対して t→ ϕtvは t = 1に近い tの値でN とちょうど 1

点で横断的に交わるので，この点を P(v)と定義するのである．

さてP の微分 P = DP(u) : V ⊕V → V ⊕V を線形 Poincaré写像という．P は (A,B) ∈ V ⊕V ∼=
TuN を (Y (1),∇Y (1))に写像する．ここで Y (t)は Y (0) = A,∇Y (0) = Bを満たす γに沿った Jacobi

場である．TuN は TM のシンプレクティック形式を制限して得られる 2形式によりシンプレクティッ

クベクトル空間であり，P は TuN のシンプレクティック線形写像となることが Jacobi場の性質を

用いて容易に分かる．特に λが P の固有値ならば，λ̄, λ−1, λ̄−1 も P の固有値となる．さて，P が

|λ| = 1を満たす固有値 λを持たないとき，P (或いは閉測地線 γ) は双曲的であるという．P が 2次

元の回転部分と固有値が ±1の部分の直和に分解されるとき , P (或いは閉測地線 γ)は楕円・放物的

であるといい，P が 2次元の回転部分のみの直和にかけるとき P (或いは閉測地線 γ)は安定である

という (安定性は γ̇ の近くの測地流の軌道はすべての tに対して γ̇ の近くに留まることを意味する)．

なお，Poincaréは上記の論文で，また卵形面 S 上には単純安定閉測地線が存在することを予想し

たが，一般には反例が示された35．

再び，(CM , E)に戻る．閉測地線 γ はエネルギー積分 E の (正の E 値の)危点として特徴づけら

れたが，前と同様に γ における Hesse形式 I = D2E(γ)を考えることができる：すなわち，X,Y ∈
T⊥
γ CM = {X : γに沿ったベクトル場 | X(1) = X(0), ⟨X(t), γ̇(t)⟩ ≡ 0}に対して

I(X,Y ) =

∫ 1

0

{⟨∇X(t),∇Y (t)⟩ − ⟨R(X(t), γ̇(t))γ̇(t), Y (t)⟩}dt

= −
∫ 1

0

⟨∇2X(t) + ⟨R(X(t), γ̇(t))γ̇(t), Y (t)⟩dt+
N−1∑
i=1

⟨∇X(ti − 0)−∇X(ti + 0), Y (ti)⟩

+ ⟨∇X(1− 0), Y (1)⟩ − ⟨∇X(+0), Y (0)⟩

(14)

は T⊥
γ CM 上の対称な双 1次形式で，γの指数形式ともいう (0 = t0 < · · · < tN = 1は∇Xの不連続点

を表す)．Iの零数をNullγ 36で表す，Iの退化空間は γに沿って (γに垂直な)Y (0) = Y (1),∇Y (0) =

∇Y (1)を満たす周期的 Jacobi場 Y (t)からなる．閉測地線 γの指数 Indγは I が負定値となる T⊥
γ CM

の極大な部分空間の次元として，また拡大指数 Ind0γは I が半負定値となる T⊥
γ CM の極大な部分空

間の次元として定義される37．I が非退化のとき (すなわちNullγ = 0のとき)，閉測地線 γは非退化

であるという38．γ を Cpp; p = γ(0)の測地線と見た時の零数 nullγ，指数 indγ との関係は

indγ ≤ Indγ ≤ indγ + n− 1

indγ + nullγ ≤ Ind0γ ≤ indγ + nullγ + n− 1
(15)

34UM 上の測地流の場合は，長さ T の閉測地線の始方向 v は ϕT v = v，すなわち周期 T の ϕt の周期点として特徴づけ
られる．このときも Poincaré 写像はパラメータの範囲を [0.T ] にして同様に定義される．

35[Gry] で Gauss 曲率 K > 0 である S2 上の C∞ 級 Riemann 計量でその単純閉測地線はすべて双曲的であるものが構
成された．

36γ̇ は TγCM 上の D2E(γ) の零化空間に属するので Nullγ + 1 が TγCM 上の D2E(γ) の零数に等しい．
37Indγ は TγCM 上の D2E(γ) の指数に等しい．Ind0γ = Indγ +Nullγ である．
38γ の SO(2) 軌道が E の非退化危多様体であるといってもよい
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で与えられる．よって (M, g)の断面曲率Kが 0 < δ ≤ K ≤ 1を満たすときには，Morse-Schoenberg

比較定理より次を得る：

L(γ) < kπ ⇒ Ind0γ ≤ k(n− 1)

L(γ) ≤ kπ ⇒ Indγ ≤ k(n− 1)

L(γ) > kπ/
√
δ ⇒ Indγ ≥ k(n− 1)

L(γ) ≥ kπ/
√
δ ⇒ Ind0γ ≥ k(n− 1).

(16)

なお，閉測地線の場合もMorse指数定理と同様に Indγを共役点の重複度と補正項を用いて表す事が

できる (測地線の指数定理全般については [Sa1]参照)．

3. 2 閉測地線の存在問題

CM は無限次元であるが，これを測地線分からなる多角形のなす (有限次元)空間で近似する方法

が Birkhoff, Morseにより与えられた：Ce
M = {c ∈ CM | E(c) ≤ e}, 0 < 2ϵ < iM (§§2.3の最後の注意

参照)とすれば，S1の分割∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1を十分細かく取るとき，c ∈ Ce
M に対して

d(c(ti−1), c(ti)) ≤ L(c|[ti−1, ti]) ≤
√
2(ti − ti−1)E(c|[ti−1, ti]) ≤

√
2(ti − ti−1)E(c) ≤ ϵ

と出来る．そこで c ∈ Ce
M に対して，c(ti−1), c(ti)を結ぶ最短測地線 γi : [ti−1, ti] →M (i = 1, . . . , N)

を取り (c(t0) = c(tN )であった)，これらをつないで得られる測地多角形 c∆ を考えれば，c∆ はその

頂点 {pi = c(ti)}N−1
i=0 によって決まり

E(c∆) =

N∑
i=1

d2(c(ti−1), c(ti))

2(ti − ti−1)
≤ E(c) ≤ e

である．逆に，e > 0に対して S1 の分割 ∆を maxi(ti − ti−1) < ϵ2/2eを満たすように選ぶ．p :=

(p0, . . . , pN−1) ∈M (N) =M × · · · ×M ; pN = p0 に対して

E(p) :=

N∑
i=1

d2(pi−1, pi)

2(ti − ti−1)
(17)

と定義する．pが E(p) ≤ eを満たせば，d(pi−1, pi) < ϵ (i = 1, . . . , N ; pN = p0)で，上と同様にし

て測地多角形 c∆(p0, . . . , pN−1)が定まり，そのエネルギー積分は (17)で与えられる．よって測地多

角形 c∆, c ∈ Ce
M と p, E(p) ≤ eを同一視できる．このとき

Pe
N = {p = (p0, . . . , pN−1) ∈M (N) | E(p) ≤ e}

はM (N)のコンパクトな領域で，Eはその内部で滑らかな関数となりその危点はM の閉測地線を与

える39．上の操作でPe
N は CM に埋め込まれるが，各 s ∈ [0, 1]に対して，[ti−1, sti−1+(1− s)ti](1 ≤

i ≤ N)では cに等しく，[sti−1 + (1− s)ti, ti]では c(sti−1 + (1− s)ti), c(ti)を結ぶ最短測地線とな

39第 1 変分公式：DE(p) =
∑n=1

i=1 ⟨Xi, γ̇i(ti)− γ̇i+1(ti)⟩+ ⟨X0, γ̇N (1)− γ̇0(0)⟩ を用いよ．
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る曲線 cs∆ を考えることによって cを c∆ に連続的に変形することができる．すなわち Pe
N は Ce

M の

変形レトラクトで Ce
M と同じ位相を持つ．

まず，簡単な応用例として Hilbert, Hadamard, E. Cartanに遡る結果を挙げる．

定理 12. M をコンパクトで非単連結な Riemann多様体とすれば，その自明でない自由ホモトピー

類 c̃には閉測地線が存在する．

実際，e > 0 を選んで c̃ の代表元を含む Pe
N の連結成分 (コンパクト) を取り，そこでの最小値

e0(< e)を取る点を γとする．e0 = 0なら γは点曲線であるから e0 > 0で，（eを適当に選んで）γは

Pe
N の内点であるとして良い．特に，γ は E の危点でしたがって閉測地線である40．

単連結の場合は，Birkhoffに始まり，Morse, Lusternik-Schnirelmann等により発展したmin-max

法と呼ばれる手法が有効である．次は Lusternik-Fetによる：

定理 13. コンパクト単連結 Riemann多様体M には自明でない閉測地線が存在する．

M は単連結で可縮でないから，ある 2 ≤ k ≤ n = dimM に対して πk(M) ̸= 0 である．F :

(Ik, ∂Ik) → (M,p)を自明でないホモトピー類の代表元 とする (Ik = [0, 1]× · · · × [0, 1])．このとき，

F̂ : (Ik−1, ∂Ik−1) → (CM , C0
M )を

F̃ (t1, . . . , tk−1)(t) = F (t1, . . . , tk−1, t)

で与えれば，代数的位相幾何学によりこれは πk−1(CM , C0
M )の自明でないホモトピー類の代表元を定

義することが分かる41．ここで，上で述べた測地多角形による近似により，F̃ は e > 0を十分大きく

とり πk−1(Pe
M ,P0

M )の自明でないホモトピー類の代表元であるとしてよい．そこで，[F̃ ]の危値を

κ := inf{max
Ik−1

E(F̃ (t1, . . . , tk−1) | F̃ ∈ [F̃ ]}

定義すれば (e >)κ > 0である．実際 κ = 0ならば，十分小さな ϵ > 0に対して Pϵ
M は P0

M に変形で

きるので，[F̃ ]が自明でないことに反する．このとき，E値が κの危点，すなわち長さ
√
2κの閉測地

線が存在する．そうでないとして矛盾を示す．Pe
M の危点の集合はコンパクトであるから，δ > 0が

存在して Pκ+2δ
M \ IntPκ−2δ

M には E の危点が存在せず，したがって ϵ1 > 0を選んで Pκ+δ
M \ IntPκ−δ

M

上 |∇E| ≥ ϵ1 > 0とできる．よって−∇Eの生成する flowにそって Pκ+δ
M \ IntPκ−δ

M を Pκ−δ
M に含ま

れるように変形することが出来る．すなわち，[F̃ ]の代表元を Pκ−δ1
M 内に取ることが出来る．これは

κの定義に矛盾する．これで定理が証明できた．

注意 14. (1) kは πk(M) ̸= 0となる最初の値とする．Morse理論を用いると上で得られた閉測地線

の指数は Ind ≤ k − 1を満たすことが分かる（[Mi], Lemma 22.5）．

(2) Birkhoff は曲線の長さを減少させる CM の次の変形を考えた：上で ti = i/N(i = 0, . . . , N)

を選び，c ∈ Ce
M に対して第一段階の変形 D1 として c((i − 1)/N), c(i/N) を結ぶ最短測地線を取

り (i = 1, . . . , N)，これらを結んで得られる測地多角形 c1 ( 条件 c1(i/N) = c(i/N) で決まる ) を

40最小値を与える点の存在を保証して示すので mini法と呼ばれる．この定理は Riemann被覆空間を用いても証明される．
412 次元の場合は k = 2 で，点曲線 p から始まりそれに終わるM 全体を覆うM の閉曲線の１径数族である．
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対応させる．次に第二段階の変形 D2 として，c1 に対して c1((2i− 1)/2N), c1((2i+ 1)/2N)を結ぶ

最短測地線を取り (i = 1, . . . , N：mod1で考える)，これらを結んで得られる測地多角形 c2 (条件

c2((2i− 1)/2N) = c1((2i− 1)/2N)で決まる )を対応させる．D = D2 ◦ D1 とすれば，変形 Dは閉
測地線 γを固定し，それ以外の閉曲線の長さを必ず減少させるという性質を持つ．Birkhoffはこの変

形を用いて S2(さらに Sn)上の任意の Riemann計量に対して閉測地線の存在を示した．

(3) 関数解析の立場から H1 級の曲線からなる Hilbert多様体 H1(S,M)を考えれば，エネルギー

積分Eはその上の滑らかな関数で Palais-Smaleの条件を満たし，したがって無限次元Morse理論を

展開することができる．この立場は，W. Klingenberg, D. Gromoll-W. Meyer 等によって採られた．

(4) 定理 12,13は Finsler計量に対しても成り立つ．

さて 2個以上の閉測地線の存在を示そうとすると，次の点が問題となる．まず，閉測地線 γが与え

られると γ を k(∈ N)回廻って得られる閉曲線 γk(γk(t) = γ(kt); 0 ≤ t ≤ 1で定義し，ktは mod 1

で考える)もまたEの危点として現れることを注意しよう．これらは危点としては異なるが，幾何学

的には同じとみなすのが自然で，他の測地線を何回か廻ったものではない素閉測地線ががどれだけあ

るかを考える必要がある (単純閉測地線は勿論素である)．また，γの向きを変えたり γに沿って始点

を平行移動したりして得られる閉測地線も E の危点として現れるが，幾何の立場では γ と同じ閉測

地線であるとみなし区別しない．これらは，S1 上の O(2)の作用で表されるから，閉曲線の空間と

してはパラメータの向きと始点を無視した商空間 ĈM = CM/O(2)を考えるのが自然であろう．しか

し，O(2)の CM への作用が自由でないので (ck(k > 1)や c = c−1 を満たす cにおけるイソトロピー

群は自明でない)，ĈM のトポロジーの取り扱いには注意を要する．閉測地線の存在問題の研究の歴
史で多くの間違いがあったが，その原因の一つである．

3. 3 Lusternik-Schnirelmann理論 とMorse 理論

L. Lusternik-L. Schnirelmannは危点を求めるため次の一般的な理論を示した．f : X → Rを距

離空間X 上の下に有界な連続関数，Φ : X × [0,∞) → X を f(Φ(x, t)) ≤ f(x);x ∈ X, t ≥ 0を満た

す連続変形とし，Φt(x) = Φ(x, t)とおく．また，Y ⊂ X，κ ∈ Rに対して Y κ := {x ∈ Y | f(x) ≤
κ}(Y κ− := {x ∈ Y | f(x) < κ})とおく．さて

K = {x ∈ X | Φt(x) = xが任意の t ≥ 0に対して成立する }

を f の危点の集合という．いま次が成り立つと仮定する：

• (∗) 任意の κと f−1(κ)∩K の任意の近傍 U に対して正定数 ϵが存在して，任意の x ∈ Xκ+ϵ \
(Xκ−ϵ ∪ U)に対して f(x)− f(Φ(x, 1)) ≥ 2ϵが成り立つ．

さて Z ⊂ Y ⊂ X で，Y,Z は変形 Φで不変 (Φt(Y ) ⊂ Y,Φt(Z) ⊂ Z, t ≥ 0)であるとする．ホモロ

ジー類 h ∈ H∗(Y,Z)に対して hの危値 κ(h)を

κ(h) := inf
z∈h

max
x∈|z|

f(x) (18)

で定義する．このとき次が成立する：
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補題 15. h ∈ H∗(Y, Z)を自明でないホモロジー類とする．{x ∈ K | f(x) = κ(h)}のX における任

意の近傍 U に対して，サイクル z ∈ hと ϵ > 0が存在して |z| ⊂ Y κ(h)−ϵ ∪ (U ∩ Y )を満たす．特に

f 値 κ(h)の危点が存在する（危点が存在しなければ，上で U = ∅と取れば危値の定義に矛盾する）．

これより危点の存在が保証されるが，一般に (Morse理論においても)1次独立なホモロジー類達から

異なる危点が得られるとは限らない．いま自明でないホモロジー類h1, h2 ∈ H∗(Y, Z)に対してコホモロ

ジー類ω ∈ H∗(Y ); ∗ ≥ 1が存在してω∩h2 = h1を満たすとき，h1は h2に付随するという．このとき

キャップ積の定義よりκ(h2) ≥ κ(h1)である．もし等号が成立すれば，{x ∈ K | f(x) = κ(h2) = κ(h1)}
のX における任意の近傍 U に対して ωの U ∩ Y への制限は自明でないことが分かる．さらにもし
Y が局所的に可縮で K ⊂ Y あれば，κ(h2) = κ(h1)のとき {x ∈ K | f(x) = κ(h2) = κ(h1)}は無
限集合であることが分かる．実際，x ∈ K の十分小さな任意の近傍 V に対して ω|U ∩ V = 0だか

ら，{x ∈ K | f(x) = κ(h2) = κ(h1)}が有限集合なら {x ∈ K | f(x) = κ(h2) = κ(h1)}の近傍 U で

ω|U ∩ Y = 0となるものが存在し矛盾を得る．

さて (Y, Z)のホモロジー類の列 h1, . . . , hk は各 1 ≤ i ≤ k− 1に対して hiが hi+1に付随している

とき付随ホモロジー類鎖，kを鎖の長さという．X が局所的に可縮でK ⊂ Y あればこの場合X は少

なくとも k個の危点を持ち，もし 2つの危値が等しければ (κ(hj) = κ(hi）; i < j)，無眼個の危点が存

在することが分かる．もしコホモロジー類の列 ω1, . . . , ωk−1 ∈ H∗(Y ); ∗ ≥ 1で ω1 ∪ · · · ∪ ωk−1 ̸= 0

を満たし42，ある h ∈ H∗(Y, Z)に対して h ∩ (ω1 ∪ · · · ∪ ωk−1) ̸= 0となるものが存在すればこの条

件が満たされる．

この理論をX = ĈM , f = Eとして閉測地線の存在に適用する場合，上で述べた点がやはり問題と

なる．まず 2次元球面に対する L. Lusternik-L. Schnirelmannの定理 ([Lu-Sch])について述べる：

定理 16. S2上の任意の Riemann計量に対して，少なくても 3本の異なる単純閉測地線が存在する．

楕円面の場合の例を想起すれば，この結果は最良であることを注意する．証明の鍵は次の 2点であ

る：まず，Ĉ = ĈS2 に対して，単純閉曲線からなるサイクルを代表元とする 3個の付随する (自明でな

い)ホモロジー類を構成する．次に，Ĉの単純閉曲線からなるサイクルを単純性を保ったまま (閉測地

線でない限り)その長さを減少させるような変形を構成し，サイクルが Ĉ0にホモトープでない場合に
単純閉測地線が得られることを示す．−∇Eの生成する流れによる変形や Birkhoffによる変形は条件

(∗)を満たすが，一般に単純性を保存しない．また，[Lu-Sch]で与えられた議論にもギャップがあっ

た．W. Ballmann, I. A. Taimanovは，2次元の場合に，Birkhoffによる変形を修正して (admissible

と呼ばれる単純閉曲線からなるサイクルのクラスに対して)求める変形 D̂を構成した（[Ba1],[Tai2]）．

そしてH∗(Ĉ, Ĉ0)の admissibleなサイクルwに対してその危値を κ = κ(w) = infu∈F (w) supc∈uE(c)

（F (w)は wに変形 D̂を施して得られる，wに homologousな admissibleなサイクル全体の集合）に

よって定め，κ > 0なら E 値 κ > 0の単純閉測地線が存在することを示した．

他方M. A. Graysonは，2次元コンパクト多様体M 上で，埋め込まれた閉曲線 c0 を放物型非線

形偏微分方程式を解くことにより得られる長さを短くする埋め込まれた閉曲線 {cτ}τ≥0 に変形する

流れ (flow)を用いた：c0 : S1 → M を埋め込まれた滑らかな閉曲線とする．M 上で偏微分方程式

42このようなコホモロジー類鎖の長さの最大値を Y のカップ長 (cup length) という．他方，Y を可縮な閉集合で覆う時
に要する最小の個数 Cat(Y ) を Y のカテゴリーというが，Cat(Y ) ≥cup length +1 が成り立つ．
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∂cτ/∂τ = kN を考える．ここで，τ は cの変形パラメータ; kは曲線 cτ の曲率; N は cτ の単位法ベク

トルである．局所解の存在は一般次元の場合の超曲面の平均曲率流の場合も保証されるが，Grayson

は 2次元の場合に次を示した：cτ は一点に可縮であるか，τ → ∞で解は存在しその極限が k = 0の

閉測地線である．

次に，(Ĉ, Ĉ0)における 3個の付随するホモロジー類を構成するために Γ(S2) ⊂ Ĉ を S2 の小円全

体の空間，∆(S2)を S2の大円全体の空間とする．大円はそれに垂直なR3の原点を通る直線によっ

て定まるから，∆(S2)は射影平面RP 2と考えることが出来る．小円はそれに平行な大円を一意に決

めるから写像 π : Γ(S2) → ∆(S2) ∼= RP 2 を得るが，これはRP 2 の標準バンドルの開ディスクバン

ドルに他ならない．以下 Z2 係数で考える．Thom同型により

Hi(Γ(S
2),Γ0(S2)) ∼= Hi−1(RP

2) ∼= Z2 (i = 1, 2, 3)

である．Thom同型の構成より 1 ∈ H1(Γ(S
2),Γ0(S2))はある定まった大円に平行な小円からなるサ

イクルとして表される．Hi(Γ(S
2),Γ0(S2))の自明でない元を vi(i = 1, 2, 3)とし，πの向き付け類を

U ∈ H1(Γ(S2),Γ0(S2))とするとキャップ積を用いて U ∩ v3 = v2, U ∩ v2 = v1となることが分かる．

さて ι : (Γ(S2),Γ0(S2)) → (Ĉ, Ĉ0)を埋め込みとし，wi = ι∗vi とおけば w1 ̸= 0である．Z を w1

に双対なコサイクルとすると ι∗(Z) = U を満たし

Z ∩ w3 = w2, Z ∩ w2 = w1,

すなわち，Ĉe の 3個の自明でない付随ホモロジー類鎖を構成できる (e > 0はすべての小円に対し

て 2E(c) ≤ eとなるように取る)．このとき，ホモロジー類 wi = ι(vi)を代表するサイクル ι(vi)は

admissible で，その危値 κ(wi) に対して κ(w1) ≤ κ(w2) ≤ κ(w3) が成り立つ．ここで，κ(w1) <

κ(w2) < κ(w3)なら 3個の単純閉測地線の存在が分かり，もし κ(wi)のうち 2つが等しいならば無眼

個の単純測地線が存在する．

注意 17. (1)この定理の応用として Gromoll-Groveは次を示した：(S2, g)の任意の測地線が閉測地

線ならば，これらはすべて同じ長さの単純閉測地線である ([Gr-Gro])．

(2)実射影平面上の任意の Riemann計量に対しても少なくても 3本の異なる単純閉測地線が存在

する．他の閉曲面についてはM が種数 g ≥ 1 の向き付け可能閉曲面ならば自明でない (単純閉曲線

を含む )各自由ホモトピー類の中に少なくても 1個の単純閉測地線が存在する (この様な類は無限個

ある )．特に g = 1のトーラスの場合 ambn (m,nは互いに素 )の形の自由ホモトピー類の中に少な

くても 2個の単純閉測地線が存在する．M が種数 h の向き付け不可能閉曲面ならば自明でない (単

純閉曲線を含む )各自由ホモトピー類の中に少なくても 1個の単純閉測地線か 2重単純閉測地線が

存在する．特に，h > 2ならば無限個の単純閉測地線が存在し，h = 2 (すなわちKleinの壷の場合 )

ならば少なくても 5個の単純閉測地線が存在する ([Ba2]参照)．

コンパクト多様体上で 2個以上の閉測地線の存在を示すのに，Morseによる方法がある ([Mo3],

[Mi])．測地多角形の空間 Pe
N はコンパクト (境界付き)多様体で，エネルギー積分Eはその内部で滑

らかな関数であり，閉測地線は E の危点として特徴付けられた．Morseは Eの危点の個数を Pe
N の
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トポロジー (したがって，CM のトポロジー)の言葉で下から評価しようとした．この考えは (コンパ

クト)多様体上一般の滑らかな関数の場合に適用され，微分位相幾何学の重要な分野として発展した：

f : N → Rを多様体N 上の滑らかな関数とする．p ∈ N は df(p) = 0すなわち，局所チャートに

関して ∂f/∂xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ n)を満たすとき，f の危点であるといい，f(p)を pの危値という．

いま，Na := {p ∈ N | f(p) ≤ a}, a ∈ Rはコンパクトであるとする．aが変化するとき，Naが aと

共にどのように変わるかを調べることを問題としよう．Morse理論における最初の基本的な結果は

• a < bに対して {p ∈ N | a ≤ f(p) ≤ b}が f の危点を含まなければNa ∼ N b(微分同相)．

これを示すのに N に Riemann計量を入れておく．N b \ intNa 上 |∇f |は下から正数で押さえられ
る．定理 13の証明と同様に −∇f の積分曲線にそってN b をNa に変形することができる．

したがって，{p ∈ N | a ≤ f(p) ≤ b}が f の危点を含む場合が問題となる．危点 pで f の Hesse

形式が D2f(X,Y ) = X(Y f)(p)(= Y (Xf)(p))(すなわち D2f(p) = (∂2f/∂xi∂xj(p)))で定義される

が，その零数 nullf(p)，指数 indf(p)(負の固有値の重複度をこめた個数)をそれぞれ危点 pでの f の

零数，指数という．すべての危点で nullf = 0のとき，f は非退化であるというが，どの滑らかな関

数も非退化な関数で‘ 近似 ’できるので，非退化関数は一般的 (generic)である．そこで，f は非退

化であるとして (この場合危点全体は離散的な集合 C(f)をなす)

Mt(f) :=
∑

p∈C(f)

tindf(p)

をMorse多項式という．右辺は N がコンパクトであれば有限和である．Morseは N のホモロジー

を用いてこの多項式の下からの評価を与えた (Morse不等式)：

• Mt(f) ≥ Pt(N) (:=
∑

k dimHk(N,K)tk は体K 上の Poincaré多項式).

この不等式の意味は，非負の係数を持つ tの多項式Qt(f)が存在してMt(f)−Pt(N) = (1+ t)Qt(f)

と表されることであるが，特に tk の係数ごとの不等式が得られ，非退化の場合少なくても P1(N) =∑
k dimHk(N,K)個の f の危点の存在が保証される．証明の本質的な部分は，f−1((a, b))内に唯一

つの f の危点 pが存在する場合の N b と Na の位相の関係である．pにおける f の指数を λとすれ

ば，pの局所チャートを適当にとって，そこで f を

f = f(p)− x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2n

と表すことができる (Morseの穂題)．これを用いてN bはNaに λ次元の胞体を接着させて得られる

複体のホモトピー型を持つことが分かる ([Mi]を参照)．これより f が非退化で a, bが正則値ならば

Mt(f)
b
a :=

∑
p∈C(f)∩(Nb\Na)

tindf(p), Pt(N
b, Na) :=

∑
k

dimHk(N
b, Na)tk

とおくとき，Mt(f)
b
a ≥ Pt(N

b, Na)が成り立つことが分かる．Morse不等式は Pt(N
b, Na)の劣加

法性からしたがう．
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Morse理論をコンパクト (連結)Riemann多様体の 2点 p, qを結ぶ測地線の個数評価に応用してみ

よう．Cpq を p, q ∈M を結ぶ区分的に滑らかな曲線の空間とする．J.-P. Serreはファイブレーション

Cpp → Cp∗ →M

(Cp∗は pを始点とする曲線の空間でM への射影は曲線の終点を対応させる)のスペクトル系列を考

えて，無限個の k ∈ Nに対して Cpp の Betti数 bk(Cpp) ̸= 0であることを示した ([Se])．p ∈ M を

与えるとき，任意の q ∈ M に対して Cpq は Cpp と同じ位相を持つから，無限個の k ∈ Nに対して

bk(Cpq) ̸= 0である．§§3.2と同様に Cpq を測地線分からなる折線で近似して，エネルギー積分 E は

(測地)折線の空間 Ppq 上で滑らかでその危点が p, qを結ぶ測地線 γ であるようにできる．危点 γ は

q が γ に沿って pの共役点でないとき非退化であった．このとき pの共役点の集合はM の零集合

となるので，殆どすべての q に対して Ppq 上 E は非退化な関数となる．よって Morse不等式から

bk(Cpq) ̸= 0を満たす kに対して指数 kの p, qを結ぶ測地線が存在し，したがって p, qを結ぶ測地線

は無眼個存在する．指数定理と比較定理から k → ∞のときこれらの測地線の長さは∞に発散する．
一般の q ∈M に対しては，Eが非退化となる {qi}∞i=1を qi → qと成るように選んで，上の事実を用

いれば次が成り立つことが分かる：

• 任意のコンパクト Riemann多様体の任意の 2点 p, qを結ぶ無限個の測地線が存在する．ただ

し球面の場合のように，これら無限個の p, qを結ぶ測地線がすべてある一つの閉測地線上にあ

る可能性はある．

他方，この手法を (CM , E)に適用しようとすると，閉測地線 γ は E の (E 値正の)危点であるが，

γと共にパラメータ変換であるO(2)の作用による軌道O(2)γはEが危点からなる 2つの部分多様体

(危部分多様体)Γ として現れることを考慮に入れる必要がある (あるいは (Pe
N , E)を考える場合は，

頂点間の巡回置換またはその逆の作用を考える必要がある)．もし γ が非退化ならば，Γは非退化な

危部分多様体 (すなわち，D2Eを Γの法バンドルに制限すれば非退化)となり，一般化されたMorse

不等式にあたるものを考えることが可能である ([Bo2])．他方，O(2)(あるいは巡回置換の作用)は固

定点を持ちうるので，同変Morse理論を考える必要がある (この立場はR. Bottにより提唱され，N.

Hingstonにより実行された [Hi1])．

多くの幾何学的に異なる閉測地線の存在やその性質を調べるときに，繰り返し閉測地線 (iterated

closed geodesic)の指数に関するR. Bottの定理 ([Bo1])が重要な役割を果たす．γ : [0, 1] →M を閉測

地線とし，k ∈ Zに対して γ̃(k+ t) = γ(t)(0 ≤ t ≤ 1)と定義すれば測地線 γ̃ : R →M を得る．k ∈ N

なら γ̃|[0, k]は γ を k回廻った測地線 γk である43．いま，[0, 1]の分割 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1

を γ|[ti, ti+1]上には共役点の対が存在しないように選び，J を γ̃に沿った連続なベクトル場X で各

iおよび任意の k ∈ Zに対して X|[ti + k, ti+1 + k]が γ̃ に垂直な Jacobi場であるもの全体のなすベ

クトル空間，JC をその複素化とする．このとき q ∈ N, z ∈ Cに対して

J[q,z] := {X ∈ JC | X(t+ q) = zX(t)が任意の t ∈ Rに対して成り立つ }　

43前に述べた γk とはパラメータの取り方が違うが，本質的には同じなので同じ記号を用いる．
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は JC の有限次元部分空間である．各 q ∈ Nに対して

Iq(X,Y ) =

∫ q

0

{⟨∇X,∇Y ⟩ − ⟨R(X, γ̇)γ̇, Y ⟩}dt

は J 上の 2次形式であるが，これを J の複素化 JC上のHermite形式に拡張したものも同じ記号で

表す．このとき，Indγq, NullγqはそれぞれHermite形式 Iq|J[q,1]の指数，零数に等しい．R. Bottは

Indγq, Nullγqを γの線形Poincaré写像P を用いて表した．P は V = ⊥γ̇(0)(⊂ Tγ(0)M)とおくとき，

V ⊕V の線形同型写像であるが，複素化して考える．このとき zが 1の q乗根ならばJ[1,z] ⊂ J[q,1]で

あり，
⊕

zq=1 J[1,z] = J[q,1]が成り立つ．この直和因子達は Iq に関して直交し，各 J[1,z]上 Iq = qI1

を満たす．そこで，I(z), N(z)をそれぞれ I1|J[1,z] の指数，零数を表すとし，I0(z) = I(z) + N(z)

とおく．定義より I(1) = Indγ,N(1) = Nullγ, I0(1) = Ind0γ である．このとき次が成り立つ：

定理 18. (1) N(z) = dimker(P − z id) であり，I(z) = I(z̄), N(z) = N(z̄) が成立する．また，

Ind(γq1) =
∑

zq=1 I(z),Null(γq1) =
∑

zq=1N(z), Ind0(γ
q
1) =

∑
zq=1 I0(z)が成り立つ．

(2) I は N(z) = 0 を満たす点では定数であり，limθ→±0 I(ze
iθ) ≥ I(z) が成り立つ．S±1(z) =

limθ→±0 I(ze
iθ)− I(z)をジャンプとすれば，0 ≤ S±1(z) ≤ N(z)である．

(3) I0 は N(z) = 0を満たす点では定数であり，limθ→±0 I0(ze
iθ) ≤ I0(z)が成り立つ．S

±1
0 (z) =

limθ→±0 I0(ze
iθ)− I0(z)をジャンプとすれば，−N(z) ≤ S±1

0 (z) ≤ 0である．

系 19. もし γ が双曲的なら Ind(γq) = q Indγ が成り立つ.

zj = exp(2πaj), aj < aj+1, j = 1. . . . , l − 1を絶対値 1で正の虚数部分をもつ P の固有値とし，

a0, al = 1/2とおく．l ≤ dimM で，I は (aj−1, aj)上定数だからその値を Ij とする．いま

αγ = 2
l∑

j=1

Ij(aj − aj−1), βγ = 2
l∑

j=1

Ij

とおく，このとき Ind(γq)に対して，Gromoll-Meyer, W. Ziller等は次を示した：

qαγ − βγ ≤ Ind(γq) ≤ qαγ + βγ . (19)

これより次が分かる：もし有限個の異なる素閉測地線しか存在しなければ，次のような n0 ∈ Nを得

る：in0 ∈ Nがあって指数 i(≥ in0)である E の危点の O(2)軌道は高々n0 個しか存在しない．

3. 4 閉測地線の存在問題：その後の発展

1960年代の終わりにD. Gromoll-W. Meyerは多くのコンパクト単連結多様体上の任意のRiemann

計量に対して, 無限個の幾何学的に異なる閉測地線が存在するという驚くべき結果を得た：

定理 20 ([Gr-Mey2]). M をコンパクト単連結多様体とする．もし，ある体 F に対してM の閉曲線の

空間 CM の Bettiの列 {bi(CM , F )}∞i=1が (iの関数として)有界でないならば，M の任意の Riemann

計量に対して無限個の (幾何学的に異なる)閉測地線が存在する．
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もしM の閉測地線がすべて非退化であれば，そのO(2)-軌道はエネルギー積分 Eの非退化な危多

様体をなす．したがってもし有限個の素閉測地線しか存在しないと仮定すると，Morse不等式と式

(19)の後の注意からM の閉曲線の空間 CM の Bettiの列 {bi(CM , F )}∞i=1は有界となり，定理が成り

立つ．一般のRiemann計量の場合も，もし有限個の素閉測地線のO(2)-軌道しか存在しなければ，そ

れらは孤立した非退化な危多様体をなす．この一般の場合にMorse不等式を拡張してGromoll-Meyer

は定理を導いた．なおより詳しい証明の解説と，関連して等長変換で不変な測地線の存在問題に関す

る解説が [Ta1]にあるので参照されたい．なおこの結果は Finsler計量の場合も成り立つ．

従って，どんな体 F に対しても {bi(CM , F )}∞i=0が有界な多様体に対して上の定理は適用できない

が，Vigué-Poirrierと Sullivanによる次の結果から，上の定理は実際非常に多くの多様体上の任意の

Riemann計量に対して無限個の (幾何学的に異なる)閉測地線を導くことが分かる．

定理 21. コンパクト単連結多様体M に対して，閉曲線の空間 CM の有理 Bettiの列 {bi(CM ,Q) =

dimHi(CM ,Q)}∞i=0 が有界であるためにはM の有理コホモロジー環 H∗(M,Q)が 1個の元から生

成されていることが必要かつ十分である．特に，H∗(M,Q)が 1個の元から生成され得ないならば，

Gromoll–Meyer の定理の仮定は満たされる．

H∗(M,Q)が 1個の元から生成されている例として，球面や種々の射影空間があるが，これらの空

間の標準的な Riemann計量に関してはすべての測地線は閉測地線であった (ただし，これら以外の

多様体の例がある)．

一般の Snの場合 Lusternik-L. Schnirelmann型の定理はずっと難しくなる．Morseによる楕円面上

の閉測地線の研究によれば，高々n(n+1)/2個の単純 (あるいは短い)閉測地線の存在を示すのがベス

トである (Ballmann, Bangertによる断面曲率が殆ど定数の場合の結果がある [Ba3])．Sn上の一般の

計量に対して閉測地線の存在を云うのに，Γ(Sn) ⊂ Ĉを Snの小円全体の空間 (自明な点曲線も含む)，

∆(Sn)を Snの大円全体の空間としてこれらを用いる Lusternikに始まる方法がある．大円はそれを

含むRn+1の原点を通る平面によって定まるから，∆(Sn)はGrassmann多様体G(2, n−1)と考える

ことが出来る．小円はそれに平行な大円を一意に決めるから写像 π : Γ(Sn) → ∆(Sn) ∼= G(2, n− 1)

を得るが，これはG(2, n− 1)上の開ディスクバンドルである．G(2, n− 1)には g(n)個44の付随ホモ

ロジー類鎖45ができるが，これから Thom同型により Γ(Sn)の付随ホモロジー類鎖をえる．このと

き，それらを (Ĉ, Ĉ0)に埋め込んで付随ホモロジー類鎖を構成して Lusternik-Schnirelmann理論を適

用すれば，次が云えるであろう：上の付随ホモロジー類鎖に対応して (Sn, g)上E値 κi(1 ≤ i ≤ g(n))

の閉測地線 ci が存在する．

しかし (Ĉ, Ĉ0)のトポロジーは (上の理由で)微妙で，一般には上のホモロジー類列は (Ĉ, Ĉ0)の付

随ホモロジー類鎖を与えているかどうか分からない．次に述べる結果はAlber, Klingenberg等によっ

てまず扱われたがギャップがあり，[Ba-Th-Zi3],[Ba-Th-Zi4],[An2], [An3], [Hi1]等によって確かめら

れた．もし，CのO(2)が自由に作用する部分集合の商空間に Γ(Sn)の付随ホモロジー類鎖を埋め込

むことができれば，位相的な困難は克服できる．例えば Ballmann-Thorbergsson-Zillerは (Sn, g)の

断面曲率がピンチされ，単射半径の評価が得られているときこの方針で次を得た：

44g(n) = 2n− s− 1 (s ≥ 0 は 2k + s = n < 2k+1 によって決まる)．これは G(2, n− 1) のカップ長に等しい．
45ホモロジーは Z2 係数で考える．
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1. 球面 Sn上のRiemann計量の断面曲率が ( 14 ≤)δ ≤ K ≤ 1を満たせば，少なくても g(n)個の単

純閉測地線でその長さが [2π, 2π/
√
δ](⊂ [2π, 4π])の範囲にあるものを許容する．もし長さ≤ 4π

の閉測地線がすべて非退化であるならば，少なくても n(n+ 1)/2個のその長さが [2π, 2π/
√
δ]

の範囲にある単純閉測地線を許容する．

2. 実射影空間 RPn 上の Riemann 計量の断面曲率が ( 14 ≤)δ ≤ K ≤ 1 を満たせば，少なくて

も g(n)個のホモトピー自明でない単純閉測地線でその長さが [π, 2π/
√
δ](⊂ [π, 2π]) の範囲に

あるものを許容する．もし長さ ≤ 2π の閉測地線がすべて非退化であるならば，少なくても

n(n+ 1)/2個のその長さが [π, 2π/
√
δ] の範囲にある単純閉測地線を許容する．

更にBallmann-Thorbergsson-Zillerは閉測地線 γの安定性に関して次を得た：最も簡単な場合とし

て，(Sn, g)の断面曲率が 1/4ピンチの場合を考えてみよう．注意 14より，閉測地線 γで Indγ ≤ n−1

を満たすものが存在する．単射半径評価より L(γ) ≥ 2π で等号が成立すれば，(Sn, g)は定曲率で

P ≡ idだから L(γ) > 2πとしてよい．このとき有理数を p/qを L(γ) > 2pπ/qを満たすように選べ

ば，L(γq) > 2pπ で (16)より Indγq ≥ p(n − 1) > q(n − 1)．よって系 19より γ は双曲的ではあり

得ない．一般の場合は線形 Poincré写像 P と関数 I, I0 : S1 → N(定理 18参照)の関係を詳細に調べ

ることにより次を得る ([Ba-Th-Zi2],[[Ba-Th-Zi3])：

1. Riemann多様体Mnが次のいづれかの条件を満たせば楕円・放物型の閉測地線を許容する（K

は断面曲率を表す）：

(i) M = Sn で 9
16 ≤ K ≤ 1. (ii) M = RPn で 1

4 ≤ K ≤ 1.

2. Riemann多様体M が次のいづれかの条件を満たせば双曲型でない閉測地線を許容する：

(i) π1(M) ̸= 0で Ric ≥ 0. (ii) πk(M) ̸= 0で ( k−1
2(n−1) )

2 ≤ K ≤ 1.

3. Riemann多様体Mn が次のいづれかの条件を満たせば少なくても 2個の楕円・放物型の閉測

地線を許容する．

(i) M = Sn で 16
25 ≤ K ≤ 1. (ii) M = RPn で 4

9 ≤ K ≤ 1.

4. Riemann多様体Mn が次のいづれかの条件を満たせば少なくても 2個の双曲型でない閉測地

線を許容する．

(i) M = Sn で 4
9 ≤ K ≤ 1. (ii) M = RPn で 1

4 ≤ K ≤ 1.

更に次が成り立つ ([Ba-Th-Zi3],[[Ba-Th-Zi4])：

• Riemann多様体Mnは Snに同相で ((2n− 2)/(2n− 1))2 ≤ δ ≤ K ≤ 1を満たせば，少なくて

も g(n)− 1個の非双曲型の単純閉測地線でその長さが [2π, 2π/
√
δ]の範囲にあるものを許容す

る．このとき n ̸= 2k なら，少なくても g(n)個以上の条件を満たす非双曲型閉測地線が存在す

る．もし長さ< 4πのすべての閉測地線が非退化ならば，少なくても (n2/2)以上46の条件を満

たす閉測地線が存在する．

46ここで (k) は k の最小整数を意味する．
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付記 W. Klingenbergは球面定理が一段落した後閉測地線の研究に向かい，Bonn大学で活発な

学派を形成し，上で述べた D. Gromoll, W. Meyer, W. Ballmann, G. Thorbergsson, W. Ziller等多

くの勝れた幾何学者が出た．Klingenberg自身は任意のコンパクト Riemann多様体上無限個の異な

る閉測地線の存在証明に全精力を傾け著書 [K1]にその証明を発表したが，証明にはギャップがある

ことが判明した．

1990年代に入って，2次元球面S2上の任意のRiemann計量に関して無限個の異なる閉測地線の存在

が証明された．Lusternik-ScnirelmannによりS2上の任意のRiemann計量に関して 3本の単純閉測地

線の存在が示されていた (定理 16)．単純閉測地線 γ47が与えられたとき γは S2を 2つの領域D+, D−

に分けるが，各 x = γ(s)を始点とし D+ に向かう単位接ベクトル (これは γ̇(s)となす角 θ ∈ (0, π)

で表される)と γ̇(s) = (γ(s), 0),−γ̇(s) = (γ(s), π)を集めると円環面 A = ([0, L]/{0, L}) × [0, π]を

得る．その 2つの境界成分は {γ̇(s) = (γ(s), 0), 0 ≤ s ≤ L}と {−γ̇(s) = (γ(s), π) 0 ≤ s ≤ L}で与
えられる．Birkhoffは円環面写像：Bγ : A → Aを次の 2つの条件 (a),(b)の下で定義し，閉測地線

の存在問題を Bγ の固定点を求めることによって解こうとした：

(a) γ([0, L])の点を始点とする任意の測地線 δ : [0,∞) → S2 に対して，δ はある δ(t); t > 0で再

び γ と交わる；

(b) γ のパラメータの範囲をR で考えたとき，γ の共役点の対が存在する．

この条件の下で，まず Aの内点 (x, θ); 0 < θ < π に対し，xを始点とし θ方向に D+ を走る測地

線を取りこれが再び γ と交わる点 (条件より存在する)を x0 とする．この測地線は x0 で D− 方向

を向き，さらに進んで再び γ と点 x′ で交わりD+ に向かうので，γ̇ と角 θ′ ∈ (0.π)をなす．そこで

Bγ(x, θ) = (x′, θ′)と定義すれば，これはAの内部の微分同相写像を与える．測地流が Liouville測度

を保つことから Bγ は Aの測度 dA = dx ∧ dθを不変にすることが分かる．このとき Bγ の不動点は

γ と異なる閉測地線を定める．さらに条件 (b)の下で，Aの境界の点 (x, 0)((x, π))に対して γ(γ−1)

に沿った xの第 2共役点 x′を取り，Bγ(x, 0) = (x′, 0)(Bγ(x, π) = (x′, π))と定義する．これにより，

写像Bγ をAの測度を保つ同相写像に拡張できる．もし，xの第二共役点 x′が始点 xに一致しなけれ

ば，Sturmの定理によってAの 2つの境界である円周上でBγ は互いに逆向きに回転する．Birkhoff

はもし S2 の Gauss曲率が正ならこれらの条件が満たされることを示し，Poincaréの「幾何学的定

理」48を適用して，この場合 2個の不動点が存在することを導いた．よってさらに 2つの閉測地線の

存在が導ける．

さて，J. Franksは Poincaréの「幾何学的定理」で，Φによって境界の円が逆方向に回るという仮

定が無くても，内部に不動点を持てば無限個の不動点が存在することを示し，次を得た ([Fr])：

• (S2, g)を 2次元球面上の Riemann計量とする．もし単純閉測地線 γでその Birkhoff輪環面写

像：Bγ : A→ Aが定義されるようなものが存在すれば，(S2, g)は無限個の幾何学的に異なる

閉測地線を許容する．

47ここでは，パラメータとして弧長 0 ≤ s ≤ L をとる．
48Poincaréは亡くなる少し前次の定理の証明を予告した：「平面の円環面 Aの面積を保つ同相写像 Φが与えられたとする．

A の境界の 2 つの円周が Φ によってそれぞれ逆方向に回るならば，Φ は少なくても 2 個の不動点を持つ」．しかしその証明
は彼の死後 Birkhoff によって始めて与えられた．なお，後にW. D. Neumann によってこのとき無限個の不動点が得られ
ることが示された ([Ne])．
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実際，Lusternik-Scnirelmannの定理からもう一つ別の閉測地線がとれ，定理の仮定の下で円環面

写像Bγ の内部不動点を与える．他方，Bangertは円環面写像が定義できないような単純閉測地線 γ

が存在した場合，すなわち共役点を持たないか，或いは共役点対を持つが測地線 δ : (0,∞) → S2で

γと交わらないものが存在する場合 (幾何学的には (S2, g)がくびれを持つ場合)を考えた．そしてい

ずれの場合も，無限個の幾何学的に異なる閉測地線が存在することを示した ([Ban3])．

その後 Hingstonは，円環面写像が定義されるが境界が回転しない場合に直接無限個の閉測地線が

存在することを示し，Neumannの結果を使うことにより証明を簡易化した．また閉測地線の数え上

げ関数の評価を与えた ([Hi2])．以上の 3種類の異なる手法によって，次の定理が得られた：

定理 22. (S2, g)を 2次元球面上の任意の Riemann計量とすると無限個の幾何学的に異なる閉測地

線が存在する．さらに数え上げ関数 CF (L) = ♯{γ : 長さ ≤ Lの素閉測地線 }に対して次が成り立
つ：ある正定数 aに対して CF (L) > aL/ logL.

ここで，L/ logLは素数の分布に関する素数定理に現れる量であることを注意する．また，Hingston

はS2上正曲率の一般の計量に関してCF (L) > aL2を示した (互いに素な正整数の対 (p, q)で p2+q2 ≤
L2 を満たすものの個数は L2 のオーダーであった)．

注意 23. (1)どの 2次元コンパクト Riemann多様体も無限個の幾何学的に異なる閉測地線を許容す

る．実際，Mg を向き付け可能な種数 g ≥ 1の閉曲面とする．自明でない閉曲線の自由ホモトピー類

(これは基本群の共役類と 1対 1に対応する)のなかに閉測地線が存在するが，同じ自由ホモトピー

類に属する 2つの閉測地線は同じ整係数ホモロジー類に属し，2つの閉測地線がある閉測地線 γの繰

り返し γm, γnであれば対応するホモロジー類も γのホモロジー類 [γ]のm,n倍 (m[γ], n[γ])である．

H1(M,Z) ∼= Z2g であるから，その生成元集合 {v1, v2, . . . , v2g}を選び，素数 pに対してホモロジー

類 v1 + pv2 に属する閉測地線 γp を取ればこれは素で，{γp}は互いに異なる閉測地線である．向き
付け不可能な閉曲面に対してはその向き付け可能な 2重被覆を考えればよい．

(2)一般の非対称 Finsler多様体では事情が異なる．A. B. Katokは S2上の非対称 Finsler計量で，

ちょうど２個の閉測地線しか許容しない例を与えた (これら２つは同じ閉曲線の向きを逆にしたもの

である)．これについて以下簡単に説明する ([Zi])：

滑らかな多様体Mの余接バンドルT ∗Mは自然なシンプレクティック構造ωを持つが，Hamiltonian

H : T ∗M → Rが与えられるとその Hamiltonベクトル場 XH が, DH(ξ)(= ξH) = ω(XH , ξ); ξ ∈
T (T ∗M)により定まる．Mの局所座標系を (xi)とし，対応して決まるT ∗Mの局所座標系を (xi, αi)と

する (α =
∑
αidx

i ∈ T ∗
xM の局所座標が (xi, αi)である)．このとき，Legendre逆変換L∗

H : T ∗M →
TM が

L∗
H(

∑
αidx

i) =
∑

(∂H/∂αi)(∂/∂x
i)

で与えられる．もし，H が正値 2次斉次関数 (H(λα) = λ2H(α), α ∈ T ∗M,λ > 0)で，H のファイ

バー F 方向に制限して得られる Hesse形式 D2
FH = (∂2H/∂αi∂αj)が正定値ならば，L∗

H は微分同

相写像になる．よって N2 = 2H ◦ (L∗
H)−1 はM 上 Finsler計量を与える．このとき，XH の積分曲

線の τ∗M : T ∗M →M による像がN の測地線を与える．

32



(S2, g) を定曲率 1 の標準的な Riemann 計量とし，その等長変換群の閉じた 1 径数変換群 ϕt で

ϕ2π = idを満たすものをとる．V ( ̸= 0)を ϕt の生成するベクトル場とし，T
∗M 上の関数H0,H1 を

H0(α) = |α|∗(=
√∑

gijαiαj), H1(α) = α(V )

で定義し，T ∗M 上の関数を

Hϵ = H0 + ϵH1

で与える．このとき十分小さな |ϵ| > 0に対して，Nϵ := Hϵ ◦ L−1
H2

ϵ /2
はM 上の Finsler計量を与え

る．しかし，Hϵ(−x) ̸= Hϵ(x)よりNϵ は対称でない．

Nϵ の測地流，すなわち XH2
ϵ /2
の流れを求めよう． まず XH2

0/2
は (S2, g)の測地スプレーを TM

と T ∗M の gによる同一視のもとに T ∗M のベクトル場と見たものであった．XH2
0/2

= H0XH0 であ

るから，これらの積分曲線は互いに他方のパラメータを変換することにより得られる．実際，XH2
0/2

の T ∗M 上の積分曲線は c(t)を (S2, g)の測地線として (c(t), ξ(c(t))の形で表されが，この測地線の

弧長パラメターによる表示を c0(s)とすれば，XH0
の流れ ψH0

t は (c0(s), ξ(c0(s))で与えられる．特

に ψH0
2π = idが T ∗M 上で成り立つ．他方，XH1 の流れは ψH1

t = D∗ϕt で与えられる．ここで ϕt は

gの等長変換であるから，XH0 , XH1 の流れは可換でありXHϵ の流れは次式で与えられる：

ψHϵ
t = ψH0

t ◦ ψH1
ϵt = ψH1

ϵt ◦ ψH0
t .

上と同様にXH2
ϵ /2
の流れ (これはNϵの測地流を与える)とXHϵ の流れ ψHϵ

t はパラメータのとり方だ

け異なる：XH2
ϵ /2
の積分曲線を (c(t), ξ(c(t))とすれば，c0(s)を Nϵ(ċ0(s)) = 1を満たすように曲線

cのパラメータを変換した曲線とすると，(c0(s), ξ(c0(s)) がXHϵ
の積分曲線，従って流れを与える．

さて x ∈ T ∗M,Hϵ(x) = 1で ψHϵ

T x = xを満たすものは，Nϵ 計量に関して長さ T の閉測地線を

定める (逆も成り立つ)．従って ψH0

−Tx = ψH1

ϵT xであるが，XH0 , XH1 の流れは可換なので，ψ
H1

ϵT は

x̃(t) = ψH0
t xで与えられる軌道を不変にする．よって ψH1

ϵnT (n = 1, 2, . . .)も x̃を不変にする．もし

ϵT/2πが無理数ならば，ψH1
2π = idより {ϵnT/2π}は 1を法としてR/Zで稠密であるから，1係数変

換群 ψH1
t 全体が x̃を不変にする．他方 ϵT/2πが有理数ならば，ϵT = 2πm/nと表すとき

x = ψH1
2πmx = ψH1

ϵnTx = ψH0

−nTx.

よって T/2πしたがって ϵは有理数である．これより ϵが無理数ならば，Nϵの閉測地線はパラメータ

のとり方を除いて ϕtで不変な gの閉測地線であることが分かる．特に，ϕtとして S2の北極と南極

を結ぶ軸の周りの回転からなる (S2, g)の 1径数等長変換群を取れば，ϕtで不変な大円は赤道のみで

あるから,十分小さな無理数 ϵに対して対応する非対称 Finsler計量 Nϵ は，赤道の向きに対応して，

ちょうど 2個の閉測地線しか持たないことになる49．

注意 24. (1) Zillerは Sn や種々の射影空間上でこのような非対称 Finsler計量の例を与え，その幾

何学的性質を調べた ([Zi])．例えば，S2n, S2n−1 上ちょうど 2n個の閉測地線を持つ Finsler計量が

存在することが分かる．

49赤道を ϕtの正 (負）の向きに走るNϵの閉測地線を γ1(γ2)とすると，その長さはL(γ1) = 2π/(1+ϵ), L(γ2) = 2π/(1−ϵ)
である．また，γi(i = 1, 2) に沿って γi(0) の共役点は t = kπ, k ∈ N で現れる．
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(2)最近,Bangert-Y.Longは S2上のどの Finsler計量も少なくても 2個の異なる閉測地線を許容す

ることを示した ([Ban-Lo])．また V.Long-D.Huagiは任意の 3次元単連結 Finsler多様体に対して少

なくても 2個の幾何学的に異なる閉測地線の存在を示した ([Lo-Hu])．

3. 5 一般的な (generic)計量に対する閉測地線の存在問題

どんなコンパクト Riemann多様体上無限個の閉測地線が存在するかについては Gromoll-Meyer

の定理により，コンパクト単連結多様体M の閉曲線の空間 CM に対して体 F に関する Bettiの列

{bi(CM ), F )}∞i=1が有界でないならば，M 上どの Riemann計量も無限個の (幾何学的に異なる)閉測

地線を許容することが分かっている．よって Vigué-Poirrierと Sullivanの結果から，M の有理コホ

モロジー環H∗(M,Q)が 1個の元から生成されている場合 (例えば球面の場合)を考えればよい．

他方，与えられたコンパクト多様体に対して，異なる測地線を無限個許容するような Riemann計

量が一般的に存在するかという問題がある．

コンパクト多様体上の関数 f : N → Rに対するMorse理論で，f が非退化の場合危点の指数とN

の位相の関連はよく分かり，例えばMorse不等式により f の危点の個数をN の Betti数の総和で評

価することができた．また，非退化な関数は滑らかな関数全体の中で一般的 (generic)であった．

コンパクト多様体M 上の Riemann計量で，その閉測地線がすべて非退化であるものをでこぼこ

(bumpy)計量という．いまM 上の Cr 級 Riemann計量 (2 ≤ r ≤ ∞)全体の空間 Gr(Cr 位相)の残

留 (residual)集合は Gr で稠密であるが，ある Riemann計量に関する性質はその性質を満たす Cr 級

Riemann計量の族が Grの残留集合を含むとき，Cr一般的であるという．[Ab], [An4]]によって次が

知られている：

• 2 ≤ r ≤ ∞に対してコンパクト多様体上でこぼこ計量は Cr 一般的である．

• Klingenberg-F. Takens([K-T])はさらに次を示した：コンパクト多様体上，すべての閉測地線

が双曲的であるか，あるいは非双曲的な閉測地線でその Poincaré写像が捩れ型50であるものが

存在するという Riemann計量の性質は C4 一般的である．

上より一般的な Riemann計量で，捩れ型非双曲的閉測地線を持つ場合か，すべての閉測地線が双曲

的なでこぼこ計量の場合を調べればよい．前者の場合はMoserの定理から無限個の閉測地線が存在

する．後者の場合，M が単連結ならば，Hingston([Hi1])と H-B. Rademacher([Ra1])はやはり無限

個の閉測地線を持つことを示した51．従って，コンパクト単連結多様体の一般的な Riemann計量は

無限個の閉測地線を持つ．その後 Rademacher([Ra2])は「強でこぼこ計量 (strongly bumpy)計量」

(線形 Poincaré写像の固有値に関する条件で与えられる)は無限個の閉測地線を持つこと，単連結コ

ンパクト多様体上強でこぼこ性は Cr 一般的 (2 ≤ r ≤ ∞)であることを示した．

単連結コンパクト多様体上の一般的な計量に関する数え上げ関数 CF (L)の評価については次が知

られている：

50線形 Poincaré写像の固有値が 4-elementaryという性質を満たし，Birkhoff標準形の 3次の項がある非退化性の条件を
満たす．このときは J. Moser による Birkhoff-Lewis 型固定点定理により，与えられ閉測地線の任意の柱状近傍に無限個の
異なる閉測地線が存在する．

51Hingston は数え上げ関数に関して lim inf CF (L) logL/L > 0 を示している．
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定理 25 ([G1]). 単連結コンパクト多様体M 上の任意のでこぼこ Riemann計量 g に対して正定数

a = a(g), b = b(g)が存在して次が成り立つ：

CF (L) ≥ a

L

∑
i≤bL

bi(CM , R).

ここで bi(CM , R)は主イデアル整域Rに関するBetti数である．特に，Mが有理双曲的ならば，CF (L)

は指数増大度を持つ (有理双曲性については脚注 62(p.44)参照)．

定理 26 ([Ba-Zi]). 単連結コンパクト多様体M 上の任意のでこぼこ Riemann計量 g に対して正定

数 a = a(g), b = b(g)が存在して次が十分大きな Lに対して成り立つ：

CF (L) ≥ amax
i≤bL

bi(CM , R).

3. 6 基本群と閉測地線，閉測地線の数え上げ

コンパクト非単連結Riemann多様体M上の異なる閉測地線の個数を評価しようとするとMの基本

群の構造が問題となる．いま (M, g)をコンパクト非単連結Riemann多様体とする．基本群π1(M)の元

aの共役類を [a]とし，CF a(L)で {[an];n ∈ Z\{0}}で与えられる自由ホモトピー類に属する gの閉測

地線のうちで幾何学的に異なる長さ≤ Lのものの個数を表すとする．Ballmann-Thorbergsson-Ziller

は次を示した ([Ba-Th-Zi1])：

• コンパクト非単連結多様体M の基本群 π1(M)の自明でない元 aで，異なる整数m,nに対し

て [an] = [am]を満たすものとする．このとき，一般的な Riemann計量 gに対して

lim inf CF a(L) logL/L > 0

が成り立つ．特に π1(M)が有限であれば lim inf CF (L) logL/L > 0.

これを見るのに gとしてKT計量を取る．gが捩れ型ならMoserの定理よりCF a(L)は素数の増大

度を持つ．よって，aq, q ∈ Z \ {0}に自由ホモトピックな閉測地線がすべて双曲的な場合を考えれば
よい．γを [a]のなかで最小エネルギーの閉測地線とすれば，γnと γm(したがって任意の整数 lに対

して γnl と γml)は仮定より自由ホモトピックである．Indγ = 0で双曲性より Indγnl = Indγml = 0

を得る．よって γnl と γml を結ぶ CM 内の曲線全体の族を考えその危値を κl とすれば minimax

法より，エネルギー κl の閉測地線 γl を得る，Indγl = 1 で γl は素な閉測地線である．このとき，

L(γl) > lmax{L(γn), L(γm)}を示すことができる．
次に，M をコンパクト多様体でその基本群 π1(M)が無限群の場合を考える．π1(M)が可換群で

その階数 k ≥ 2(一般に b1(M) ≥ 2)ならば，任意の Riemann計量に対して無限個の異なる閉測地線

が存在する．すなわち数え上げ関数に対して

lim inf CF (L)/Lk > 0

が成立する．実際 π1(M)の生成系を {γi}ki=1とすれば，異なる閉測地線を求めるには {p1γ1+p2γ2+
· · ·+ pkγk | (p1, . . . .pk)は互いに素 }に属する閉測地線を考えればよい．生成系から得られた π1(M)
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のノルムに関して，ノルム≤ Lの互いに素な (p1, . . . , pk)の個数は Lk のオーダーで評価されること

に注意すれば上の評価を得る．次に π1(M) ∼= Zの場合には，Bangert-Hingston([Ban-Hi])は基本群

のホモトピー群への作用を考えることにより次を得た：

定理 27. Mn(n ≥ 2)を π1(M) ∼= Zを満たすコンパクト Riemann多様体とすれば次が成り立つ：

lim inf CF (L) logL/L > 0.

もし，コンパクト Riemann多様体M がコンパクト単連結多様体N に対して S1 ×N に同相の場

合は評価は良くなって

lim inf CF (L) logL/L2 > 0, lim supCF (L)/L2 > 0

が成立することが Gromov([G2]), Ballmann([Ba4])によって示された．基本群が条件を満たす場合

の閉測地線の個数評価については [Ta2], [Tai1]等がある．またコンパクト負曲率 Riemann多様体の

閉測地線の個数評価については次節で扱う．

Gromovはコンパクト Riemann多様体M の基本群の語問題が解けないならば，無限個の可縮な

閉測地線が存在するであろうと [G1]述べたが，証明は A. Nabutovskyによって与えられた ([Na])．

アイデアはもし有限個しか存在しないとすれば，基本群 π1(M)の与えられた語が単位元に簡約され

得るかどうかのアルゴリズムを次のように与えることができ，矛盾を得る：各語wをM の閉曲線 cw

で実現する．Lをどの可縮な閉測地線も長さ ≤ Lの閉曲線からなるホモトピーで点曲線に変形でき

るような自然数とすれば，Lを知るアルゴリズムがある．このとき，どの長さ ≤ xの可縮な閉曲線

も長さmax{L, x}の閉曲線からなるホモトピーで点曲線に変形できる．他方，長さがある定数で抑
えられたM の区分的に滑らかな弧長パラメータの閉曲線全体の空間のプレコンパクト性を用いて，

cw が可縮かどうかのアルゴリズムを与えることができる．

4 負曲率空間の測地流とエントロピー

4. 1 Hadamard多様体と凸性

M̃ を断面曲率 K ≤ 0 の非正曲率完備単連結 Riemann 多様体とすれば，各点 x ∈ M̃ に対して

expx : TxM̃ → M̃ は微分同相写像になり (Hadamard-Cartanの定理)，任意の 2点を結ぶ正規測地

線がただ 1本存在する．この様な Riemann多様体はHadamard多様体とも呼ばれる．このとき距離

関数 f := dx (dx(y) = d(x, y))は M̃ \ {x}で滑らかで，第 2変分公式からD2f(v, v) ≤ 0を満たし凸

関数になる52．また Hadamard多様体の場合，Rauch比較定理 (§§2.4)はすべての測地 3角形 (ヒン

ジ)に対して成り立つことを注意する．

一般に，Hadamard 多様体 M̃ では凸性が重要な役割を果たす．閉凸集合からの距離関数や等長

変換 φ の移動関数 dφ(x) = d(x, φ(x)) は凸関数であり，測地線に沿った Jacobi 場 Y (t) に対して

52連続関数 f : M̃ → X は，任意の測地線 γ に対して g = f ◦ γ が凸関数のとき (すなわち，g(tx + (1 − t)y) ≤
tg(x) + (1− t)g(y); t ∈ [0, 1], x, y ∈ R を満たすとき) 凸関数という．
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g(t) = |Y (t)|2 は滑らかな凸関数である．実際，断面曲率が K ≤ −a2 を満たせば正規測地線に沿っ
た Jacobi場 Y (t)に対して

|Y |′′ = −⟨R(Y, γ̇)γ̇), Y ⟩
|Y |

+
|∇Y |2|Y |2 − ⟨∇Y, Y ⟩2

|Y |3
≥ a2|Y |

を得るので．|Y (t)|2 は凸関数である．また Y (0) = 0を満たす場合は |Y (t)| ≥ |∇Y (0)|s−a2(t)が成

り立つことが分かる (比較定理 (11)も参照)．したがって a > 0の場合，すなわち断面曲率が上から

負定数 −a2 で押さえられているときは，|Y (t)|は指数増大度を持ち，これは１点から出る測地線の
不安定性 (instability)を示している53．

Hadamard 多様体 M̃ の半直線54γ, σ は定数 c > 0 が存在して d(γ(t), σ(t)) ≤ c; 0 ≤ t < ∞ を
満たすとき漸近的であるという．半直線 γ と任意の点 x ∈ M̃ に対して，xを始点とし γ に漸近的

な半直線が唯一つ存在することが分かる．漸近性は半直線全体の空間に同値関係を与え，その商空

間 M̃(∞)を M̃ の無限遠球面という．特に，x ∈ M̃ と ξ ∈ M̃(∞)に対して xを始点とし ξ の代表

元である半直線 γxξ が唯一つ定まる．xを固定して，ξ に γ̇(0)xξ ∈ UxM̃ を対応させることにより

全単射 M̃(∞) → UxM̃ を得るが，これが同相写像となるように M̃(∞) に位相 (球面位相) を入れ

る．また M̃ ∪ M̃(∞)に，M̃ が (元の位相に関して)開かつ稠密であり，M̃(∞)に制限すれば球面

位相となるような位相 (錐位相)を導入する．この位相に関して，M̃ ∪ M̃(∞)はコンパクトであり，

(x, ξ, η) → ∠x(ξ, η) := ∠(γ̇xξ(0), γ̇xη(0))は連続である．
Hadamard多様体の重要な凸関数として Busemann関数がある：v ∈ UM̃ に対して

fv(x) = lim
t→∞

d(x, γv(t))− t

で定まる関数を Busemann関数と呼ぶ．これは任意の vに対して C2 級の凸関数であり，|∇fv| ≡ 1

を満たす．v, wが漸近的ならば∇fv ≡ ∇fw で fv, fw は定数の差しかない．無限遠点 ξ ∈ M̃(∞)に

対して，v ∈ UM̃ を半直線 γv が ξの代表元であるように選ぶ．このとき，xを通る ξにおけるホロ

球面 H(x, ξ)を fv のレベル f−1
v (fv(x))で定義する．これは M̃ の (Rn−1 に微分同相な)超曲面で，

Vy := ∇fv(y)が y ∈ H(x, ξ)における単位法線ベクトルを与える (H(x, ξ), Vy は代表元 v の選び方

によらない)．特に，v ∈ UM̃ に対してH(v) := f−1
v (0)を vの定めるホロ球面という (これは γv(0)

を通る)．ξ の代表元 v ∈ UM̃ を選び，
∪

−∞<t<∞H(γv(t), ξ) を考えれば，これらは互いに素で M̃

を覆い，d(H(γv(t1), ξ),H(γv(t2), ξ)) = |t1 − t2|を満たす．
次に Hadamard多様体 M̃ の単位接束 UM̃ の各元 vに対して，UM̃ の部分集合

　
W s(v) ={w ∈ UM̃ | vと wは漸近的 }

Wu(v) ={w ∈ UM̃ | −vと− wは漸近的 }

を考える．これらは UM̃ の C2級部分多様体で，τ : UM̃ → M̃ により M̃ の上に微分同相に写され，

それぞれ v を通る安定，不安定多様体と呼ばれる．v → W s(v),Wu(v)はそれぞれ v に関して連続

で，測地流で不変な安定，不安定葉層構造55と呼ばれる葉層構造を定める．

53また Rauch比較定理で測地 3角形 (ヒンジ)は負定曲率 −a2 の双曲平面の対応する測地 3角形 (ヒンジ)と比較できる．
54正規測地線 γ を [0,∞) に制限したもので d(γ(t), γ(s)) = |t− s| を満たす．
55負定曲率計量や HKn の場合は C∞ 級であるが，一般には C1 級ではない．
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これら安定，不安定葉層構造を Jacobi場の言葉で述べることができる．ξ = (A,B) ∈ TvUM̃ を水

平・垂直方向への分解とするとき，γv に沿っての Jacobi場 Yξ(t)が条件 Yξ(0) = A,∇Yξ(0) = Bに

より一意に定まった．このとき次が成り立つ：

• ξ ∈ TvW
s(v) ⇔ |Yξ(t)| は tに関して単調非増加 (t ≥ 0で上に有界)．このような Jacobi場を

安定 Jacobi場という．

• ξ ∈ TvW
u(v) ⇔ |Yξ(t)| は tに関して単調非減少 (t ≤ 0で上に有界)．このような Jacobi場を

不安定 Jacobi場という．

• ξ ∈ TvW
s(v) ∩ TvWu(v) ⇔ Yξ(t)(−∞ < t <∞)は γv に沿って平行な Jacobi場．

次に，M̃ の断面曲率が正定数 aに対してK ≤ −a2を満たす場合を考察しよう．この場合は 2つの

漸近的な半直線は指数減少度で互いに近づく．また，2つの異なる無限遠点 ξ, η ∈ M̃(∞)に対して ξ, η

を結ぶ唯一つの正規測地線 γξη(すなわち，p = γξη(0)とおくとき，γpξ(t) = γξη(−t), γpη(t) = γξη(t)

を満たす正規測地線)が存在する．これより，M̃(∞)× M̃(∞)の対角線集合を∆とすれば，M̃ の測

地線のなす空間 G(M̃)を M̃(∞)× M̃(∞) \∆と同一視できる．またこの負曲率の場合は安定 (不安

定)多様体の代わりに次の様に考えた方が好都合である．いま

W ss(v) ={w ∈W s(v) | H(v) = H(w) (M̃で考えて)}

={w ∈W s(v) | d(ϕtv, ϕtw) → 0 (t→ ∞)}

　W su(v) ={w ∈Wu(v) | H(−v) = H(−w) (M̃で考えて)}

={w ∈Wu(v) | d(ϕtv, ϕtw) → 0 (t→ −∞)}　

と定義すれば，これらはW s(v)(Wu(v))の余次元 1のは C∞級部分多様体で，強安定 (不安定)多様

体と呼ばれ56，τ : UM̃ → M̃ によって M̃ のホロ球面に写像される．Jacobi場の言葉では

• ξ ∈ TvW
ss(v) ⇔ Yξ(t)は γv に直交し，|Yξ(t)|は tに関して単調非増加．

• ξ ∈ TvW
su(v) ⇔ Yξ(t)は γv に直交し，|Yξ(t)|は tに関して単調非減少．

このとき，TvW
ss(v) ∩ TvW su(v) = 0である．W ss,W su は Anosov葉層構造と呼ばれる測地流 ϕt

で不変な UM̃ の葉層構造を定める．M̃ がコンパクト商空間を持てば，これらはC∞葉を持つHölder

連続な葉層構造で，葉は C∞ 位相で点に連続的に依存することが分かっている．

完備 Riemann多様体M の断面曲率が−b2 ≤ K ≤ −a2を満たすとする (例えばコンパクト負曲率

多様体M の普遍 Riemann被覆の場合この仮定は満たされる)．M の正規測地線 γ に沿って γ に直

交する安定 Jacobi場 Y (t)に対して比較定理を用いて

|Y (0)|e−bt ≤|Y (t)| ≤ |Y (0)|e−at; t ≥ 0

a|Y (0)|e−bt ≤ a|Y (t)| ≤|∇Y (t)| ≤ b|Y (t)| ≤ b|Y (0)|e−at; t ≥ 0
(20)

56幾何学的には，これらはホロ球面 H(v) への内向き単位法線方向 (H(−v) への外向き単位法線方向) からなる．
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が成り立つ (不安定 Jacobi場に対しても対応する評価が成り立つ)．

完備非正曲率 (非単連結)Riemann多様体M に対してその普遍被覆 Riemann多様体 M̃ をとれば，

M̃ は Hadamard多様体で，M は M̃ を (その等長変換からなる)被覆変換群 Γの作用で割って得ら

れる．したがってM の構造はHadamard多様体とその等長変換の性質を調べることによって分かる

(詳しくは [Eb-Ha-Schr],[Ba5]等を参照)．例えば，等長変換 φ ∈ Γは自然に無限遠集合 M̃(∞)上同

相写像として作用する．これより，M の測地線の集合 G(M)は Γ\(M̃(∞) × M̃(∞) \∆)と同一視

できる．また，M の閉測地線は M̃ の測地線 γξη で ξ, η がある等長変換 φ ∈ Γ \ {id}で固定される
ようなものとして特徴づけられる．

4. 2 エルゴード性

コンパクト負曲率 Riemann多様体の測地流は (双曲型)力学系の発展において重要な役割を果た

した．完備負曲率 Riemann多様体上の測地線の大域的挙動や閉測地線の研究は Hadamardに始ま

るが，E. Artin, J. Nielsen, Morse等はコンパクト負定曲率 Riemann面や一般のコンパクト負曲率

Riemann多様体の測地流に対して，その周期点の集合は稠密であることを示した．Morseはまた記

号力学系を導入して負曲率閉曲面上 S の測地流の移換性 (trannsitivity：US で稠密な測地流の軌道

が存在する)を示した ([Mo1],[Mo2])．その後，G. Hedlundは負定曲率閉曲面上 S の測地流のエル

ゴード性を示した．しかし，一般の負曲率閉曲面上 Sの測地流のエルゴード性は E. Hopfによる重要

な論文 ([Hop1],[Hop2])で初めて示された (一般次元の負定曲率Riemann多様体の測地流のエルゴー

ド性も E. Hopfによる)．その証明は幾何学的で，負曲率曲面の測地流の双曲性に依っている．その

後，一般次元のコンパクト負曲率 Riemann多様体における測地流のエルゴード性は Anosovによっ

て 1960年代になって証明された ([An1])．

コンパクト (体積有限)負曲率 Riemann多様体M の測地流の周期点集合の UM における稠密性

を示すために，まず次の閉補題 (Closing Lemma)を述べる．

• 完備 Riemann多様体M の断面曲率が負定数で上から押さえられているとする．任意の ϵ > 0

と T > 1 とに対して次の性質を満たす η = η(ϵ, T ) > 0 が存在する．d(v, ϕT v) < η を満た

す任意の v ∈ UM に対して v′ ∈ UM と T ′ ∈ [T − ϵ, T + ϵ] が存在して，ϕT
′
v′ = v′ かつ

d(ϕt(v), ϕt(v′)) < ϵ; t ∈ [0, T ]が成り立つ．

これを見るのにM の普遍被覆 π : M̃ → M に移って考える．v ∈ UpM とし p̃ ∈ π−1(p)に対して

ṽ ∈ Up̃M̃ を vのリフトとすれば，被覆変換 φ ∈ Γが存在して d(Dφ(ṽ), ϕ̃T (ṽ)) < ηが成り立つ．証

明のためには ṽの近くにある ṽ′で T に近い T ′に対してDφ(ṽ′) = ϕ̃T
′
(ṽ′)を満たすもの，すなわち ṽ

の近くに φで不変な M̃ の測地線を見つければよい．S(ṽ, α)で p̃を始点とし始方向が ṽと角< αを

なす M̃ の半直線全体のつくる頂点 p̃の扇形とする．任意の α > 0に対して η > 0を小さく T を大き

く取れば，Dφ(ṽ)は S(ṽ, α)に含まれる．このとき，M̃ の曲率が上から負定数で押えられていること

から，この扇形は φによって自身に写されることが分かる．開凸集合の減少列 {Dφn(S(ṽ, α))}n∈N

の共通部分は空集合故，その閉包Dφn(S̄(ṽ, α))からなる減少列はコンパクトな M̃ ∪ M̃(∞)で唯一

つの点 ηからなる共通部分を持ち，ηは φで固定され M̃(∞)に属する．他方，対称性から逆向きの

扇形 S(−ϕ̃ T ṽ, α)は φ−1 によって自身に写され，同様の議論によって φ−1 の固定点 ξ ∈ M̃(∞)を
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得る．このとき測地線 γξη は φ-不変で求める測地線を与える．

この閉補題と Poincaré再帰定理 (命題 2参照)より次が分かる：

• コンパクト (体積有限)負曲率 Riemann多様体M の測地流の周期点集合は UM において稠密

である．

• さらに上の状況で，UM で稠密になるような軌道 ϕtvが存在する (位相的移換性：topological

transitivity)．

位相的移換性を示すには，UM の任意の空でない開集合 U, V に対して T ∈ Rが存在して ϕT (U) ∩
V ̸= ∅を満たすことが言えれば良いことが分かっている．測地流の周期点集合の稠密性より周期点
u ∈ U, v ∈ V が取れる．前と同様M の普遍被覆 π : M̃ →M に移って考える．ũ ∈ Ũ ⊂ π−1(U), ṽ ∈
Ṽ ⊂ π−1(V )を u, v のリフトとする (ここで Ũ , Ṽ はそれぞれ U, V を均等に被覆する ũ, ṽ の近傍で

ある)．M̃ の測地線 γũ, γṽ に対して (必要なら ũの代わりに φ ∈ Γを選んでDφ(ũ)を考えれば良い

から)γũ(−∞) ̸= γṽ(∞)57として良い．γu(−∞)と γv(∞)を結ぶ測地線 γ̃ を考える．すると t ∈ R

に対して f(t), g(t) ∈ Rを選んで d(γ̇ũ(f(t)), ˙̃γ(t))は t → −∞に応じて指数減少的に 0に収束し，

d(γ̇ṽ(g(t)), ˙̃γ(t))は t → ∞に応じて指数減少的に 0に収束する．γu, γv は閉測地線だから，t1, t2 と

φ1, φ2 ∈ Γを選んで Dφ1( ˙̃γ(t1)) ∈ Ũ ,Dφ2(γ̇(t2)) ∈ Ṽ とできる．これより T = t2 − t1 とおけば

ϕT (Ũ) ∩ Ṽ ̸= ∅である．

一般に，(X,µ)を (有限)測度空間，ψ : X ×R → X はX ×Rの積測度 µ× λに関して可測な写

像であり，{ψt : X → X}t∈R が X の測度を保つ 1径数変換群であるとき，(X,µ, ψ)を力学系とい

う (λはRの Lebesgue測度であり，ψt(x) := ψ(x, t)とする)．例えば，完備 Riemann多様体M の

測地流 ϕt は Liouville測度を持ったM の単位接束 UM 上の力学系である．可測関数 f : X → Rは

すべての t ∈ Rに対して µ({x ∈ X | f(ψt(x)) ̸= f(x)} = 0を満たすとき ϕ-不変であるという．可測

集合 B ⊂ X はその特性関数 χB が ψ-不変のとき ψ-不変であるという．さて，力学系 (X,µ, ψ)はも

し任意の ψ-不変可測関数が殆どいたる所定数になるとき (同じことだが，任意の ψ-不変可測集合が

全測度を持つか零集合であるとき)エルゴード的であるという．これはまた次の様にも述べられる．

可測関数 f : X → Rに対してその時間平均 f±，空間平均 f̄ を

f+(x) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(ψtx)dt, f−(x) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(ψ−tx)dt, f̄ =
1

µ(X)

∫
X

fdµ

で定義する．Birkhoffのエルゴード定理によれば，f ∈ L1(X,µ)なら f±, f0は殆ど至るところ存在

して等しい．さらに f± は ψt-不変で可積であり∫
X

f+(x)dµ =

∫
X

f−(x)dµ =

∫
X

fdµ

を満たす．このとき，力学系 (X,µ, ψ)がエルゴード的であるためには，任意の f ∈ L1(X,µ)に対し

て殆ど至るところ f±(x) = f̄ が成り立つことが必要十分である．

57γṽ(∞)(γũ(−∞)) は半直線 γṽ |[0,∞](γ−1
ũ |[0,∞]) の定める無限遠点を表す．
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次に，コンパクトRiemann多様体N 上の滑らかな流れ ψt（微分同相写像の 1径数変換群) は次の

条件を満たすときAnosov流と呼ばれる (U 系，C 系と呼ばれることもある)：ψtは固定点を持たず，

分布 Es, Eu ⊂ TN と正定数 C, 0 < λ < 1で次を満たすものが存在する：任意の x ∈ N と各 t ≥ 0

に対して

1. TxN = Es(x)⊕Eu(x)⊕Eo(x), ここでEo(x) = R(d/dt|t=0ψ
tx)は軌道の接方向の定める TxN

の 1次元空間.

2. |Dψt
xvs| ≤ Cλt|vs|が任意の vs ∈ Es(x)に対して成立する．

3. |Dψ−t
x vu| ≤ Cλt|vu|が任意の vu ∈ Eu(x)に対して成立する．

AnosovはコンパクトRiemann多様体N 上のAnosov流ψtがN 上の滑らかな測度 µを不変にすると

き，(N,µ, ψt)はエルゴード的であることを示した．負曲率多様体のときと同様にこのときも x ∈ N

を通る安定多様体，不安定多様体58

W s(x) = {y ∈ N | d(ψtx, ψty) → 0 (t→ ∞)}, Wu(x) = {y ∈ N | d(ψtx, ψty) → 0 (t→ −∞)}

を考える．これらは ψt-不変 (ψt(W s(x)) =W s(ψtx), ψt(Wu(x)) =Wu(ψtx))なN の部分多様体で

TxW
s(x) = Es(x), TxW

u(x) = Eu(x)を満たす．W o(x) = {ψtx | t ∈ R}を x通る ψt の軌道とす

れば，x → W s(x),Wu(x),W o(x)は互いに横断的な N の葉層構造W s,Wu,W o で，全体の次元が

dimN に一致するものを定める．さて f を ψt-不変な可測関数とする．定義よりW o 上殆ど至ると

ころ定数であるが，殆どすべてのW s(Wu)の葉である安定多様体 (不安定多様体)上で f は殆ど至

るところ定数であることが分かる．したがって f が局所的に殆ど至るところ定数であることを言え

ばよい．しかし，これを示すのにこれら 3つの葉層構造に対して Fubini型の議論を適用しようとす

るとW s,Wuが一般には微分可能な葉層構造とはならないために困難が生じる．Anosovによる証明

([An1])は絶対連続性を用いる技術的な面で難しいものであった．[Br]に負曲率多様体の場合に重点

を置いたより分かりやすい証明がある．

コンパクト負曲率 Riemann多様体M における測地流は UM 上の力学系として Anosov流である

ことが分かる．実際，断面曲率が−b2 ≤ K ≤ −a2を満たすとする．M の普遍被覆 Riemann多様体

M̃ を取り，M の測地流を M̃ にリフトして同一視して考える．このとき，v ∈ UM に対してAnosov

流の定義における Es, Eu として

Es(v) := Tv(W
ss(v)); Eu(v) := Tv(W

su(v))

と定めれば，比較定理 (20)より

ξ ∈ Es(v) ⇒|Dψtξ| ≤ (1 + b2)1/2e−at|ξ|; t ≥ 0

ξ ∈ Eu(v) ⇒|Dψtξ| ≥ (1 + b2)−1/2eat|ξ|; t ≥ 0

を得る．したがって測地流が Anosov流であることを用いてエルゴード性定理が示される：

58これらは負曲率多様体の測地流の場合には強安定多様体W ss(v)，強不安定多様体 W su(v) に対応している．
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定理 28. M をコンパクト負曲率 Riemann 多様体とする．このとき，M の測地流 ϕt は UM の

Liouville測度に関してエルゴード的である．

例えば，エルゴード性からM 上の殆どすべての測地線は同じように分布していることが分かる．

すなわちM の任意の領域Dに対して，殆どすべての測地線 γ がD内に止まる時間は VolD/VolM

に比例する (χD をDの特性関数として f = χD ◦ τM と取る)：

lim
T→∞

L(D ∩ γ([0, T ]))/T = VolD/VolM.

実はさらに強く ϕtは，Bernoulli流59に同型であることが分かる．特に，混合性 (mixing)60，移換

性を持つ．

注意 29. (1)コンパクト多様体M 上の Anosov流は，ベクトル場X として見たとき C1構造安定で

あるという著しい性質を持つ：すなわち，X ′を C1位相に関してX に近いベクトル場であるとする

と，M の同相写像でX の生成する流れの軌道をX ′ の生成する流れの軌道に写すものが存在する．

(2)コンパクト負曲率Riemann多様体の測地流のAnosov葉層構造は一般にはC0級であるが，C∞

級ならば強い剛性が成り立つことが分かっている．この仮定の下で測地流はコンパクト階数 1の負

曲率局所対称空間の測地流に共役であり ([BFL], [Kan])，さらにM はコンパクト階数 1の負曲率局

所対称空間に等長的であることが分かる ([Bes-Cou-Ga1], [Bes-Cou-Ga2])．これについては §§4.3の
最後の部分も参照されたい．なお，2次元の場合は E. Ghysにより示された．

(3) Klingenbergはその測地流が Anosov流となるコンパクト Riemann多様体上は「共役点を持た

ない」，「任意の閉測地線は指数 0を持つ」，「基本群は指数増大度を持つ」，「基本群の自明でない可換部

分群は無限巡回群である」等の性質を満たすことを示した ([K3])．また，共役点を持たないRiemann

多様体の測地流が Anosov流になる条件ついては [Eb2]参照．

(4) [Ba-Br]はコンパクト非正曲率 Riemann多様体M に対して，測地線 γで自明でない γ̇に垂直

な平行 Jacobi場を許容しないものが存在すれば，その測地流のエルゴード的であることを示した．例

えば，v ∈ UpM が存在し，vを含む TpM の任意の断面 σに対してKσ < 0なる場合は満たされる．

注意 30. (1) エルゴード性は必ずしも負曲率多様体や指数的増大度の基本群を持つ多様体に特有の

性質ではない．例えば，S2上でエルゴード的測地流を持つRiemann計量の例が構成されている．し

かし，正曲率 Riemann計量でエルゴード的測地流を持つものがあるかは分かっていない ([Don])．

(2) J. Lohkampfによれば，どんなコンパクト多様体に対してもそのRiemann計量全体の空間の中

に測地流がエルゴード的になる Riemann計量の (Hausdorff位相に関して )稠密な集合が存在する．

4. 3 エントロピー

力学系において指数増大度の分散の状況を表すためにエントロピーと呼ばれる概念がある．実際

には幾つかの異なるアプローチから定義される (例えば，測地流と関連して [Pa]を参照されたい)．

59(Y, ν) を確率測度空間とし，そのコピーの無限積確率測度空間 (X,µ)Π∞
∞(Y, ν) に対して，T ({yn}) = {yn+1} によっ

て与えられる変換を Bernoulli シフトという．
60力学系 (X,µ, ψ)は次を満たすとき，混合性を持つという：任意の可測集合 A,B ⊂ X に対して，limt→∞ µ(ψtA∩B) =

µ(A)µ(B)/µ(X)．混合性を持てばエルゴート的である．
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(1)(体積エントロピー)： M をコンパクト Riemann多様体，M̃ をその普遍被覆 Riemann多様体

とする．vol BR(p; M̃)で，M̃ の半径 R，中心 pの距離球 BR(p; M̃)の体積を表すとき

hvol(M) := lim
R→∞

1

R
log vol BR(p; M̃) (21)

をM の体積エントロピー (あるいは体積増大度)という．極限は存在し，点 pのとり方に依らない．し

かし hvol(M) > 0のためには π1(M)が指数増大度を持つことが必要十分であることに注意しよう．実

際，π1(M)の生成系に関して語長≤ Lである元の個数を γ(L)とすれば，ν(M) := limL→∞ log γ(L)/L

は存在して生成系の選び方に依らないが，hvol(M) ≥ ν(M)/2d(M)が成り立つ．よって π1(M)が指

数増大度を持てば，hvol(M) > 0．逆も同様に示せる．

(2)(位相エントロピー)： (X, d)をコンパクト距離空間，ϕt : X → Xを同相写像の流れとして位相エ

ントロピーを定義する．まずT > 0に対して距離の増加列 dϕT を dϕT (x, y) := max0≤t≤T d(ϕ
t(x), ϕt(y))

で定義する．NT (ϵ)を半径 ϵ(> 0)の dϕT に関する距離球でX を覆う際に必要な最小の個数として

htop(X,ϕ
t) := lim

ϵ→0
lim sup
T→∞

1

T
logNT (ϵ) (22)

を ϕの距離エントロピーという．これは距離 dのとり方に依らずに定まり，同相写像に関する共役

類の不変量である．(X,ϕt)がコンパクト多様体の同相写像の流れの場合，Y. Yomdinによる次の評

価がある：X に Riemann 計量 gを入れる．Y ⊂ X を k次元部分多様体とするとき，gからの誘導

計量に関する Y の k次元体積を volk(Y )で表す．

σY := lim sup
T→∞

1

T
log volk(ϕ

t(Y ))

とおくと，これは Riemann 計量 gのとり方に依らず，htop(X,ϕ
t) ≥ σY を満たす．

(3)(測度エントロピー)： (X, d)を Borel確率測度 µを持ったコンパクト距離空間，ϕt : X → X

を µを保つ同相写像の流れとする．(2)と同様に，NT (ϵ, δ)で，測度 ≥ 1 − δ のある (X の)部分集

合を覆うに必要な dϕT に関する ϵ-距離球の最小個数を表す．このとき

hmeas(X,ϕ
t) := lim

δ→0
lim
ϵ→0

lim
T→∞

1

T
logNT (ϵ, δ) (23)

を ϕt の測度エントロピーという．(X,ϕt)がエルゴード的である場合には 0 < δ < 1に対して

hmeas(X,ϕ
t) = lim

ϵ→0
lim inf
T→∞

1

T
logNT (ϵ, δ) = lim

ϵ→0
lim sup
T→∞

1

T
logNT (ϵ, δ)

が成り立つ．一般に，htop(X,ϕ) ≥ hmeas(X,ϕ)である
61．

以下，コンパクト Riemann 多様体 (M, g) の測地流 (これは UM 上 Liouville 測度を保つ力学系

であった)のエントロピー hvol(g), htop(g), hLiouville(g)(= hmeas(UM,ϕtg))を考える．位相エントロ

ピーについては次のきれいな特徴付けがある ([Pa-Pa], [Mane])．
61htop(X,ϕ) = suphmeas(X,ϕ) が成り立つ．ここで sup はすべての ϕ 不変な Borel 確率測度全体にわたってとる (変
分原理)．なお，測度エントロピーの定義は Kolgomorov に始まるが，ここで述べた Katok によるものとは形が異なる．
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• §§3.3 で任意の p, q ∈ M に対して p.q ∈ M を結ぶ測地線が常に無限個あることを述べた．

CF (L|p,q)を p.q ∈M を結ぶ長さ ≤ Lの測地線の個数とするとき次が成り立つ：

htop(g) = lim
L→∞

1

L

∫
M×M

logCF (L|p,q)dν(p)dν(q).

• 3つのエントロピーはMn が階数１の局所対称空間の場合は一致し, h(M) := n + k − 2に等

しい．ここで M̃n = HPn
K のとき k = dimRK である.

位相エントロピーと体積エントロピーの関係については次のA. Manningによる結果がある ([Man])：

• コンパクト Riemann多様体 (M, g)の測地流に対して，htop(g) ≥ hvol(g)．もし，(M, g)の断

面曲率が非正であれば等号が成り立つ．

これより，コンパクト負曲率 Riemann多様体の位相エントロピーは正になる．位相エントロピーが

常に正になる多様体の位相に関する必要条件として次がある：

• Mがコンパクト有理双曲的多様体62ならば，その上の任意のRiemann計量 gに対してhtop(g) >

0である．言い換えれば，htop(g) = 0となる計量 gがあれば M は有理楕円的である (詳しい

ことは [Pa]を参照されたい)．

コンパクトRiemann多様体M の測地流はAnosov流であり，閉測地線の接ベクトルはUM で稠密

であった．閉測地線の数え上げ関数とエントロピーの関連についてについては次が成り立つ ([Mar])：

• M をコンパクト負曲率 Riemann多様体とする．このとき

htop(g) = lim
L→∞

logCF (L)

L
.

注意 31. この関係式は CF (L) ∼ hL
ehL の形に書くことができる．その証明が大部の本 ([Ka-Has])の

最後にある．また，コンパクト負曲率多様体のホモロジー類における閉測地線の数え上げ関数の同様

の評価がで与えられている ([Ad-Su], [Katsu-Su1])．なお，これらは測地流 (Anosov 流)より一般の

(位相的弱混合的な)公理 A流の周期点の個数評価の場合に拡張された ([Par-Pol], [Katsu-Su2])．誤

差項の評価，素数の密度定理，ゼータ関数との関連については [Su], [Pol]を参照されたい．

与えられた多様体上エントロピーの言葉で標準的な Riemann計量を特徴づけることができる場合

がある．以下このような剛性定理について簡単に触れる．

• M を閉曲面とし，g0 は M 上の負定曲率の Riemann 計量で Area(M, g0) = 1 をみたすと

する．g = f2g0 (f > 0) を g0 に共形的な同じ面積を持つ Riemann 計量とする (すなわち，∫
M
f2dνg0 = 1)．このとき Katokは次を示した ([Ka3]):

hLiouville(g) ≤ ρhtop(g0) ≤ ρ−1htop(g0) ≤ htop(g) (ρ :=

∫
M

fdνg0 ≤ 1).

62n 次元コンパクト多様体はそのホモトピー群 πi(M) がすべての i > 2n − 1 に対して有限であるか，あるいは∑
j≤i dimπj(M) ⊗ Q が i に関して指数的に増大するかのいずれかの性質を満たす．前者 (後者) の場合 M は有理楕円

的 (有理双曲的) であるという．
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一意化定理から，種数> 1の閉曲面に対しては (面積 1に正規化された)Riemann計量 gの位相エン

トロピー htop(g) ≥ 1 = htop(g0)で等号成立は g が定曲率のときであることが分かる (g の測度エン

トロピーについては逆向きの不等式が成り立つ)．Katokは一般次元の場合もモデルを階数 1の局所

対称空間として同様の結果を予想した．

このような階数 1の局所対称空間の剛性に関して，体積エントロピーを用いた Besson-Courtois-

Gallotによる次の著しい結果がある ([Bes-Cou-Ga1], [Bes-Cou-Ga2], [Pan2])：

• M をコンパクト多様体とし，その上のRiemann計量はその体積が 1となるように正規化する．

M が負曲率局所対称 Riemann計量 g0を許容すれば，M の任意の (正規化された)Riemann計

量 g に対して htop(g) ≥ hvol(g) ≥ hvol(g0) = htop(g0)が成り立つ．dimM ≥ 3で等号が成立

すれば gは g0 に等長的である．dimM = 2で等号が成立すれば，gは負定曲率である．

この定理は多くの応用を持ち，例えばMostow剛性定理の簡単な証明を与える ([Ize]参照)が，測

地線に関連した応用を挙げる．Riemann多様体 (M, g), (N.h)のそれぞれの測地流 ϕtg, ϕ
t
h と可換に

なるような可微分写像 F : UM → UN が存在するとき，ϕtg, ϕ
t
hは共役であるという．以下の応用で

M はコンパクト多様体とし．その上の Riemann計量はその体積が 1となるように正規化する．

• M が負曲率局所対称 Riemann計量 g0を許容したとする．このとき (M, g0)に共役な測地流を

持つM 上の Riemann計量 (M, g)は (M, g0)に等長的である (dimM = 2のときは C. Croke,

J.-P. Otalによる)．

• M が負曲率局所対称 Riemann計量 g0 を許容したとする．このときM 上の負曲率 Riemann

計量 gに対して

lim sup
L→∞

logCF (L)g/L ≥ lim sup
L→∞

logCF (L)g0/L

が成り立ち，等号が成立すれば (M, g)は (M, g0)に等長的である．

測度エントロピーの評価については Ballmann-Wojtlowskiによる次の結果がある ([Ba-Wo])：

• (M, g)をコンパクト非正曲率 Riemann多様体とする．その測度エントロピーに対して

hLiouville(g) ≥
∫
UM

tr(
√

−Rv)dv (v ∈ UM ; Rv : u→ R(v, u)v)

で，等号成立は (M, g)が局所対称空間の場合に限る (Finsler計量への拡張については [Fou])．

注意 32. n次元コンパクト多様体M のエントロピーと Gromovによる最小体積 (minimal volume)

minvol(M)，単体的体積 (simplicial volume) ∥M∥ の関連については次が知られている ([Pa]参照)：

hVtop(M) := inf
g;vol(M,g)=1

htop(g); h
V
vol(M) := inf

g;vol(M,g)=1
hvol(g); Cn =

Γ(n/2)√
πΓ((n+ 1)/2)

とおくとき次が成り立つ：

1

Cnn!
∥M∥ ≤ [hVvol(M)]n ≤ [hVtop(M)]n ≤ minvol(M).
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2. 6 その他の話題

測地線或いは測地流の情報から元の計量に関する情報が得られるか？という逆問題がある．Riemann

多様体M 上の測地線がすべて同じ長さ lの閉測地線であるとき，M を Cl多様体と呼ぶ．Hilbertの

学生O.Zollが回転面でこの様な例を構成したことに端を発し，球面 S2ではこの様な計量は多く構成

されていた．他方，Sn の対蹠点を同一視して得られる実射影空間 RPn では事情がまったく異なり，

その上の SCπ-計量 (閉測地線が単純である Cl-計量)は標準的な定曲率 1の計量に限るであろうと予

想されていた．これはまた，球面に対する Blaschke予想63「i(Sn, g) = d(Sn, g) = πならば g は定

曲率 1の標準的な計量である」と同値になる．球面上の Blaschke計量は SC2π-計量だが，さらに任

意の点 pを始点とするどの測地線も長さ πで定点 p̄を通るので再会多様体とも呼ばれる．Bergerは

球面に対する Blaschke予想は正しい．特に，実射影空間RPn の上の SCπ–計量は標準的な定曲率

1の計量に限ることを示した64．これ等については [Be]を参照されたい．

この本の出版後，注意 17 で述べた Gromoll-Grove の結果，無限小 Blaschke 予想に関する C.

Tsukamoto の研究 [Tsu]，Cl-計量の構成についての K. Kiyohara の貢献 [Ki]，C. Lebrun-L. Ma-

sonによる複素曲面への応用 [Le-Ma]等の仕事がある.

Riemann多様体 (M, g), (N.h)のそれぞれの測地流 ϕtg, ϕ
t
h が共役であるとき，(M, g), (N.h)の関

係 (例えば，等長的か)を問う問題がある (これについては Bessonn–Courtois–Gallotの定理以外に，

[B3] §§10.11の解説を参照されたい)．また，長さスペクトル (閉測地線の長さの集合)やマーク付長

さスペクトル (その長さがどの自由ホモトピー類に属する閉測地線からきているかマークがついた長

さスペクトル)が Riemann計量をどの程度定めるかという問題がある ([Eb-Ha-Schr], [Pan1])．

閉測地線の長さと他の計量不変量に関する種々の幾何学的な不等式がある．最も重要なものは等

縮不等式 (isosystolic inequality)であると思われるが，Gromov[G4]の後の発展については [Kat]を

参照されたい．
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schaft haben, dass die von ihnen ausgehenden geodätischen Linien nie aufhören, kürzeste
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文献についての注意

文献は完全なものではなく，重要なものが抜けていることをご容赦されたい．まずM. Bergerに

よるRiemann幾何一般に関する解説 ([B2],[B3],[B4])は測地線についても大変詳しい．非常に多くの

結果・文献が挙げられ，アイデアや歴史的側面についても述べられている．読みやすいが証明は省か

れているので，きちんと理解しようとすると挙げられた文献を見る必要がある．Klingenberg[K2]も

測地線に関して詳しく，証明も殆どの主張に付けられているが読むのに辛抱がいる．
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総合報告としては，測地線全般に関して Bangert([Ban2])があり，特に閉測地線に関して詳しい．

閉測地線に関してはさらに [Tai1],[Tai2]は特色があり，またMorse理論に関連する部分については

Bott([Bo2])の解説が興味深い．なお，Finsler計量の閉測地線に関して [Lo-Hu]がある ( とのこと

であるが，私は見ていない)．負曲率空間の測地線についての Ballmannによるテキスト [Ba5]，P.

Pansuによる総合報告 [Pan1], [Pan2]は読みやすい．他に [Eb-Ha-Schr]がある．この報告では，こ

れ等の文献を参考にした．

なお佐々木重夫先生から伺ったことであるが，先生は戦争中新しい文献が手に入らなくなって大域

微分幾何学の論文を時代を逆に遡って読まれたそうである．Morse, Birkoff, Hadamard, Poincaré等

の論文を読んだが，中でも Poincaréのものは非常に面白かったとのことである．戦後の困難な時代

に先生は「ホロノミー群研究」というガリ版刷りの雑誌を出しておられてそこに測地線に関する解説

を書かれ，それらが後に [S]の一部として出版された．上述の古典に関する詳しい解説がある．

最後に文献に関して，岡山大学図書館，岡山大学理学部数学科図書室，岡山理科大学図書館，岡山

理科大学理学部応用数学科図書室，勝田　篤氏にお世話になったことを感謝したい．

(2011年 9月 26日提出)
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フィンスラー幾何入門

太田 慎一（京都大学・理）∗

概 要
リーマン幾何との比較に気をつけながら，出来るだけテンソル計算をせずに幾何

学的，直観的にフィンスラー幾何に入門する．

1 フィンスラー多様体の定義
はじめにミンコフスキ空間とフィンスラー多様体の定義を述べる．詳しくは定番の教科
書 [BCS]や，少し違う視点からの [Sh]を参照されたい．

1.1 ミンコフスキ空間
ミンコフスキ（ノルム）空間は，原点についての非対称性を許すノルム空間の一般化で
あり，フィンスラー多様体の接空間に現れる．簡単のため，C∞の場合のみを扱う．

定義 1.1 (ミンコフスキ空間) 非負関数 ‖ · ‖ : Rn −→ [0,∞)が次の 3条件を満たすとき，
‖ · ‖をC∞ミンコフスキノルム，(Rn, ‖ · ‖)をC∞ミンコフスキ空間と呼ぶ：

(1) （正則性）‖ · ‖はRn \ {0}上C∞である．

(2) （正等質性）任意の v ∈ Rnと c > 0に対し，‖cv‖ = c‖v‖が成り立つ．

(3) （強凸性）任意の v ∈ Rn \ {0}に対し，n次対称行列

gij(v) :=
1

2

∂2(‖ · ‖2)

∂vi∂vj
(v) (1.1)

が正定値である．ここで，(vi)n
i=1はRnの座標を表す．

∗sohta@math.kyoto-u.ac.jp; http://www.math.kyoto-u.ac.jp/˜sohta/
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ミンコフスキノルム ‖ · ‖の開単位球 {v ∈ Rn | ‖v‖ < 1}は原点を含む原点対称とは限ら
ない凸集合であり，強凸性はその境界（単位球面）が正に曲がっていることを意味する（図
1参照）．従って ‖ · ‖は狭義凸（一次独立な v, w ∈ Rnに対し ‖v + w‖ < ‖v‖+ ‖w‖）かつ
正値（v = 0 ⇔ ‖v‖ = 0）であるが，‖− v‖ = ‖v‖とは限らない．また，d(v, w) = ‖w− v‖
とおいたとき，三角不等式

d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w) ∀u, v, w ∈ Rn

は成り立つが，対称（d(v, w) = d(w, v)）とは限らないため，通常の意味での距離とはな
らない．

図 1

6

--v/‖v‖

gv(·, ·) = 1

‖ · ‖ = 1

各 v ∈ Rn \ {0}に対し，(1.1)の行列 gij(v)は正定値なのでRnの内積を定める．この内
積を gvで表す：

gv

(
(ai)

n
i=1, (bj)

n
j=1

)
:=

n∑
i,j=1

aibjgij(v). (1.2)

この内積 gvの単位球面（図 1の太線の楕円）は，元のノルム ‖ · ‖の単位球面と v/‖v‖で 2

次まで接し（強凸性は，2次の近似が直線ではなく楕円になることを保証している），特
に gv(v, v) = ‖v‖2が成り立つ．この意味で gvは ‖ · ‖を vの方向で最も良く近似する内積
と解釈でき，フィンスラー幾何へのリーマン幾何的なアプローチで重要な役割を果たす．
ノルム ‖ · ‖が元々内積から来るものだった場合には，明らかに gvは元の内積と常に一致
する．
ミンコフスキノルム ‖ · ‖と内積 gvの違い（比）は，‖ · ‖の凸性（凹性）を用いて評価
できる．具体的には，

S := sup
v,w 6=0

√
gw(v, v)

‖v‖
≥ 1, C := sup

v,w 6=0

‖v‖√
gw(v, v)

≥ 1

2



と定義すると，次が成り立つ．

命題 1.2 上の S, Cは，それぞれ∥∥∥∥v + w

2

∥∥∥∥2

≥ 1

2
‖v‖2 +

1

2
‖w‖2 − S2

4
‖w − v‖2, (1.3)∥∥∥∥v + w

2

∥∥∥∥2

≤ 1

2
‖v‖2 +

1

2
‖w‖2 − 1

4C2
‖w − v‖2 (1.4)

を全ての v, w ∈ Rnで満たす S,C ≥ 1の中で最小のものと一致する．また，S = 1または
C = 1が成り立つのは ‖ · ‖が内積のときに限る．

S = 1のときの (1.3)はアレクサンドロフの意味での非負曲率性，C = 1のときの (1.4)

は非正曲率性（CAT(0)性）を意味する．従って，ノルム空間がアレクサンドロフの意味
で非負曲率または非正曲率を持つのは，内積空間のときに限られる．
バナッハ空間論では Sは（2次の）一様平滑性，Cは（2次の）一様凸性を測る量であ
り，例えば Lp空間の場合は，1 < p < 2で C = 1/

√
p − 1（S は∞），2 < p < ∞で

S =
√

p − 1（Cは∞）が成り立つ（[BCL]）．

1.2 フィンスラー多様体
M を境界のない連結C∞多様体とする．以降では，x ∈ M の近傍U の局所座標 (xi)n

i=1

に対し，TU に

v =
n∑

i=1

vi ∂

∂xi

で導入される座標 (xi, vi)n
i=1を考える．

定義 1.3 (フィンスラー多様体) M の接束 TM 上の非負関数 F : TM −→ [0,∞)が，

• TM \ {0}上C∞であり（{0} := {0 ∈ TxM | x ∈ M}），

• 各 x ∈ M に対し F の TxM への制限がミンコフスキノルムであるとき，

F をM のC∞フィンスラー構造，(M,F )をC∞フィンスラー多様体と呼ぶ．また，F が
全ての v ∈ TM に対し F (−v) = F (v)を満たすとき，可逆であると云う．

各 v ∈ TxM \ {0}に対し，(1.1), (1.2)と同様にして TxM の内積 gvを定められる：

gij(v) :=
1

2

∂2(F 2)

∂vi∂vj
(v),

gv

( n∑
i=1

ai
∂

∂xi
,

n∑
j=1

bj
∂

∂xj

)
:=

n∑
i,j=1

aibjgij(v). (1.5)
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フィンスラー多様体のリーマン多様体との大きな違いは，異なる 2点での接空間が互い
に等長とは限らないことである．従って，リーマン多様体では曲率しか出てこない評価
に，フィンスラー多様体では曲率，(1.3), (1.4)で述べた接空間の一様平滑性・一様凸性，
更に接空間の変化の仕方と 3つの量を評価しなければならない場合がある．

2 測地線，ヤコビ場，曲率
フィンスラー構造F から幾何学的に（一部 [Sh, Section 6]に沿って），測地線，ヤコビ
場，曲率などを導入する．曲率を扱うため，以降では n ≥ 2とする．詳しい定義は [BCS]

を参照．

2.1 測地線
F から次の幾何学的量が自然に導入される．

• 距離：x, y ∈ M に対し，xから yへの距離を

d(x, y) := inf

{ ∫ 1

0

F (η̇) dt

∣∣∣∣ η : [0, 1] −→ M, C1, η(0) = x, η(1) = y

}
と定める．但し，d(x, y) 6= d(y, x)となり得るので，厳密な意味での距離ではない．

• 測地線：C∞曲線 η : [0, l] −→ M が局所最短かつ速さ一定（つまり，F (η̇)が定数）
であるとき，測地線と呼ぶ．

• 指数写像：v ∈ TxM に対し，測地線 η : [0, 1] −→ M で η̇(0) = vを満たすものが存
在するとき，expx(v) := η(1)と定める．

• 完備性：指数写像がTM全体で定義されるとき，つまり任意の測地線 η : [0, l] −→ M

が [0,∞)まで拡張できるとき，(M,F )は前向き完備であるという．このとき，Hopf-

Rinowの定理（[BCS, Theorem 6.6.1]）より，任意の 2点は測地線で結べる．

上では測地線を距離を用いて幾何学的に定義したが，座標を用いると測地線の満たす常
微分方程式（Euler-Lagrange方程式）を

η̈i +
n∑

j,k=1

γi
jk(η̇)η̇j η̇k ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n, (2.1)

と書き下せる．ここで，γi
jk(η̇)はフィンスラー計量 F から定まる Christoffel記号に相当

するものであり，点 η(x)だけでなく方向 η̇(x)にも依存することに注意する．常微分方程
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式の一般論より，任意の v ∈ TxM を初期ベクトルとする測地線の短時間存在性や一意性
がわかる．
ここで，接続について簡単に述べる．接続∇は，

∇v

(
∂

∂xj

)
=

n∑
i=1

ωi
j(v)

∂

∂xi

の係数関数 ωi
j(v)を決めれば定まるが，フィンスラー多様体ではリーマン多様体の Levi-

Civita接続のように一つの自然な接続を決めることは出来ない．幾つかの接続が知られ
ているが，特にChern接続は捩れがない接続の代表的なもので，ωi

j(v) =
∑n

k=1 Γi
jk(v)vk

で与えられる（Γi
jkの式は 6 節参照）．実は，(2.1)は γi

jkを Γi
jkに取り替えても成り立つ

（逆に言うと，Γi
jkは γi

jkを測地線の方程式が変わらない範囲で変形したもの）．また，こ
れから定義する曲率は接続の取り方には依らないことが知られている．
上の Γi

jk を用いて，ベクトル場 V =
∑n

i=1 V i(∂/∂xi)の w ∈ TxM \ {0}を参照ベクト
ルとする共変微分を

Dw
u V (x) :=

n∑
i,j=1

{
uj ∂V i

∂xj
(x) +

n∑
k=1

Γi
jk(w)ujV k(x)

}
∂

∂xi

∣∣∣
x
, u ∈ TxM, (2.2)

と定義する．

注意 2.1 上の共変微分の代わりに，xの近傍で定義されたW (x) = wを満たす適当なベ
クトル場W を使い，リーマン計量 gW についての共変微分DgW

u V (x)を考える．このと
き，DgW

u V (x)がDw
u V (x)と一致するのはW の積分曲線が測地線であるときのみである．

この事実は，gvを用いて何でもリーマン計量に帰着させようとしてはいけないと警告し
ている．

2.2 ヤコビ場
測地線を用いてヤコビ場を定義する．η : (0, l) −→ M を測地線とする．ある C∞変分

σ : (0, l)× (−ε, ε) −→ M で σ(t, 0) = η(t)かつ各 s ∈ (−ε, ε)に対し σs(t) := σ(t, s)が測地
線であるものを用いて，

V (t) =
∂σ

∂s
(t, 0)

と表される V を ηに沿うヤコビ場と呼ぶ．
このようにヤコビ場を定義すると，その満たすべき方程式が自然に曲率へとつながって
いく．次を満たす（線形）変換の族

{Rv : TxM −→ TxM |x ∈ M, v ∈ TxM \ {0}}
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が存在する：任意の測地線 ηとそれに沿うヤコビ場 V に対し，ヤコビ方程式

Dη̇
η̇D

η̇
η̇V + Rη̇(V ) ≡ 0 (2.3)

が成り立つ（Dη̇
η̇は ηに沿う共変微分，(2.2)参照）．また逆に，(2.3)を満たすベクトル場

V はヤコビ場になる．a, b > 0に対しRav(bw) = a2bRv(w)となることに注意する．

2.3 曲率
一次独立な接ベクトル v, w ∈ TxM（特に v, w 6= 0）に対し，ヤコビ方程式 (2.3)に現れ
たRv : TxM −→ TxM を用いて，旗曲率 K(v, w)を

K(v, w) :=
gv(Rv(w), w)

F (v)2gv(w,w) − gv(v, w)2

と定義する．このときK(v, w)は，v, wの張る平面 v∧w ⊂ TxM（旗）だけでなく，v（旗
竿）の取り方にもよることに注意する（特にK(v, w) 6= K(w, v)となり得る）．
リッチ曲率は旗曲率のトレースとして定義される．具体的には，単位ベクトルv ∈ TxM∩

F−1(1)に対し，{ei}n
i=1を TxM の gvについての正規直交基底で en = vであるものとし，

Ric(v) :=
n−1∑
i=1

K(v, ei).

これらの曲率に関して，例えば Bonnet-Myersの定理（Ric ≥ (n − 1)K > 0ならば
diam M ≤ π/

√
K）やCartan-Hadamardの定理（K ≤ 0ならばM の普遍被覆はRnと微

分同相）が成り立つ（[BCS, Theorems 7.7.1, 9.4.1]）．

注意 2.2 旗曲率及びリッチ曲率には，注意 2.1とも関連する Shenによる次のような解釈
がある（[Sh, Section 6]）．この解釈は具体的な計算には適さないが，理論的に極めて有
用であり，また直観的な理解にも役立つ．
単位接ベクトル v ∈ TxM ∩F−1(1)を固定し，それを全ての積分曲線が測地線であるC∞

ベクトル場 V に xの近傍U 上で拡張する（つまり，V (x) = v）．すると，(1.5)によりU

のリーマン計量 gV が定まる．このとき，vと一次独立なw ∈ TxMに対し，旗曲率K(v, w)

は v, wの張る平面の gV についての断面曲率KV (v, w)と一致する（特に，KV (v, w)は V

の取り方に依らない）．同様に，vのF についてのリッチ曲率Ric(v)は gV についてのリッ
チ曲率RicV (v)と一致する．
この解釈を用いると，例えば上で述べた Bonnet-Myersの定理は，点 x ∈ M から出る
測地線の接ベクトル場 V に対応する gV についてのBonnet-Myersの定理に帰着できる．
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3 フィンスラー多様体の例
フィンスラー多様体の代表的な例を与える．

例 3.1 (a) （ミンコフスキ空間）ミンコフスキ空間 (Rn, ‖ · ‖)は，Rnの各点での接空間
をRnと自然に同一視することによって，フィンスラー多様体と見なせる．ミンコフ
スキ空間の旗曲率は恒等的に 0である．

(b) （Berwald空間，[BCS, Chapter 10]）前節で述べたΓi
jkがMの点のみに依る（つまり，

各接空間 TxM上で定数である）フィンスラー多様体をBerwald空間と呼ぶ．Berwald

空間の任意の 2点の接空間は互いに等長であることが知られている．Berwald空間は，
フィンスラー多様体全体から比べるとかなり狭いが，リーマン多様体とミンコフスキ
空間を含む扱いやすい対象である．但し，2次元の場合はBerwald空間はリーマン多様
体か局所的にミンコフスキ空間であるものしか存在しない（[BCS, Theorem 10.6.2]）．

(c) （Randers空間，[BCS, Chapter 11]）フィンスラー構造 F を，リーマン計量 gと 1

形式 βを用いて
F (v) =

√
g(v, v) + β(v)

と表せるフィンスラー多様体をRanders空間と呼ぶ（F の正値性のため，任意の v ∈
TM \ {0}に対し |β(v)|2 < g(v, v)が成り立つとする）．このF は，しばしばリーマン
多様体 (M, g)に風 βが吹いている状況を表したものと解釈される．各 F |TxM の単位
球面は，gの単位球面を βでずれる分だけ平行移動したものである．Randers空間は
物理などの応用上重要であり，また具体的な計算もしやすい．

(d) （ヒルベルト幾何）D ⊂ Rnを有界な開凸集合で，境界 ∂Dが滑らかかつD ∪ ∂Dが
狭義凸であるものとする．相異なる 2点 x, y ∈ Dに対し，x, yを通る直線と ∂Dとの
交点のうち，xに近い方を x′，yに近い方を y′とおく（図 2）．このとき，Dのヒルベ
ルト距離を

dH(x, y) := log

(
|x′ − y| · |x − y′|
|x′ − x| · |y − y′|

)
と定める（| · |はユークリッドノルム）．これはDが球のときは双曲空間のクライン
モデルに一致し，それ以外の場合は旗曲率が負定数のフィンスラー構造で実現される
（[Eg, Appendix A]など参照）．
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図 2

x′

x

y

y′

(e) （タイヒミュラー空間）タイヒミュラー空間のタイヒミュラー計量は完備フィンスラー
計量である．一方，Weil-Petersson計量はリーマン計量であるが完備ではない（[EE],

[Wo]など参照）．

4 変分公式
(2.2)の共変微分や (2.3)のRvを用いて，弧長についての第一・第二変分公式を記述する．

4.1 第一変分公式
σ : [0, l]× (−ε, ε) −→ M をC∞変分とし，s = 0での接ベクトル場，変分ベクトル場を
それぞれ

T (t) :=
∂σ

∂t
(t, 0), V (t) :=

∂σ

∂s
(t, 0)

で表す．各 s ∈ (−ε, ε)に対し L(s)を曲線 σs = σ(·, s)の弧長

L(s) :=

∫ l

0

F

(
∂σ

∂t
(t, s)

)
dt

とするとき，次の第一変分公式が成り立つ（[BCS, Exercise 5.2.4]）：

L′(0) =

[
gT (T, V )

F (T )

]l

0

−
∫ l

0

gT

(
V,DT

T

[
T

F (T )

])
dt.

特に，σ0の速さが一定（F (T )が定数）であるようにパラメータを取ると，L′(0) = 0が端
点を固定する σ0の全ての変分で成り立つのは，σ0が測地線であることと同値である（測
地線の方程式 (2.1)参照）．
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注意 4.1 σが単射かつ ∂σ/∂t 6= 0であるとき，上の T を

T
(
σ(t, s)

)
:=

∂σ

∂t
(t, s)

と拡張してリーマン計量 gT を考える．すると，gT (T, T ) = F (T )2より σsの弧長は F と
gT で変わらず，両方の第一変分公式を比較することによりDgT

T T = DT
T T が成り立つ．こ

れは全てのベクトルが同じ T であるという特殊な状況から生じる関係であり，注意 2.1で
述べたように，一般には F の共変微分はベクトル場から作るリーマン計量の共変微分と
は一致しない．

4.2 第二変分公式
次に，σ, T , V , Lを上と同様とし，但し σ0が測地線であると仮定する．このとき，次
の第二変分公式が成り立つ（[BCS, Exercise 5.2.7]）：

L′′(0) = I(V, V ) +

[
gT (T,DT

V V )

F (T )

]l

0

−
∫ l

0

1

F (T )

(
∂F (σ̇s)

∂s

)2

dt.

但し，I(V, V )は指数形式

I(V, V ) :=

∫ l

0

gT (DT
T V,DT

T V ) − gT (RT (V ), V )

F (T )
dt

である．
この変分公式を使って，[Sh]や [Oh1]では三角形の比較定理がフィンスラー多様体に無
理矢理拡張された．その際，DT

V V とDV
V V の差の評価のために接空間の変化の仕方，gT と

gV の比の評価のために一様平滑性または一様凸性（(1.3), (1.4)）を用いる必要があった．
後者の評価はリーマン多様体でない限り無視できないが（命題 1.2），前者はBerwald空間
（例 3.1(b)）では現れず，特に非正旗曲率を持つ完備単連結Berwald空間はBusemannの
意味で非正曲率を持つ（任意の測地線 η1, η2 : [0, 1] −→ Mに対し，距離関数 d(η1(t), η2(t))

が凸関数になる）ことが知られている（[KVK], [KK]）．

5 重みつきリッチ曲率
ここまで，距離などの幾何学的な量がフィンスラー構造から自然に導かれることを見
た．それでは，測度はどうであろうか？実は，フィンスラー多様体には標準的な測度は存
在しない．幾つかの構成的な測度（Busemann-Hausdorff測度，Holmes-Thompson測度な
ど，[AT]参照）が知られており，それらはリーマン多様体では全て体積測度と一致する
が，フィンスラー多様体では互いに異なる．
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そこで，以降ではM 上のC∞正測度mを任意に固定する（すなわち，局所座標を用い
てm = ϕdx1 · · · dxnと書いたとき，ϕがC∞かつ正）．そして，重みつきリーマン多様体
の理論を参考にして，リッチ曲率をmの取り方に応じて変形する．これは自然な方針で
あることが後にわかり（注意 5.2参照），多くの幾何的，解析的応用がある．

5.1 定義
単位接ベクトル v ∈ TxM ∩ F−1(1)を，注意 2.2と同様に積分曲線が全て測地線である

xの近傍 U 上の C∞ベクトル場 V に拡張し，リーマン計量 gV を考える．gV のリーマン
体積測度を volV で表し，m = e−ψ volV により関数 ψを定める．また，η : (−ε, ε) −→ M

を η̇(0) = vを満たす測地線とする．

定義 5.1 (重みつきリッチ曲率) N ∈ (n,∞)に対し，

RicN(v) := Ric(v) + (ψ ◦ η)′′(0) − (ψ ◦ η)′(0)2

N − n
.

極限として，

Ric∞(v) := Ric(v) + (ψ ◦ η)′′(0),

Ricn(v) :=

{
Ric(v) + (ψ ◦ η)′′(0) if (ψ ◦ η)′(0) = 0,

−∞ if (ψ ◦ η)′(0) 6= 0.

（ψは η上で定義されていればよく，V の条件から V (η(t)) = η̇(t)なので，RicN(v)は V

の取り方に依らない．）

言い換えると，RicN(v)は重みつきリーマン多様体 (U, gV , e−ψ volV ) の重みつきリッチ
曲率 RicV

N(v)である．Ric∞は解析学や確率論で重要なBakry-Émeryテンソルであり，
N < ∞の場合のRicN はQianにより導入された（[BE], [Qi]参照）．また，(ψ ◦ η)′(0)は
Shenらによって良く研究されているS曲率 S(v)と一致する（[Sh, §7.3]参照）．定義から
明らかに，重みつきリッチ曲率はパラメータN について単調増加である：

RicN(v) ≤ RicN ′(v) ∀N < N ′.

従って，Ric∞を下から押さえるのが最も易しく，Ricnを下から押さえるのが最も難しい．

注意 5.2 一般のフィンスラー多様体 (M,F )については，Ricn > −∞（⇔ S ≡ 0）を満
たす測度mが存在するとは限らない．例えば，Randers空間に対してS曲率が恒等的に 0

となる測度mを許容するための必要十分条件を書き下すことができ（[Oh3]），それを満
たさない例が知られている（[Sh, §7.3]）．従って，一般のフィンスラー多様体ではリーマ
ン多様体の体積測度のような「良い参照測度」は存在せず，nより真に大きいN でRicN

を考える必要がある．
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5.2 曲率次元条件
重みつきリーマン多様体において，Lott, von Renesse, Sturm, Villaniは，N ∈ [n,∞]

とK ∈ Rに対しRicN がK以上であることは曲率次元条件 CD(K,N)と同値であること
を示した（[vRS], [St1], [St2], [St3], [LV1], [LV2]）．この同値性はフィンスラー多様体へそ
のまま拡張される（[Oh2]）．曲率次元条件の一般論より，CD(K,N)を満たす空間はリッ
チ曲率がK以上かつ次元がN 以下である様に振る舞うことが知られており，これを通し
てフィンスラー幾何への多くの応用が得られる（詳しくは [Oh2]や [太田]参照）．
曲率次元条件とは，一言で言うと確率測度のなす距離空間上のある種のエントロピーの
凸性である（Nによってエントロピーを変え，Kによって凸性の条件を変える）．M上の
ボレル確率測度 µ, νの間にM の距離 dを用いて自然な方法で距離（L2-Wasserstein距
離）を定めると，その間の最短線（µから νへの最適輸送）はM の測地線に沿った µの
押し出しで与えられる．その変分ベクトル場はヤコビ場であり，従ってリッチ曲率を用い
て挙動を制御できる．
曲率次元条件の一般論より，RicN が下から押さえられたフィンスラー多様体の性質に
ついて，次の応用が得られる（フィンスラー多様体に限れば，リーマン多様体と同様の議
論で直接証明も可能）．

• Ric∞ ≥ K > 0：凸関数の基本的な性質を用いて，Talagrand不等式，対数ソボレ
フ不等式，大域ポアンカレ不等式が得られる．また，Talagrand不等式（または対
数ソボレフ不等式）は測度の集中を導く．

• RicN ≥ K, N < ∞：同心球の体積増大度について，Bishop-Gromov体積比較定
理が成り立つ（リーマン多様体と同じ評価を整数とは限らないN ∈ [2,∞)に拡張し
たもの）．

• RicN ≥ K > 0, N < ∞：直径の上限についてのBonnet-Myersの定理，大域ポア
ンカレ不等式を改良するLichnerowicz不等式が成り立つ．

更に，一般のK ∈ R, N ∈ [n,∞]に対し，RicN ≥ KはBrunn-Minkowskiの不等式
（[St3]）を導く．これは，同心球の体積比較であるBishop-Gromovの比較定理を，任意の
２つの集合の測度の間の関係に拡張したものと考えられる（図 3）．尚，古典的なユーク
リッド空間でのBrunn-Minkowski不等式とは，任意の可測集合A,B ⊂ Rnと t ∈ [0, 1]に
対し，

|{(1 − t)x + ty |x ∈ A, y ∈ B}|1/n ≥ (1 − t)|A|1/n + t|B|1/n

が成り立つというものであった（|A|はAのルベーグ測度）．
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図 3

Bishop-Gromov Brunn-Minkowski

?

6

- ¾ -
:

z

5.3 非線形ラプラシアン
微分可能な関数 u : M −→ Rの点 x ∈ M での勾配ベクトル∇u(x) ∈ TxM を，微分

Du(x) ∈ T ∗
xM の Legendre変換と定義する．すなわち，∇u(x)は

[Du(x)]
(
∇u(x)

)
= F ∗(Du(x)

)2
, F

(
∇u(x)

)
= F ∗(Du(x)

)
を満たす唯一の TxM の元である（F ∗は F の双対ノルム）．

u ∈ H1
loc(M)に作用する非線形ラプラシアン∆を，∫

M

φ∆u dm := −
∫

M

Dφ(∇u) dm ∀φ ∈ C∞
c (M)

と弱い意味で定義する．Legendre変換は内積空間以外では非線形なので，∆は非線形
作用素である（∆(u1 + u2) = ∆u1 + ∆u2 とは限らない）．このラプラシアンは RicN

と相性が良く，例えばラプラシアンの比較定理が成り立つ（[OS1]）．次の性質は，後の
Bochner-Weitzenböck公式の意味を考える上で重要である．

注意 5.3 u ∈ H1
0 (M)に対し，可測なベクトル場 V で，

• 全ての x ∈ M で V (x) 6= 0，

• かつ∇u(x) 6= 0ならば V (x) = ∇u(x)

を満たすものを取り，関数 f の gV についての勾配ベクトル場を∇V f で表す．このとき，
∆∇uf を ∫

M

φ∆∇uf dm := −
∫

M

Dφ(∇V f) dm φ ∈ C∞
c (M)

により定めると，∆∇uu = ∆uが成り立つ．つまり，線形作用素∆∇uと非線型作用素∆

は uに作用するときは一致する．
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ラプラシアン∆に対応する非線形熱方程式 ∂tu = ∆uは，F の正則性と強凸性より，そ
れほど扱いにくい方程式ではない．実際，任意の初期値u ∈ H1

0 (M)から始まる解 (ut)t∈[0,∞)

が存在し，それはxについてH2
locかつ (0,∞)×M上C1,αである．更に，(ut)t∈[0,∞)は（距

離←−
d(x, y) := d(y, x)についての）Wasserstein空間内の相対エントロピーの勾配流と一致

する．

5.4 Bochner-Weitzenböck公式
u ∈ C∞(M)に対し，Mu := {x ∈ M |Du(x) 6= 0}とおく．Mu ではリーマン計量

g∇uを考えることができ，点ごとの計算により次のBochner-Weitzenböck公式が得られる
（[OS2]）．

定理 5.4 (Bochner-Weitzenböck公式) 任意の u ∈ C∞(M)に対し，

∆∇u

(
F (∇u)2

2

)
− D(∆u)(∇u) = Ric∞(∇u) + ‖∇2u‖2

HS(∇u) (5.1)

がMuの各点で成り立つ．また，各N ∈ [n,∞)に対し，

∆∇u

(
F (∇u)2

2

)
− D(∆u)(∇u) ≥ RicN(∇u) +

(∆u)2

N
(5.2)

がやはりMuの各点で成り立つ．

(5.1)で，∇2uは勾配ベクトル場∇uの∇uを参照ベクトルとする共変微分D∇u(∇u) :

TM −→ TM （(2.2)参照），‖∇2u‖HS(∇u)はその g∇uについてのHilbert-Schmidtノル
ムを表す．これらの公式は，∇uを無視すれば（重みつき）リーマン多様体のときと全く
同じであることに注意する．

(5.1)の証明は本質的にリーマン多様体と同様の計算によって行われるが，全く同じで
はない．最も重要な点は，正しい定式化（どこで g∇uを使うか？）を見つけることにあ
る．(5.2)は (5.1)から標準的な方法で導かれる．

注意 5.5 (a) 注意 2.1で述べたように，D∇u(∇u)はリーマン計量 g∇uについての共変微
分とは異なることに注意する．両者は∇uの積分曲線が測地線になるときは一致するが
（このときはRic∞(∇u) = Ric∇u

∞ (∇u)も成立，注意 2.2），これは uへの非常に強い制限
である．従って，(5.1)の右辺の各項は重みつきリーマン多様体 (M, g∇u,m)の Bochner-

Weitzenböck公式の対応する項とは一致しない．
(b) 一方，(5.1)の左辺に現れる∆∇u(F (∇u)2)とD(∆u)(∇u) は F と g∇uで一致する

（注意 5.3参照）．
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Muの外では，∆uなどの量が点ごとには意味を持たないので，(5.1), (5.2)の公式は積
分した形でしか得られない．この点はリーマン多様体のときよりもかなり慎重に議論する
必要がある．解析的な応用として，M がコンパクトな場合に，(5.1)よりBakry-Émery

型勾配評価，(5.2)よりLi-Yau型勾配評価及びHarnack不等式が得られる（[OS2]）．

5.5 展望
最後に，今後の発展の可能性について簡単に述べる．重みつきリッチ曲率の研究は始
まったばかりであり，様々な展開が期待される．

• 前節ではBochner-Weitzenböck公式の解析的な応用のみを述べたが，リーマン多様
体の場合のように幾何学的な応用もあるはずである．これについては引き続き研究
中である．

• これまで見てきたように，重みつきリッチ曲率は一般のフィンスラー多様体の研究
に非常に役立つ．次はこれを，具体的な空間の研究に生かしたい．例えば，ヒルベ
ルト幾何やタイヒミュラー空間の重みつきリッチ曲率はどうなっているだろうか？
測度は何を考えるべきか？

• フィンスラー多様体の理論を，バナッハ空間の幾何学に応用したい．両者は扱う空
間の類似性にも関わらず，接点があまりなかった．例えば，曲率次元条件の応用で
触れた測度の集中は，バナッハ空間の幾何学でもよく研究されている．

• フィンスラー計量はラグランジアンの一種とも考えられ，ラグランジアンに対応す
るコストを用いた最適輸送問題は力学系とも関連して研究されている．では，リッ
チ曲率の理論を一般のラグランジアンに対して展開することはどの程度可能であろ
うか？

6 テンソルの森
The term “Finsler space” evokes in most mathematicians the picture of an impenetrable

forest whose entire vegetation consists of tensors. ...the association of tensors with Finsler

spaces is due to a historical accident, and that, at least at the present time, the fruitful

and relevant problems lie in a different direction.

— Herbert Busemann [Bu] (1950)
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v ∈ TM \ {0}とし，添字は 1, 2, . . . , nを動くとする．(gij)で (gij)の逆行列を表す．

gij(v) =
1

2

∂2(F 2)

∂vi∂vj
(v), (fundamental tensor)

Aijk(v) =
F (v)

2

∂gij

∂vk
(v), (Cartan tensor)

γi
jk(v) =

1

2

n∑
i=1

gil(v)

{
∂gjl

∂xk
(v) +

∂gkl

∂xj
(v) − ∂gjk

∂xl
(v)

}
, (formal Christoffel symbol)

Gi(v) =
n∑

j,k=1

γi
jk(v)vjvk, (geodesic spray coefficient)

N i
j(v) =

1

2

∂Gi

∂vj
(v), (nonlinear connection)

Γi
jk(v) = γi

jk(v) −
n∑

l,m=1

gil(v)

F (v)

{
Ajlm(v)Nm

k (v) + Alkm(v)Nm
j (v) − Ajkm(v)Nm

l (v)
}
,

Rij(v) =
n∑

k,l=1

gik(v)
vl

F (v)

{
δ

δxj

(
Nk

l

F

)
(v) − δ

δxl

(
Nk

j

F

)
(v)

}
([BCS, Exercise 3.3.4])

where
δ

δxj
=

∂

∂xj
−

n∑
m=1

Nm
j

∂

∂vm
,

Rv(w) = F (v)2

n∑
i,j,k=1

gjk(v)Rij(v)wi ∂

∂xk
,

∇u(x) =
n∑

i,j=1

gij
(
∇u(x)

) ∂u

∂xi
(x)

∂

∂xj
(x).
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[BE] D. Bakry and M. Émery, Diffusions hypercontractives (French), Séminaire de probabilités,
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On the Cut Locus of Riemann-Finsler surfaces

Minoru TANAKA � Sorin V. SABAU

1 Introduction

The notion of cut locus was introduced and studied for the first time by H. Poincaré in
1905. Later on, S. B. Myers and J. H. C. Whitehead continued the investigations on the
cut locus of 2-dimensional Riemannian manifolds (see [ShT]).

Despite of the vast literature existing for the Riemannian case, the investigations of
the cut locus of a Riemann-Finsler manifold are scarce (see [BCS]).

We will show that the cut locus of a Riemann-Finsler surface has the structure of a
local tree (Theorem 2.1) and that it is a union of rectifiable Jordan arcs (Theorem 2.4).
Moreover, its inner metric topology coincides with the induced topology (Theorem 2.5).
We will consider here the case of the cut locus of a point, but the case of the cut locus of
a close curve can be studied in the same way (see [TS]). The methods are similar with the
ones in [ShT]. Even the results are similar, showing that there is nothing special about
the metric structure to be Riemannian, one should pay always attention to the fact that,
unlike its Riemannian correspondent, the Finslerian distance is not symmetric.

Let us recall that a Riemann-Finsler manifold (M,F ) is a n-dimensional differential
manifold M endowed with a norm F : TM → [0,∞) such that

1. F is positive and differentiable;

2. F is 1-positive homogeneous, i.e. F (x, λy) = λF (x, y), λ > 0, (x, y) ∈ TM ;

3. the Hessian matrix gij(x, y) :=
1

2

∂2F 2

∂yi∂yj
is positive definite on T̃M := TM \ {0}.

The Riemann-Finsler structure is called absolute homogeneous if F (x,�y) = F (x, y)
because this leads to the homogeneity condition F (x, λy) = |λ|F (x, y), for any λ ∈ R.

2 Main Theorems

Let (M, F ) be a Riemann-Finsler surface, and p a point in M , and let us denote by Cp

the cut locus of p.

Theorem 2.1 Let x be a cut point of p, and B+
2δ(x) a convex neighborhood at x. Then

any cut point y ∈ B+
δ (x) ∩ Cp can be joined to x by a Jordan arc in B+

δ (x) ∩ Cp. In other
words, the cut locus Cp is a local tree. Its end points are the cut points of p that coincide
with the first conjugate points of p.
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Proposition 2.2 (Generalized first variation formula, forward version)
Let {i : [0, li] → M} be a convergent sequence of minimal geodesic segments emanat-

ing from a point p on an n-dimensional Riemann-Finsler manifold M .
If the limit

vf := lim
i→∞

1

F (exp�1
x (i(li))

exp�1
x (i(li)), (2.1)

exists, then

gw∞(vf , w∞) = min{gw(vf , w); w is a unit velocity tangent vector

at x of  ∈ Γ(p, x)}.
(2.2)

Moreover,

lim
i→∞

d(p, i(li)) � d(p, x)

d(x, i(li))
= gw∞(vf , w∞) (2.3)

holds.
Here x = limi→∞ i(li) and exp�1

x denotes the local inverse map of the exponential map
expx around the zero vector and w∞ := limi→∞ ̇i(li) ∈ TxM .

A similar generalization of the first variation formula can be written in the case when
the convergence of the points sequence (xi) to x lies on the geodesic segments sequence
�i oriented from i(li) to x. Indeed, we have

Proposition 2.3 (Generalized first variation formula, backward version)
Let {i : [0, li] → M} be a convergent sequence of minimal geodesic segments emanat-

ing from a point p on an n-dimensional Riemann-Finsler manifold M.
If the limit

vb := lim
i→∞

1

F (exp�1
γi(li)

(x))
exp�1

γi(li)
(x) (2.4)

exists, then

gw∞(�vb, w∞) = min{gw(�vb, w); w is a unit velocity tangent vector

at x of  ∈ Γ(p, x)}.

Moreover,

lim
i→∞

d(p, i(li)) � d(p, x)

d(i(li), x)
= gw∞(�vb, w∞) (2.5)

holds.
Here x = limi→∞ i(li) and w∞ := limi→∞ ̇i(li).

From now on, we will fix a Jordan arc c : [0, 1] → Cp, i.e. c is injective and continuous.
Let us recall that if (M, d) is a metric space, then the length of a curve  : [a, b] → M

is defined by

Ld(|[a,b]
) := sup

[n�1∑
i=0

d((ti), (ti+1)) : n ∈ N, a = t0 < t1 < � � � < tn = b
]
,

2



where the sup is taken over all n and all partitions t0 < t1 < � � � < tn of [a, b].
A rectifiable curve is a curve with finite length.
We can state now the main result of this section.

Theorem 2.4 Let c : [0, 1] → Cp be a Jordan arc. Then c is rectifiable.

From our previous discussions it can be seen that if two points y1, y2 ∈ Cp are in the
same connected component of the cut locus of p, then there is a Jordan arc contained in
Cp joining them. Therefore, we can define the intrinsic metric � on Cp as follows:

1. if y1, y2 ∈ Cp are in the same connected component,

�(y1, y2) := inf{Ld(c) : c is a rectifiable arc in Cp joining y1 and y2}, (2.6)

2. otherwise �(y1, y2) := +∞.

Theorem 2.5 If (M, F ) is a forward complete Riemann-Finsler surface and Cp is the
cut locus of a point p ∈ M , then the intrinsic metric topology of Cp is equivalent to the
induced topology of Cp from (M,d), where d is the Finslerian distance on M .
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