
対称マルコフ過程の大域的性質とディリクレ形式

塩沢 裕一 (岡山大学)∗

1. 序
本講演では, 正則ディリクレ形式から生成される対称マルコフ過程について, 大域的性
質の定量化に関するこれまでの研究成果を概観する. さらに, 筆者の試み ([48, 49, 50])

およびX. Huang 氏との共同研究 ([28]) について紹介したい. また, 可能ならば最近の
進展についても触れたい.

まず初めに, 最も基本的な確率過程の 1 つであるブラウン運動について, 保存性・過
度性の定量化に関する古典的な結果を述べる. 原点から出発する d 次元ブラウン運動
({Bt}t≥0, P ) に対して, Kolmogorov の判定法 (例えば [33, 4.12] を参照せよ) により,

すべての十分大きな t に関する |Bt| の上界を決定できる. すわなち, (0,∞) 上の単調
増加な正値関数 g(t) が g(t) → ∞ (t→ ∞) を満たすとき,∫ ∞

·
g(t)d exp

(
−g(t)

2

2

)
dt

t
が収束する (resp. 発散する)

ならば

P
(
ある T > 0 が存在して, すべての t ≥ T に対して |Bt| ≤

√
tg(t)

)
= 1 (resp. 0).

(1.1)

等式 (1.1) の左辺の確率が 1 になるとき, 関数
√
tg(t) をブラウン運動の upper rate

function という. 例えば関数 R(t) =
√
(2 + ε)t log log t (ただし, ε > −2) は, ε > 0 の

ときのみ upper rate function となる. さらに d ≥ 3 のときは, Dvoretzky-Erdös の判定
法 ([10], [33, 4.12]) により, すべての十分大きな t に関する |Bt| の下界も決定できる.

すなわち, (0,∞) 上の単調減少な正値関数 h(t) が h(t) → 0 (t→ ∞) を満たすとき,∫ ∞

·
h(t)d−2dt

t
が収束する (resp. 発散する)

ならば

P
(
ある T > 0 が存在して, すべての t ≥ T に対して |Bt| ≥

√
th(t)

)
= 1 (resp. 0).

(1.2)

等式 (1.2) の左辺の確率が 1 になるとき, 関数
√
th(t) をブラウン運動の lower rate

function という. 例えば任意の正数 c に対して, 関数 r(t) = c
√
t/(log t)(1+ε)/(d−2) (た

だし ε > −1) は, ε > 0 のときのみ lower rate function となる.

Kolmogorov および Dvoretzky-Erdös の判定法は, それぞれ Khintchine [35] および
竹内 [55] により, 指数 α ∈ (0, 2) のd 次元対称安定過程へと拡張された. また, (対称と
は限らない) 安定過程の直積についても, Hendricks [24] や Khoshnevisan [36] により,

rate function に関する判定法が得られている. 一方で市原 [29] は, 係数が滑らかな一
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様楕円型作用素を生成作用素に持つ Rd 上の対称拡散過程に対して, 推移確率の評価や
マルチンゲール理論を用いてDvoretzky-Erdös の判定法を拡張した.

以上で述べた結果の自然な拡張として, 正則ディリクレ形式から生成される対称マル
コフ過程の upper/lower rate function が, ディリクレ形式の解析的な情報からどのよ
うに定まるのかという問題を考えたい. ディリクレ形式は様々な特異性 (例えば係数の
不連続性や空間の特異性) に強く, 確率過程の構成・解析を行う上で重要な役割を果た
している. しかし, ディリクレ形式の具体形と対称マルコフ過程の経路の性質との関係
は一般に非自明であり, この点を明らかにすることが講演者の研究目的である.

リーマン多様体上のブラウン運動や対称拡散過程については, 体積増大度や係数増
大度に関する保存性の成立条件 (例えば [9, 16, 17, 18, 30, 43, 52, 53, 54] を参照せよ)

および upper/lower rate function (例えば [19, 20, 23, 25, 45] を参照せよ) について詳
しく調べられている. 近年では飛躍を持つ対称マルコフ過程についても, 体積増大度や
係数増大度に関する保存性の成立条件が調べられている ([11, 22, 27, 38, 39, 48, 51]).

特に重み付きグラフ上のマルコフ連鎖に対しては, 1 回の移動で隣接点のみに動く性質
を用いて, 対称拡散過程と同様の保存性の成立条件が与えられた ([11, 27]). さらに X.

Huang ([26]) および X. Huang と筆者 ([28]) は, リーマン多様体上のブラウン運動の
[19, 20, 25] の結果を重み付きグラフ上のマルコフ連鎖に拡張した. 以上の研究の流れ
を踏まえて筆者は, 飛躍を持つ対称マルコフ過程の upper/lower rate function に興味
を持ち, 体積増大度や係数増大度に関する特徴づけを得た ([49, 50]).

次章以降の概要は以下の通りである. 2 章では, ディリクレ形式と対称マルコフ過程
に関する基本概念を述べる. 3 章では, 飛躍を持つ対称マルコフ過程の保存性判定に関
する結果 ([48]) を述べる. この応用として, 有界領域上のある飛躍型マルコフ過程に対
して, 係数の退化度による保存性の成立条件を与える. また特別な場合には, 保存性成
立の必要十分条件が得られることを述べる. 4 章では, 対称マルコフ過程の upper rate

function に関する結果を紹介する. 4.1 節では重み付きグラフ上のマルコフ連鎖に対す
る upper rate function の特徴づけを [28] に沿って述べる. 4.2 節では, 一般の内部消
滅を持たない対称マルコフ過程に対するupper rate function の特徴づけに関する結果
([49]) を述べる. この応用として, 係数が退化する飛躍型マルコフ過程に対して, 粒子
の広がり方が遅くなることを定量的に捕えた例を紹介する. 5 章では, 対称マルコフ過
程の lower rate function に関する結果とその応用 ([50]) を述べる.

2. 準備
本章では [14, 15] に従って, ディリクレ形式と対称マルコフ過程に関する基本概念を
述べる. (X, d) を局所コンパクト可分距離空間とし, m を X 上の正値ラドン測度で
supp[m] = X を満たすものとする. C(X) を X 上の連続関数全体の集合とし, C0(X)

を X 上の連続関数でコンパクトな台を持つもの全体の集合とする. F を L2(X;m) の
稠密な線形部分空間とし, E を F×F 上で定義された対称双線形形式とする. L2(X;m)

上の対称双線形形式 (E ,F) がディリクレ形式であるとは, 次の三条件が成立すること
である:

(i) (非負性) 任意の u ∈ F に対して E(u, u) ≥ 0.

(ii) (閉形式) F は E1(u, v) を内積とする実ヒルベルト空間である. ただし, (u, v)L2

は m に関する L2 内積であり, E1(u, v) = E(u, v) + (u, v)L2 .



(iii) (マルコフ性) 任意の u ∈ F に対して v = 0 ∨ u ∧ 1 ∈ F かつ E(v, v) ≤ E(u, u).

ディリクレ形式 (E ,F) に対して, L2(X;m) 上の非正定値自己共役作用素 A が等式

F = D
(√

−A
)
, E(u, v) =

(√
−Au,

√
−Av

)
L2
, u, v ∈ F

で定まり, A (または (E ,F)) の生成する半群 Tt = etA はマルコフ半群となる. すなわ
ち, 関数 f ∈ L2(X;m) に対して0 ≤ f ≤ 1, m-a.e. ならば 0 ≤ Ttf ≤ 1, m-a.e.

以下ではディリクレ形式の保存性と再帰性, 過度性の定義を述べる. ディリクレ形式
(E ,F) から生成される半群 {Tt}t≥0 はL∞(X;m) 上に拡張できる (例えば [14, p.56] を
参照せよ). この拡張した半群も同じ記号で表すことにする. (E ,F) が保存的であると
は, 任意の t > 0 に対してTt1 = 1,m-a.e. が成立することである. また, 積分

Stf =

∫ t

0

Tsf ds, f ∈ L2(X;m)

がリーマン和の L2(X;m) 内での強収束極限として確定する. St は L2(X;m) 上の有
界対称作用素となり, さらに L1(X;m) ∩ L2(X;m) 上の作用素 Tt と St をそれぞれ
L1(X;m) 上の有界線形作用素へと一意に拡張できる. これらの拡張した作用素も同じ
記号で表すことにする. L1

+(X;m) = {u ∈ L1(X;m) | u ≥ 0, m-a.e.} として

Gf = lim
N→∞

SNf, f ∈ L1
+(X;m)

とおく. (E ,F) が再帰的であるとは, 任意の f ∈ L1
+(X;m) に対して

Gf = 0 または ∞, m-a.e.

が成立することである. (E ,F) が過度的であるとは, m({x ∈ X | f(x) = 0}) = 0 なる
関数 f ∈ L1

+(X;m) が存在してGf <∞ m-a.e. を満たすことである.

m 可測な集合 A ⊂ X が (Tt) 不変であるとは, 任意の f ∈ L2(X;m) と t > 0 に対
してTt(f1A) = 1ATtf , m-a.e. が成立することである. (E ,F) が既約であるとは, 任意
の不変集合 A ⊂ X は m(A) = 0 または m(X \A) = 0 となることである. ディリクレ
形式 (E ,F) は, 既約ならば再帰的または過度的のいずれかである ([14, Lemma 1.6.4]).

O を X の開集合族とする. A ∈ O に対して

Cap(A) =

{
infu∈LA

E1(u, u), LA ̸= ∅
∞, LA ̸= ∅

と定める. ただし LA = {u ∈ F | u ≥ 1 m-a.e. on A}. 任意の A ⊂ X に対して, A の
容量を

Cap(A) = inf
B∈O, A⊂B

Cap(B)

で定める. A ⊂ X について, x ∈ A に関する主張が A 上で q.e. (“quasi everywhere”

の省略形) に成立するとは, ある容量零集合 N ⊂ A が存在して, 各 x ∈ A \N に対し
て主張が成立することである.

さて, ディリクレ形式 (E ,F) が正則であるとは, F ∩ C0(X) がノルム ∥u∥E1 =√
E1(u, u) に関して F に稠密であり, 一様ノルム ∥ · ∥∞ に関して C0(X) に稠密である



ことをいう. 正則ディリクレ形式 (E ,F)に対して, Beurling-Denyの公式 ([14, Theorem

3.2.1, Lemma 4.5.4]) と呼ばれる次の表現公式が成立する: 任意の u, v ∈ F ∩C0(X) に
対して

E(u, v) = E (c)(u, v)+

∫∫
X×X\diag

(u(x)−u(y))(v(x)−v(y)) J(dxdy)+
∫
X

u(x)v(x) k(dx).

ただし, diag = {(x, y) ∈ X ×X | x = y} とし,

• (E (c),F ∩ C0(X)) は強局所的対称形式である. すなわち, supp[u] の近傍で v が
定数ならば E (c)(u, v) = 0;　

• J は X ×X \ diag 上の対称な正値 Radon 測度;

• k は X 上の正値 Radon 測度.

特に, 以上の 3 要素は正則ディリクレ形式 (E ,F) に対して一意に定まる. 測度 J と k

をそれぞれ (E ,F) に付随する飛躍測度および消滅測度と呼ぶ.

強局所形式 E (c) は F 上に一意的に拡張できる. さらに任意の u ∈ F に対して, X

上の正値 Radon 測度µc
⟨u⟩ が存在して

E (c)(u, u) =
1

2
µc
⟨u⟩(X)

([14, p.123]). 測度 µc
⟨u⟩ を u のエネルギー測度の局所部分という. また u, v ∈ F に対

して, 符号付き測度 µc
⟨u,v⟩ を次で定める:

µc
⟨u,v⟩ =

1

2

(
µc
⟨u+v⟩ − µc

⟨u⟩ − µc
⟨v⟩
)
.

正則ディリクレ形式 (E ,F) に対して, (m) 対称ハント過程M = ({Xt}t≥0, {Px}x∈X)
が存在して

Ttf(x) = Ex[f(Xt)], m-a.e., f ∈ L2(X;m) ∩ Bb(X)

([13], [14, Chapter 7]). ここで Bb(X) は X 上の有界な Borel 可測関数全体の集合
であり, ハント過程とは大まかに言って右連続かつ準左連続性をもつ強マルコフ過程
のことである (正確な定義は [14, A.2] や [15, 1.4] を参照せよ). 特に Beurling-Deny

公式で現れる (E ,F) の飛躍測度と消滅測度は, それぞれ M の飛躍と内部消滅の起こ
り方を記述する ([14, 4.5]). 一方で, 対称ハント過程 M が与えられた場合, 推移半群
ptf(x) = Ex[f(Xt)] を L2(X;m) 上に拡張することで (正則とは限らないが) ディリク
レ形式を構成できる.

X∆ = X ∪ {∆} を X の一点コンパクト化とするとき, ζ = inf{t > 0 | Xt ∈ ∆} を
M の生存時間という. [14, Exercise 4.5.1] により, (E ,F) が保存的であるための必要十
分条件は, M が保存的であること, すなわちPx(ζ = ∞) = 1, q.e. x ∈ X.

B ⊂ X が概 Borel 可測であるとは, X∆上の任意の確率測度 µ に対してB1, B2 ∈
B(X∆) が存在して, B1 ⊂ B ⊂ B2 かつPµ(ある t ≥ 0 に対して Xt ∈ B2 \B1) = 0 と
なることである. ただし B(X∆) = B(X) ∪ {B ∪ {∆} : B ∈ B(X)}. N ⊂ X が適切除



外集合であるとは, N が概ボレル可測かつ m(N) = 0 であり, X \N がM 不変となる
こと, すなわち

Px (任意の t > 0 に対してXt ∈ (X \N)∆ かつ Xt− ∈ (X \N)∆) = 1, x ∈ X \N

が成立することである. ここで (X \N)∆ = (X \N) ∪ {∆}, Xt− = lims↑tXs. なお, 任
意の適切除外集合 N に対して Cap(N) = 0 ([14, Theorem 4.2.1]).

3. 保存性
本章では, 正則ディリクレ形式から生成される対称ハント過程が保存的であるための十
分条件を与える. (E ,F) を正則ディリクレ形式とし, M = ({Xt}t≥0, {Px}x∈X) を (E ,F)

から生成される対称ハント過程とする.

仮定 3.1. 正則ディリクレ形式 (E ,F) の消滅測度 k と飛躍測度 J について次の条件を
課す:

(i) k = 0.

(ii) 積分核 J(x, dy) が存在してJ(dxdy) = J(x, dy)m(dx).

この仮定の下では, 関数 u, v ∈ F に対して

E(u, u) = 1

2
µc
⟨u,v⟩(X) +

∫∫
X×X\diag

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) J(x, dy)m(dx).

特に消滅測度が現れないので, M は内部消滅を起こさない.

飛躍を持つディリクレ形式を解析する手段の一つとして, 飛躍を大きい部分と小さい
部分に分けて, 飛躍の大きい部分を摂動と見なす方法がある: 適当な X ×X \ diag 上
の正値対称関数 F (x, y) を用いてE (1) と E (2) を

E (1)(u, v) =
1

2
µc
⟨u,v⟩(X) +

∫∫
0<d(x,y)<F (x,y)

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) J(x, dy)m(dx),

E (2)(u, v) =

∫
X

(∫
d(x,y)≥F (x,y)

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) J(x, dy)

)
m(dx)

と定める. もし

M = sup
x∈X

∫
d(x,y)≥F (x,y)

J(x, dy) <∞ (3.1)

ならば, 測度 J(dxdy) = J(x, dy)m(dx) の対称性より

0 ≤ E (2)(u, u) ≤ 4M∥u∥2L2(X;m), u ∈ F

なので
E (1)
1 (u, u) ≤ E1(u, u) ≤ E (1)

4M+1(u, u), u ∈ F .

よって (E (1),F) も正則ディリクレ形式である. さらに, [22, Theorem 2.2] と同様に次
の補題が従う:

補題 3.2. (E ,F) が保存的であることは, (E (1),F) が保存的であることと同値である.



注意 3.3. (E (1),F) から生成される対称ハント過程より, 池田・長澤・渡辺 [31] による
piecing out の方法, もしくは Meyer の方法 [40] を用いて, (E ,F) を生成する対称ハン
ト過程が構成できる. この応用については, 例えば [1, 2, 3, 8] を参照せよ.

補題 3.2 より, (E (1),F) の保存性から (E ,F) の保存性が従う. さて, (E (1),F) は小
さな飛躍に対応するので, いわゆる Davies の方法 ([9, 16]) を適用して保存性の十分条
件を導出できる. 実際, 正宗・上村 [38], Grigor’yan-Huang-正宗 [22] は, F (x, y) ≡ 1

として, 体積増大度に関する保存性の十分条件を導出した. 正宗-上村-J. Wang [39] は,

F (x, y) として適切な正定数を取ることで先に述べた結果を改良した. 一方, 上村氏と
の共同研究 [51] では状態空間を Rd 全体の場合に制限して, 係数増大度に関する保存
性の十分条件を与えた ([47, 56] も参照せよ). 具体的には, 生成作用素の具体的表現を
求め, 生成作用素に関する磯崎・上村 ([32, Lemma 3.2]) の保存性判定法を用いた. こ
の証明では, 飛躍の大きさをある関数で区別し, 小さい飛躍に関する (非有界) 係数を
処理するために, 長さを測る適当な関数を用いた.

[48] では一般に関数 F (x, y) で飛躍の大きさを区別し, それに応じて長さを測る関
数を取ることで, [51] の結果を一般の正則ディリクレ形式に拡張し, [22, 38, 39] の結
果を一般化した. 対称拡散過程に対しては, ディリクレ形式に応じて長さを (例えば内
在的距離を用いて) 取り換える手法は標準的であり, 例えば保存性判定に用いられた
([9, 52, 53]).

以下では [48] の結果を述べる. まず [53] に従い, 長さを測る関数のクラス A を導入
する. X 上の関数 u が局所的に F に属する (u ∈ Floc とかく) とは, 任意の相対コン
パクトな開集合 G ⊂ X に対してuG ∈ F が存在して, u = uG m-a.e. on G が成立する
ことである. また

Floc, ac =
{
ρ ∈ Floc ∩ C(X) | µc

⟨ρ⟩ は m に絶対連続
}

とし,

A =
{
ρ ∈ Floc, ac | lim

x→∆
ρ(x) = ∞ かつ各 r > 0 に対してKρ(r) はコンパクト

}
(3.2)

とおく. ただし, 各 r > 0 に対してKρ(r) = {x ∈ X | ρ(x) ≤ r}.
以後, A は空集合ではないことを仮定し, ρ ∈ A を固定する. A の定義より

{ζ = ∞} = {任意の t > 0 に対して ρ(Xt) <∞}

なので, (E ,F) (または M) が保存的であることは以下と同値である:

Px (任意の t > 0 に対して ρ(Xt) <∞) = 1, q.e. x ∈ X.

仮定 3.4. X × X \ diag 上の正値関数 F (x, y) と関数 ρ ∈ A の組が存在して次を満
たす:

(i) 任意の (x, y) ∈ X ×X \ diag に対してF (x, y) = F (y, x) かつ

sup
x∈X

∫
d(x,y)≥F (x,y)

J(x, dy) <∞.



(ii) d(x, y) < F (x, y) を満たす任意の (x, y) ∈ X ×X \ diag に対して

|ρ(x)− ρ(y)| < 1.

仮定 3.4 を満たす関数 F と ρ ∈ A の組を固定する. 測度 m に関する µc
⟨ρ⟩ の密度関

数を Γc(ρ) とおき, X 上の関数 Γj(ρ) を

Γj(ρ)(x) =

∫
0<d(x,y)<F (x,y)

(ρ(x)− ρ(y))2 J(x, dy), x ∈ X

と定める. 各 r > 0 に対して

Mρ(r) = ess sup
x∈Kρ(r)

Γc(ρ)(x) + ess sup
x∈Kρ(r)

Γj(ρ)(x)

とおき, 数列 {pn} を以下で定める:

pn = 2 · sup
n
2
−1≤ρ(x)≤n+1,

0<d(x,y)<F (x,y)

|ρ(x)− ρ(y)|.

定理 3.5. ([48, Theorem 2.5]) 仮定 3.4 の下, もし数列 {an} と T > 0 が存在して

lim inf
n→∞

Mρ(n+ 3) ·m(Kρ(n+ 3)) exp
(
−nan + a2ne

anpnMρ(n+ 1)T
)
= 0 (3.3)

ならば, (E ,F) は保存的である.

任意の x0 ∈ X に対して関数 d0(x) = d(x, x0) が A に属することを仮定する. もし
x0 ∈ X が存在してΓc(d0)(x) と

∫
x ̸=y

(1 ∧ d(x, y)2) J(x, dy) が X 上有界かつ

lim inf
r→∞

1

r log r
logm(Bx0(r)) <∞

ならば (E ,F) は保存的である. ここで, Bx0(r) は点 x0 中心, 半径 r > 0 の閉球である.

実際, ρ(x) = d0(x) とし, ある α > 0 と c ∈ (0, 1] に対して F (x, y) ≡ c とおけば, 数列
an = α log n と任意の T > 0 に対して (3.3) が成立する. この結果は [22, 38, 39] で示
されている.

さらに (E ,F) が強局所型ディリクレ形式ならば, 数列 {pn} が現れないので, 条件
(3.3) は

lim inf
n→∞

m(Bx0(n+ 3)) exp
(
−nan + a2nM0T

)
= 0 (3.4)

となる. ただし M0 = supr>0Mρ(r) <∞. 従って, ある x0 ∈ X に対して

lim inf
r→∞

1

r2
logm(Bx0(r)) <∞

ならば, 定理 3.5より (E ,F)は保存的である. 実際, ρ(x) = d0(x)ととれば, 定数 α > 0

と T > 0 を適切に選ぶことで数列 an = αn に対して (3.4) が成立する. この結果は [9,

Theorem 7] で得られている ([14, 5.7] や [15, 6.3] も参照せよ).



注意 3.6. (i) 仮定 3.4 を満たす関数 F と ρ ∈ A の組で, M0 = supr>0Mρ(r) < ∞ を
満たすものを取る. X 上の擬距離 dρ を

dρ(x, y) =
1√
M0

|ρ(x)− ρ(y)|, (x, y) ∈ X ×X

と定義すれば, dρ は Frank-Lenz-Wingert [12] の意味での (E (1),F) の内在的距離であ
る. しかし一般に, dρ は (E ,F) の内在的距離ではない. [12] の意味での正則ディリクレ
形式の内在的距離の具体例については, 例えば [12, 37] を参照せよ.

(ii) 次章で現れる, 重み付きグラフ上のマルコフ連鎖に対しては, グラフの辺上を動く
対称拡散過程を導入することで, [17, 52] と同様の保存性判定法が得られる. Folz [11]

はこの主張を確率論的に証明し, Huang [27] は解析的な別証明を与えた.

(iii) 大島・上村 ([44]) により, 下に有界な半ディリクレ形式の枠組みでも, ハント過程
の保存性の成立条件が調べられている.

例 3.7. ([48, Example 4.11]) D ⊂ Rd はなめらかな境界を持つ有界領域とする. c(x, y)

はD×D\diag上の可測な正値関数で,各 (x, y) ∈ D×D\diagに対して c(x, y) = c(y, x)

を満たすものとする. 0 < α < 2 とし, L2(D) 上の対称双線形形式を

E(u, v) =
∫∫

D×D\d
(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

c(x, y)

|x− y|d+α
dxdy, u, v ∈ C∞

0 (D)

と定める. ここで C∞
0 (D) は D 上の台がコンパクトで滑らかな関数全体の集合とする.

c(x, y) が上下から正定数で抑えられる場合, (E , C∞
0 (D)) の閉包 (E ,F) が生成する対称

ハント過程は censored stable-like process と呼ばれる (例えば [5, 6] を参照せよ). 特に
α > 1 ならば, この確率過程は確率 1 で D の境界 ∂D に到達する ([5]).

以下では 1 < α < 2 を仮定し, δD(x) = inf{|x− y| | y ∈ ∂D} とおく.

(i) c(x, y) が D の境界付近で十分退化すれば, 対応する対称ハント過程は保存的に
なる. 実際, 正数 p に対して c(x, y) ≍ δD(x)

p + δD(y)
p と仮定すると, p > α なら

ば (E ,F) は保存的である. このことは, ρ と F (x, y) として

ρ(x) =
√

−c log σ(x), F (x, y) =
1

2
(δD(x) ∨ δD(y))

(σ は σ ≍ δD を満たすある滑らかな関数で c は正定数) を取れば, 定理 3.5 から
従う.

(ii) c(x, y) ≡ 1とする. 正数 rに対してD上の可測関数 f(x)はf(x) ≍ 1/δD(x)
rを満

たすものとする. (E ,F)から生成される対称ハント過程M = ({Xt}t≥0, {Px}x∈D)
の測度 µ(dx) = f(x) dx による時間変更過程は, r の値が大きいと D の境界付近
で動きが遅くなり, ∂D に到達しにくくなる. 特にこの確率過程が保存的である
ための必要十分条件は r ≥ α である.

領域上の拡散過程に対する保存性判定の問題については, 例えば [46] を参照せよ.

4. Upper rate function

本章では正則ディリクレ形式から生成される対称ハント過程の upper rate function を
調べる.



4.1. 重み付きグラフ上のマルコフ連鎖

本節の内容は X. Huang 氏 との共同研究 ([28]) に基づく. 本節では, 重み付きグラフ
上のマルコフ連鎖の upper rate function が, リーマン多様体上のブラウン運動や対称
拡散過程の場合と全く同様に特徴づけられることを紹介する.

まず初めに, Keller-Lenz [34] に従い, 重み付きグラフの定義を述べる. V を可算無限
集合とし, µ を V 上の正値関数とする. このとき, 関数 µ を V 上のラドン測度と見な
すことができる. w は V × V 上の非負値対称関数とし, 任意の点 x ∈ V について

w(x, x) = 0,
∑
y∈V

w(x, y) <∞

を満たすものとする. 以上で定まる 3つ組 (V,w, µ) を重み付きグラフと呼ぶ. 2 点
x, y ∈ V に対して w(x, y) > 0 が成立するとき, x と y は隣接しているといい, x ∼ y

とかく. 特に, V の各点が隣接点を有限個しか持たないとき, 重み付きグラフ (V,w, µ)

は局所有限であるという. 点列 (x0, x1, . . . , xn) は, x0 = x, xn = y, xk−1 ∼ xk (k =

1, 2, 3, . . . , n) を満たすとき, x と y を結ぶ道であるという. 特に任意の相異なる 2 点
x, y ∈ V を結ぶ道が存在するとき, 重み付きグラフ (V,w, µ) は連結であるという.

以下では (V,w, µ) を局所有限で連結な重み付きグラフとする. V 上の関数で, 有限
個の点以外では値 0 をとるもの全体の集合を C0(V )とする. このとき, L2(V ;µ) 上の
対称双線形形式

E(u, v) = 1

2

∑
x∈V

∑
y∈V

w(x, y)(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)), u, v ∈ C0(V )

は可閉であり, (E , C0(V )) の閉包 (E ,F) は L2(V ;µ) 上の正則ディリクレ形式となる.

(E ,F) が生成するマルコフ連鎖を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖
と呼ぶことにする. このマルコフ連鎖は, 次で定義される行列 (qxy)x,y∈V を Q-matrix

にもつ V 上の最小なマルコフ連鎖となる:

qxy =


w(x, y)

µ(x)
(x ̸= y)

−
∑

z∈V,z ̸=xw(x, z)

µ(x)
(x = y).

定義 4.1. (V,w, µ) を重み付きグラフとする. σ は V × V から有界閉区間 [0, 1] への関
数で, 次の条件を持たすものとする: 任意の x, y ∈ V について

σ(x, y) = σ(y, x), σ(x, y) > 0 ⇐⇒ x ∼ y.

(1) 任意の点 x ∈ V に対して不等式∑
y∈V

σ(x, y)2w(x, y) ≤ µ(x)

が成立するとき, 関数 σ は重み付きグラフ (V,w, µ) に適合しているという.



(2) σ を重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した関数とする. V × V 上の関数

dσ(x, y) = inf

{
n∑

k=1

σ(xk−1, xk) | (x0, x1, . . . , xn) は x と y を結ぶ道

}
, x, y ∈ V

を, 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離という.

注意 4.2. 重み付きグラフ (V,w, µ) に適合した道の距離は V 上の距離になる. この距
離は強局所型ディリクレ形式の内在的距離の類似であり, Frank-Lenz-Wingert [12]の意
味での (E ,F) の内在的距離になる.

定義 4.3. 重み付きグラフ (V,w, µ)に対応するマルコフ連鎖をM = ({Xt}t≥0, {Px}x∈V )
とかき, このマルコフ連鎖は保存的であることを仮定する. d を V 上の距離とし, 点
x ∈ V を 1 つ固定する. [0,∞) 上の単調増加な正値関数 R(t) は, 等式

Px (ある T > 0 が存在して, 任意の t ≥ T に対して d(x,Xt) ≤ R(t)) = 1

が成立するとき, マルコフ連鎖 M の距離 d に関するupper rate function であると
いう.

V 上の距離 d に関する, 中心 x0 ∈ V , 半径 r > 0 の閉球を Bd(x0, r) とおく.

定理 4.4. (X. Huang 氏との共同研究 [28, Theorem 1.7]) (V,w, µ) を重み付きグラフと
し, dσ をこのグラフに適合した距離とする. 条件

(i) inf
x∈V

µ(x) > 0,

(ii)

∫ ∞

·

r

log µ(Bdσ(x0, r))
dr = ∞

の下で次が成立する.

(1) 重み付きグラフ (V,w, µ) に対応するマルコフ連鎖 M は保存的である.

(2) ある定数 c > 0 と R̂ ≥ 1 が存在して, 関数

ψ(R) = c

∫ R

R̂

r

log µ(Bdσ(x0, r)) + log log r
dr

の逆関数 ψ−1(t) はマルコフ連鎖 M の距離 dσ に関する upper rate function と
なる.

定理 4.4 (2) は, リーマン多様体上のブラウン運動の upper rate function に関する
Hsu-Qin [25] の結果をマルコフ連鎖へ拡張するとともに, Huang [26] での体積増大度
に関する制限を緩めている. 特に定理 4.4 (2) は精密であることも分かる. 一方で, 定
理 4.4 (1) は新しい結果ではない. 実際, Folz [11] および Huang [27] は, 条件 (i) を課
さずにマルコフ連鎖の保存性を示している (注意 3.6 も参照せよ).

定理 4.4 の証明では, いわゆる cut-off 関数が必要となる. ここでは, 重み付きグラ
フ G0 の各辺に頂点を加えて “修正した重み付きグラフ” G を構成し, 隣接点間距離を
縮める. この操作により, Huang [26] に比べ精密な cut-off 関数を G 上に構成して, G

上のマルコフ連鎖の upper rate function を得る. さらに, このマルコフ連鎖を適切に
時間変更すればG0 上のマルコフ連鎖になることから, G0 上のマルコフ連鎖の upper

rate function を導出できる.



4.2. 内部消滅を持たない対称マルコフ過程

3 章で対称マルコフ過程の保存性を示す際に, 飛躍の大きさを関数 F (x, y) で区別し,

小さい飛躍に対応した関数 ρ ∈ A を導入した (仮定 3.4). 本節では, 以上の関数にパ
ラメータを入れて, 保存的な対称マルコフ過程の upper rate function を調べる. (E ,F)

は仮定 3.1 を満たす正則ディリクレ形式とし, M = ({Xt}t≥0, {Px}x∈X) は (E ,F) から
生成される対称ハント過程とする.

以後, Aは空集合ではないと仮定し, ρ ∈ Aを固定する. 単調増加な正値関数 R(t) (t >

0) は, 等式

Px (ある T > 0 が存在して, 任意の t ≥ T に対して ρ(Xt) ≤ R(t)) = 1, q.e. x ∈ X

が成立するとき, M の関数 ρ に関する upper rate function であるという.

(0,∞) 上の非減少関数 v(r) ≥ 1 は, m(Kρ(r)) ≤ v(r) (r > 0) を満たすものとする.

また CR (R ≥ 6) を以下で定める:

CR =
1

32
· R

log v(R) + log logR
.

仮定 4.5. ρ1 = ρ とする. X ×X \ diag 上の非減少な対称正値関数列 Fr(x, y) (r ≥ 1)

とX 上の非減少な関数列 ρr ∈ A (r ≥ 1) の組が存在して次が成立する:

(i) 各 r > 0 に対して

sup
x∈X

∫
d(x,y)≥Fr(x,y)

J(x, dy) <∞.

(ii) 任意の r ≥ 1 に対して sup0<d(x,y)<Fr(x,y) |ρr(x)− ρr(y)| は有界である. さらに定
数 r0 ≥ 6 が存在して, 任意の r ≥ r0 に対して 0 < d(x, y) < Fr(x, y) ならば

|ρr(x)− ρr(y)| ≤ Cr

(iii) 任意のコンパクト集合 K ⊂ X に対して定数 r1 = r1(K) ≥ 1 が存在して, 任意の
r ≥ r1 に対してK ⊂ Kρr (r/4) (= {x ∈ X | ρr(x) ≤ r/4}).

仮定 4.5 の条件 (i) (ii) は, 仮定 3.4 にパラメータを入れたものである. 条件 (iii) は,

Kρr (r/4) が r について一般に単調ではないために課している技術的なものである.

仮定 4.5 を満たす Fr(x, y) と 関数列 ρr の組を固定して

Γj
r(u)(x) =

∫
0<d(x,y)<Fr(x,y)

(u(x)− u(y))2 J(x, dy), x ∈ X

とおく. さらに

M r
1 (u,R) = ess sup

x∈Kρr (R)

Γc(u)(x) + ess sup
x∈Kρr (R)

Γj
r(u)(x)

と定め, R ≥ 1 に対して M1(u,R) = MR
1 (u,R) とおく. N1(R) ≥ 1 (R ≥ r0) は非減少

関数で, 任意の R ≥ r0 に対して M1(ρR, R) ≤ N1(R) を満たすものとする. さらに

M2(r) = sup
x∈X

∫
d(x,y)≥Fr(x,y)

J(x, dy)



と定め, N2(r) (r ≥ r0)は非増加な非負値関数で,任意の r ≥ r0 に対してM2(r) ≤ N2(r)

を満たすものとする. N2(R) は大きな飛躍の起きる頻度を表している.

正数 ε を固定し, 関数 ψε(R) (R ≥ 6) を以下で定める:

ψε(R) =
R2

N1(R)(log v(R) + log logR)
∧ 1

N2(R)(logR)1+ε
. (4.1)

仮定 4.6. 定数 r2 ≥ r0が存在して, ψε(R)は (r2,∞)上狭義単調増加で limR→∞ ψε(R) =

∞.

定理 4.7. 仮定 3.1 と仮定 4.5 の下, もし (E ,F) が保存的ならば, 定数 c > 0 が存在し
て ψ−1

ε (ct) は M の ρ に関する upper rate function となる.

系 4.8. 定理 4.7 と同じ条件の下, 定数 c > 0 が存在して

lim sup
t→∞

ρ(Xt)

ψ−1
ε (ct)

≤ 1 Px-a.s., q.e. x ∈ X.

注意 4.9. 4.1節では, 重み付きグラフ上のマルコフ連鎖の upper rate functionを, リー
マン多様体上のブラウン運動や対称拡散過程の場合 ([20, 25, 45]) と同様に特徴づけで
きることを紹介した. 関数 ψε は定理 4.4 で現れた関数 ψ の類似物であるが, 積分の形
では与えられていない. 定理 4.7 は Grigor’yan [19] の拡張になるが, [20, 25, 45] の結
果や定理 4.4 に比べ精密ではない. しかし, 定理 4.7 は対称ハント過程が大きい飛躍を
持つ場合にも適用できる.

定理 4.7 の証明の方針は, [19, 20, 25, 26, 45] や定理 4.4 と同様で, (E ,F) から生成さ
れる対称ハント過程M に対して, 球からの脱出時間に関する確率を評価することであ
る. まず, 正則ディリクレ形式 (E (1),F) から生成される対称ハント過程M(1) の球から
の脱出時間に関する確率を, [19, 20, 26] や定理 4.4 と同様に, 関数不等式を用いて評価
する. 次に, 注意 3.3 で述べたようなM(1) とM との関係を用いて, 元々知りたい対称
ハント過程 M の球からの脱出時間に関する確率の評価を得る. なお, この評価は [21]

でも解析的に与えられている.

例 4.10. 任意の x ∈ X と r > 0 に対して, Bx(r) = {y ∈ X | d(y, x) ≤ r} はコン
パクトで, 定数 α > 0 が存在してm(Bx(r)) ≲ rα となることを仮定する. 以下では点
x0 ∈ X を固定する. φ は X 上の Borel 可測関数であり, ある p > 0 に対して

φ(x) ≍ 1 ∧ 1

d(x0, x)p

を満たすものとする. また, 正則ディリクレ形式 (Eφ,Fφ) はC lip
0 (X) ⊂ Fφ を満たし,

さらに u, v ∈ C lip
0 (X) に対して

Eφ(u, v) =

∫∫
X×X\diag

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))φ(x)φ(y) J(x, y)m(dy)m(dx)

となるものとする. ここで C lip
0 (X) は X 上の台がコンパクトなリプシッツ連続関

数全体の集合とし, J(x, y) は X × X \ diag 上の対称な非負値関数とする. このと
き, 関数 d0(x) = d(x, x0) は A に属する. また, (Eφ,Fφ) の飛躍測度 Jφ(dxdy) は,

Jφ(x, dy) = φ(x)φ(y)J(x, y)m(dy) とおくと, Jφ(dxdy) = Jφ(x, dy)m(dx) と表される.



以下では, 定数 α > 0 と β ∈ (0, 2) が存在して

J(x, y) ≲ 1

d(x, y)α+β

と仮定する. (Eφ,Fφ) から生成される対称ハント過程Mφ = ({Xφ
t }t≥0, {Pφ

x }x∈X) につ
いて, 任意の ε > 0 に対して定数 c > 0 が存在して

lim sup
t→∞

d(x,Xφ
t )

ct
(2+p)
2(β+p) (log t)

(1+ε)(2+p)
2(β+p)

≤ 1 Pφ
x -a.s., q.e. x ∈ X. (4.2)

実際, ρ(x) = ρr(x) = d0(x), F (r) = r
2

p+2 とおけば, ある c1 > 0 と c2 > 0 に対して

N1(R) = c1F (R)
2−β, N2(R) =

c2
F (R)p+β

と取れる. ψε(R) ≍ R
2(β+p)
2+p /(logR)1+ε より ψ−1

ε (t) ≍ t
(2+p)
2(β+p) (log t)

(1+ε)(2+p)
2(β+p) なので, 系

4.8 より (4.2) が従う.

パラメータ p の値が大きくなるほど, φ(x) は小さくなるので, 空間内での粒子の広
がり方が遅くなる. 式 (4.2) はこの遅さを定量的に表現している.

5. Lower rate function

本章では正則ディリクレ形式から生成される対称ハント過程の lower rate function を
調べる. (E ,F) は仮定 3.1 を満たす正則ディリクレ形式とし, M = ({Xt}t≥0, {Px}x∈X)
は (E ,F) から生成される対称ハント過程とする. pt(x, dy) をM の推移確率とする. す
なわち,

pt(x,A) = Px(Xt ∈ A), x ∈ X, t ≥ 0, A ∈ B(X).

この章を通じて以下の条件を仮定する:

仮定 5.1. (絶対連続性) Borel可測な適切除外集合 N ⊂ X と (0,∞)×(X \N)×(X \N)

上の非負値対称核 pt(x, y) が存在して, pt(x, dy) = pt(x, y)m(dy) かつ

pt+s(x, y) =

∫
X\N

pt(x, z)ps(z, y)m(dz), x, y ∈ X \N, t, s > 0.

例えば (0,∞) 上の左連続な正値関数 M(t) が存在して, 任意の f ∈ L1(X;m) と
t > 0 に対して∥Ttf∥∞ ≤M(t)∥f∥1 ならば, 仮定 5.1 が成立して

pt(x, y) ≤M(t), x, y ∈ X \N, t > 0

([1, Theorem 3.1]). (x, y) ̸∈ (X \N)× (X \N) と t > 0 に対して pt(x, y) = 0 と定義
すれば

pt+s(x, y) =

∫
X

pt(x, z)ps(z, y)m(dz), x, y ∈ X, t, s > 0. (5.1)

以後, (3.2) で定義した集合 A は空でないことを仮定する. 関数 ρ ∈ A を固定し,

w(c)(R) = ess sup
x∈Kρ(R)

Γc(ρ)(x), w(j)(R) = ess sup
x∈X

∫
X\{x}

{
(ρ(x)− ρ(y))2 ∧R2

}
J(x, dy)



とおく. v(r) は (0,∞) 上の非減少正値関数でm(Kρ(r)) ≤ v(r) (r > 0) を満たすもの
とする. また g(r) は (0,∞) 上の微分可能な非増加正値関数で

1

r2
(w(c)(r) + w(j)(r)) ≤ g(r), r > 0

を満たすものとする. 関数 h(r) を h(r) = 1/g(r) と定め,

I(R) =

∫ ∞

R

h′(t)

v(t)
dt

とおく. 関数 h(r) は (E ,F) のスケールを表していると見なせる. 例えば, ディリクレ
形式 (E ,F) が Rd 上のブラウン運動と指数 α ∈ (0, 2) の対称安定過程との独立和に対
応する場合を考える. すなわち

E(u, v) = 1

2

∫
Rd

∇u(x) · ∇v(x) dx+ cd,α

∫∫
Rd×Rd\diag

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|d+α
dxdy

F =

{
u ∈ L2(Rd) | ∂u

∂xi
∈ L2(Rd), 1 ≤ i ≤ d

}
.

ただし

cd,α =
α2α−3Γ((d+ α)/2)

πd/2Γ(1− α/2)
.

ρ(x) = |x| と取れば, 定数 c1 > 0 と c2 > 0 が存在してw(c)(r) ≤ c1 かつ w(j)(r) ≤
c2r

2−α. 従って, 定数 c3 > 0 が存在して h(r) = c3r
α と取れる. また d > α ならば, あ

る c4 > 0 に対して I(R) = c4R
α−d となり, d ≤ α ならば I(R) = ∞ となる.

体積増大度に関して次の条件を課す:

仮定 5.2. (体積倍増条件) 定数 cV > 0 が存在して

m(Kρ(2R)) ≤ cV ·m(Kρ(R)), R > 0.

定理 5.3. ([50]) (E ,F) は過度的で仮定 3.1 を満たすものとし, 仮定 5.1–5.2 が成立し
ていることを仮定する. もし任意の r > 0 に対して I(r) < ∞ が成立し, ある t0 > 0

が存在して (0,∞) 上の狭義単調増加な正値関数 r(t) が条件∫ ∞

t0

1

I(r(s))
sup
y∈X

ps(x, y) ds <∞, x ∈ X (5.2)

を満たすならば, q.e. x ∈ X に対して

Px (ある T > 0 が存在して, すべての t ≥ T に対して ρ(Xt) ≥ r(t)) = 1.

定理 5.3 の結論を満たす関数 r(t) を, M の ρ に関する lower rate function と
いう.

注意 5.4. 仮定 5.1 の下, もし任意の x ∈ X に対して∫ ∞

1

sup
y∈X

ps(x, y) ds <∞



ならば (E ,F) は過度的である. 実際, m({x ∈ X | f(x) = 0}) = 0 を満たす任意の関数
f ∈ L1

+(X;m) ∩ Bb(X) に対して

Gf =

∫ ∞

0

psf ds, m-a.e.

かつ q.e. x ∈ X に対して∫ ∞

0

psf(x) ds =

∫ 1

0

(∫
X

ps(x, y)f(y)m(dy)

)
ds+

∫ ∞

1

(∫
X

ps(x, y)f(y)m(dy)

)
ds

≤ ∥f∥∞ + ∥f∥1
∫ ∞

1

sup
y∈X

ps(x, y) ds <∞.

従って Gf <∞, m-a.e. が成立し, 定義より (E ,F) は過度的である.

定理 5.3 は, リーマン多様体上のブラウン運動の lower rate function の判定に関す
るGrigor’yan [19] の結果を対称ハント過程に拡張しており, 対称安定過程に関して精
密である. 証明の方針は Grigor’yan [19] と同様で, ある固定された時刻から先で, 粒子
がコンパクト集合上に到達する確率を上から評価する. 具体的には, まず [4, Theorem

3.10] と同様の議論で, 先に述べた確率を容量で評価する. 次に, 大倉 [41] ([42] も参照
せよ) による容量不等式を用いて容量が評価できるので, 必要な評価が得られる.

より具体的な条件下では, (5.2)をブラウン運動や対称安定過程の lower rate function

の積分判定法と同様の形に書き換えることができる.

仮定 5.5. 仮定 5.1, 仮定 5.2 に加え, 次が成立する.

(i) p > 0 と c1 > 0 が存在して, 任意の x ∈ X と t ≥ 1 に対して

pt(x, x) ≤
c1
v(tp)

.

(ii) ν > 0 と c2 > 0 が存在して, r > 0 と R > r に対して

v(R)

v(r)
≥ c2

(
R

r

)ν

.

(iii) c3 > 1 が存在して任意の R > 0 に対してh(c3R) ≥ 2h(R).

系 5.6. (E ,F) は過度的で仮定 3.1 を満たすものとする. さらに仮定 5.5 が成立して,

任意の r > 0 に対して I(r) < ∞ となること仮定する. 関数 r(t) > 0 (t > 0) は, 単調
増加で r(t)/tp → 0 (t→ ∞) かつ, ある t0 > 0 に対して∫ ∞

t0

r(t)ν

tpνh(r(t))
dt <∞

ならば, M の ρ に関する lower rate function である.

例 5.7. 任意の x ∈ X と r > 0 に対して Bx(r) = {y ∈ X | d(y, x) ≤ r} はコンパクト
で, 定数 α > 0 が存在して任意の x ∈ X と r > 0 に対してm(Bx(r)) ≍ rα を仮定する.



γ は X ×X 上の Borel 可測関数で, β1 < β2 を満たす定数 β1, β2 ∈ (0, 2) とγ1 < γ2 を
満たす定数 γ1, γ2 ∈ (0, 2) に対して

β1 ≤ γ(x, y) ≤ β2, d(x, y) < 1,

γ1 ≤ γ(x, y) ≤ γ2, d(x, y) ≥ 1

を満たすものとする. J(x, y) は X ×X \ diag 上の対称な正値関数で

J(x, y) ≍ 1

d(x, y)α+γ(x,y)

を満たし, ディリクレ形式 (E ,F) はC lip
0 (X) ⊂ F かつ

E(u, u) =
∫∫

X×X\diag
(u(x)− u(y))2 J(x, y)m(dx)m(dy), u ∈ F ∩ C0(X)

を満たすものとする. このとき, 任意の固定点 o ∈ X に対して関数 ρ(x) = d(o, x) は
A に属する.

関数 γ の仮定より

E(u, u)

≳
∫∫

d(x,y)<1

(u(x)− u(y))2

d(x, y)α+β1
m(dx)m(dy) +

∫∫
d(x,y)≥1

(u(x)− u(y))2

d(x, y)α+γ2
m(dx)m(dy)

なので, [1, Theorem 3.1] と [8, Theorems 3.1 and 3.2] より仮定 (5.1) が成立して

pt(x, y) ≤
c

tα/γ2
, x, y ∈ X \N, t ≥ 1.

0 < γ1 < γ2 < 2 ∧ α と仮定すれば, 注意 5.4 より (E ,F) は過度的である. さらに
w(j)(t) ≤ c′t2−γ1 よりh(t) = c′′tγ1 と取れるので,∫ ∞

1

r(t)α

tα/γ2h(r(t))
dt ≍

∫ ∞

1

r(t)α

tα/γ2r(t)γ1
dt =

∫ ∞

1

r(t)α−γ1

tα/γ2
dt. (5.3)

特に正定数 c と εに対して r(t) = ct
1
γ2

·α−γ2
α−γ1 /(log t)

1+ε
α−γ1 とおくと, 先の積分は収束する.

よって系 5.6 より, q.e. x ∈ X に対して

Px (ある T > 0 が存在して, すべての t ≥ T に対してd(x,Xt) ≥ r(t)) = 1.

なお, (5.3) の最右辺の積分は, 序で述べたブラウン運動や対称安定過程の lower rate

function の判定法で現れる積分と類似の形をしている.
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[41] H. Ôkura, Capacitary upper estimates for symmetric Dirichlet forms, Potential Anal.
19 (2003), 211–235.
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