
4) 曲線 (−u2 + 1,−u3 + u) のベジエ点を求めることを考えよう。
x = −(2t− 1)2 + 1, y = −(2t− 1)3 + (2t− 1) ( 0 ≤ t ≤ 1 ) とお
いて −(2t− 1)2 + 1 =

4

3
B3

1(t) +
4

3
B3

2(t),

(2t− 1)3 + (2t− 1) = −4

3
B3

1(t) +
4

3
B3

2(t) より

b0 = (0, 0), b1 = (
4

3
, −4

3
), b2 = (

4

3
,

4

3
), b3 = (0, 0) を得る ．

1.4 ベジエ曲線の次数上げ, 細分割，導関数

区分的にはベジエ曲線となっている曲線を用いて形状設計を行ってい
るとき，制御多角形を何度か変更した後で，ある部分が n 次の曲線で
は望ましい形状を作成するだけの自由度をもっていないことが分かっ
たとする．このとき，すでにある望ましい部分の形状を変えないで，自

22



由度を上げる必要が生じる．すなわち，曲線の形状を変えないようにベ
ジエ点を１個追加することが必要となる．これがベジエ曲線の次数上
げである．

b i (i = 0, . . . , n) をベジエ点とする．b
(1)
i を

b
(1)
i =

i

n + 1
b i−1 +

(
1− i

n + 1

)
b i, (i = 0, . . . , n + 1) (7)

で定義すると，n 次ベジエ曲線 bn
0(t) は，b

(1)
i をベジエ点とする

n + 1 次ベジエ曲線
n+1∑
i=0

b
(1)
i Bn+1

i (t) として表せる．

次数上げを繰り返すことにより，n 次ベジエ曲線を n + r 次ベジエ曲
線としてあらわすことができる．
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このとき，対応するベジエ点 b
(r)
i は

b
(r)
i =

i∑
j=i−r

nCj · rCi−j

n+rCi

bj, i = 0, . . . , n + r (8)

で与えられる．また，制御多角形を次数上げする作用素を E，P を n

次ベジエ多角形とし，対応する n 次ベジエ曲線を bn
0(t) (0 ≤ t ≤ 1)

とすると，次数上げを行ったベジエ多角形の列 P , EP , E2P , . . . につ
いて次の定理が成り立つ．

定理 1.2 (収束) 次数上げを繰り返していくと，ベジエ多角形はベジ
エ曲線に収束する．すなわち

lim
r→∞

ErP = bn
0(t) (9)

が成り立つ．
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補題 1.3 (細分割) ド・カステリョのアルゴリズムを用いて，ベジエ
曲線を t = t0 で２つのベジエ曲線に細分割することができる．細分割
された 2つのベジエ曲線のベジエ点はド・カステリョの図式 (10)の境
界の点で与えられる．すなわち，b0, b

1
0(t0), b

2
0(t0), . . . , b

n
0(t0) と

bn
0(t0), b

n−1
1 (t0), b

n−2
2 (t0), . . . , bn がそれぞれのベジエ点となる．

b0

b1

b2

b3

b1
0HtL

b1
1HtL

b1
2HtL

b2
0HtL b2

1HtL
b3

0HtL

図 3

b0

b1 b1
0(t)

b2 b1
1(t) b2

0(t)
...

...
...

. . .

bn b1
n−1(t) b2

n−2(t) · · · bn
0 (t)

(10)
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ベジエ曲線 bn
0(t) の導関数は，制御点の差分を用いて計算できる．制

御点の前進差分演算子 ∆kbj を帰納的に
∆0bj = bj, ∆kbj = ∆k−1(bj+1 − bj) で定義すると，

d

dt
bn

0(t) = n

n∑
j=0

(Bn−1
j−1 (t)−Bn−1

j (t))bj = n

n−1∑
j=0

(bj+1 − bj)B
n−1
j (t)

= n

n−1∑
j=0

∆bjB
n−1
j (t)

となる．

特に，ベジエ曲線 bn
0(t) は端点 b0, bn でそれぞれ，ベジエ多角形の辺

b0b1, bn−1bn に接することがわかる．上述の細分割とあわせると，ベ
ジエ曲線 bn

0(t) は点 bn
0(t0) で線分 bn−1

0 (t0)b
n−1
1 (t0) に接しているこ

ともわかる．
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また，高階の導関数に対しても，

dk

dtk
bn

0(t) =
n!

(n− k)!

n−k∑
j=0

∆kbjB
n−k
j (t)

が成り立つ．

27


	…x…W…G‰È’ü
	…x…W…G‰È’ü‡Æ‡Í
	…h†E…J…X…e…−…⁄‡Ì…A…‰…S…−…Y…•
	…x…W…G‰È’ü‡Ì…x…‰…ﬁ…V…–…^…C…ﬁŁ„»
	 …x…W…G‰È’ü‡Ì”�’ﬂ‘ã‡°, “×Łª−—†Cﬁ±−Ö’ﬂ
	‘d’S„‰“⁄‡Æ…A…t…B…ﬁ”Ê‚œ
	ŠLŠš…x…W…G‰È’ü

	…x…W…G‰ÈŒÊ
	…e…ﬁ……‰’Ï…x…W…G‰ÈŒÊ
	ŠLŠš…x…W…G‰ÈŒÊ




