
連接層の導来圏と
代数多様体のGROTHENDIECK環

大川新之介

1. 導来同値と不変量

体k上の非特異射影的代数多様体X,Y を考える。連接層の有界導来圏をD (X) ,D (Y )
で表すことにする。これらの間に k 線型三角圏の構造を保つような同値があるときにX
と Y は導来同値であるという。

X と Y が同型ならば当然両者は導来同値であるが、逆は正しくない。実際、双有理同
値ですらないが導来同値であるようなX と Y の例が色々と調べられてきた。その最初
の例は記念碑的論文 [Muk81]で発表されたアーベル多様体Aとその双対 Â = Pic0 A であ
り、Poincaré束 (=普遍対象) P ∈ Pic0

(
A× Â

)
による Fourier-Mukai変換

ΦÂ→A
P : D

(
Â
)
→ D (A) ;E 7→ pA∗

(
P ⊗ p∗

Â
E
)

(1.1)

が同値を与えることが証明されている。一般にはAと Âは同型でなく、従って双有理同値
ですらない (両者がアーベル多様体であることに注意)。詳細や他の例については [Huy06]
等を参照して欲しい1。
このように連接層の導来圏は代数多様体の情報を完全には含んでいない2のだが、逆に

言うと本質的な情報だけを抽出しているという見方もできる。例えば次の予想が知られ
ている。

予想 1.1. X, Y が双有理同値で小平次元が 0以上のとき3、X,Y が導来同値 (a.k.a. D同
値) ⇐⇒ X, Y がK同値。

定義 1.2. X, Y の間に双有理射 φ : X 99K Y が存在し、適当な双有理モデル
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(1.2)

について直線束の同型 p∗KX ≃ q∗KY が成立するとき、X と Y はK同値であるという。

予想を仮定すると、同じ多様体の極小モデルは互いに導来同値になる4。3次元以上で
は極小モデルの一意性が無い5わけだが、導来圏を取れば一意に決まるわけである。
さて、連接層の導来圏は具体的に多様体のどのような情報を持っているのであろうか？

これがこの記事のテーマである。問題として述べると次のとおりである：
1連接層の導来圏に関する標準的な教科書の 1冊である。
2なお、連接層のアーベル圏からは完全に多様体の情報を復元できる [Gab62](スタックまで拡げると正

しくない)。また、導来圏のテンソル積の情報までわかるとやはり多様体が復元できる [Bal05]。
3小平次元の仮定を外すと反例がある。実際、D同値な有理曲面でK 同値でない例が [Ueh04]で構成さ

れている。
4極小モデルは一般に端末特異点を持つわけだが、特異点を持つ多様体に関してどのような三角圏を考え

るべきか、という問題が未解決で残っている [Kaw09]。その意味で Conjecture 1.1は十分満足のいく形で
は定式化できていない

5異なる極小モデルの間の双有理射は flop有限回の合成になっている [Kaw08]。
1



問題 1.3. X, Y がD同値の時、X, Y のどのような不変量が一致するか？

知られている結果をいくつか紹介する。以下、Φ: D (X)→ D (Y ) を導来同値とする。
一致: (i) Φ は (反)標準環の間に、次数つき k 代数としての同型射

Φ∗ : R(X,ωX)
∼−→ R(Y, ωY ) (1.3)

および

Φ∗ : R(X,ω−1
X )

∼−→ R(Y, ω−1
Y ) (1.4)

を誘導する。さらに、ωX が (反)豊富ならば ωY も (反)豊富であり、従って
同型射Φ∗ : Y

∼−→ X を得る。
(ii) 基礎体k = Cのとき、Φは向井内積を保つようなQ線型空間の同型H∗(Xan,Q)

∼−→
H∗(Y an,Q) を誘導する。

(iii) ΦはHochschild (コ)ホモロジー群の同型HH∗(X)
∼−→ HH∗(Y )およびHH∗(X)

∼−→
HH∗(Y )を誘導する。基礎体kが標数0のとき、Hochschild-Kostant-Resenberg
(HKR)分解と組み合わせると次数つきベクトル空間の同型⊕

q−p=i

Hq(X,Ωp
X)

∼−→
⊕
q−p=i

Hq(Y,Ωp
Y ) (1.5)

および ⊕
p+q=i

Hq(X,

p∧
TX)

∼−→
⊕
p+q=i

Hq(Y,

p∧
TY ) (1.6)

を得る。
(iv) 一般に H1 (O) と H0 (T ) の次元が導来不変量であることが知られている

[PS11]。これと上述の (iii)を組み合わせると、3次元以下では導来同値から
Hodge数の一致が従うことがわかる (導来同値は必ずしもHodge分解を保た
ないが、Hodge数の一致は従う)。

(v) 上で述べたように、Conjecture 1.1という予想がある。
(vi) k が有限体とする。このとき、X,Y の k 有理点の個数が一致することが期

待されている。なお、3次元以下の場合およびアーベル多様体に対しては最
近証明されたようである [Hon15, Hon16]。

(vii) X,Y が双有理同値ならば、Conjecture 1.1を仮定すればX, Y はK 同値とな
るわけだが、K 同値がわかっている状況では [X] = [Y ] がGrothendieck環
のある種の完備化において成立することが知られている。これはモチーフ積
分 (motivic integration)の応用として証明される (後述)。

(viii) X,Y の Chowモチーフが Tate twistを除いて一致する ([Tab16, Theorem
2.13]。[Rob15]も見よ)。

不一致: (i) 上で述べたように、D同値であっても双有理同値とは限らない。また、
変形同値とも限らない。

(ii) D 同値であっても Z 係数の 1 次特異ホモロジーが一致しないことがある
[Sch12]。

数学において、複数の問題がより強力な 1つの問題に集約されることがある。これか
ら述べるように、上述の (iv)、(vi)、および (Conjecture 1.1を仮定した上でだが)(vii)は
大雑把に言って問題「D同値 ⇒ L同値6?」に帰着される。この問題がこの記事の主眼で
ある。

6L同値という言葉は [KS16]で導入された。同じ概念は筆者らも意識していたわけだが、このような気
の利いた用語を思いつくことができなかったのは (個人的に)残念である。
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2. 代数多様体のGrothendieck環とモチーフ的測度

体 k 上の代数多様体のGrothendieck環は次のように定義される。

定義 2.1. k 上の代数多様体 (=有限型スキーム)の同型類の集合を Var/k と表す。この
とき、Var/k 上の自由アーベル群

Z
⊕

Var/k (2.1)

を関係式

[X] = [Z] + [X \ Z] (2.2)

(ただしZ ↪→ X は closed subscheme) で剰余してできるアーベル群を

K0 (Var/k) (2.3)

で表し、k上の代数多様体のGrothendieck環と呼ぶ。さらに代数多様体同士の直積を使う
ことでK0 (Var/k) に結合的可換環の構造が入ることもわかる (Speckが単位元になる)。
代数多様体X の定めるK0 (Var/k) の元を [X] で表す。とくに [A1] を記号 L で表す。

Grothendieck環K0 (Var/k)は代数多様体の最も普遍的な加法的不変量である。この主
張は、数学的に次のように定式化される。

定義 2.2. モチーフ的測度 (motivic measure)とはK0 (Var/k) からの環準同型のことで
ある。

例 2.3. モチーフ的測度の例を挙げる。
(1) k = C とする。このとき、Hodge-Deligne多項式

E : K0 (Var/k)→ Z[u, v] (2.4)

が

E ([X]) =
∑
p,q∈Z

( ∑
0≤i≤2 dimX

dimC h
p,q
(
H i

c (X,C)
))

upvq (2.5)

によって定義される。ただしH i
c (X,C) はコンパクト台コホモロジーであり、hp,q

はそこに入る混合 Hodge構造から定まる部分ベクトル空間である。X が非特異
射影的な場合には単にE (X) =

∑
p,q dimCH

q (X,Ωp)upvq となる。例えば

E (L) = E
(
[P1]− [SpecC]

)
= (1 + uv)− 1 = uv (2.6)

といった具合である。詳しくは [Cra04, Section 3]等を参照されたい。
(2) k = Fq を有限体とする。このとき、有理点の数え上げ関数

#: K0 (Var/k)→ Z (2.7)

が

[X] 7→ #X (Fq) (2.8)

によって定義される。
(3) k の標数を 0とする。SB /k を k 上の代数多様体の安定双有理同値類の可換モノ
イド (積は直積から定める)とし、Z[SB /k] をその半群環とする。このとき環同型

K0 (Var/k) / (L)
∼−→ Z[SB /k] (2.9)

であって非特異射影代数多様体X のクラスをその安定双有理同値類に送るものが
存在する [LL03]。ただし (L) は L の生成する単項イデアルのことである。

3



適当な自然数 nについてX × Pn と Y × Pn が双有理同値であるとき、代数多
様体X,Y は安定双有理同値であると言われる。仮にX, Y が非特異射影的で小平
次元が 0以上であるならば、X,Y が安定双有理同値であることとX, Y が双有理
同値であることとが同値になる (maximally rationally connected fibrationの一意
性から従う。詳しくは [Bor14, Theorem 2.12]の証明を参照されたい)。この場合、
特に [X] ̸= [Y ] ∈ K0 (Var/k) が従う。

さて、代数多様体X, Y が Grothendieck環K0 (Var/k) において [X] = [Y ] を満たす
としよう。すると、モチーフ的測度を適用して得られるような不変量は全て一致すると
いうことになる。例えば k = C で両者が非特異射影的ならばHodge数の一致が従うし、
k = Fq ならば有理点の個数の一致が従うわけである。
この点をもう少し精密化しよう。もしも考えているモチーフ的測度が別の環準同型

K0 (Var/k)→ R を経由するならば、X, Y が環R の元として一致するだけでやはり不変
量の一致が従うわけである。これは実際的な応用のある一般化である。
まず、K0 (Var/k) の L による局所化

φ : K0 (Var/k)→ K0 (Var/k) [L−1] (2.10)

を考えよう。次に、局所化の降下フィルトレーション (Fm)m∈Z を考え、それによる完備化

K0 (Var/k) [L−1]→ lim←−
m

(
K0 (Var/k) [L−1]/Fm

)
=: R (2.11)

を考える。ただし、Fm ⊂ K0 (Var/k) [L−1] は dimV − i ≤ −m を満たす代数多様体 V
と i ∈ Z から決まる元 [V ] · L−i 達によって生成される部分アーベル群である。
さて、X の弧空間J∞X = Hom (Speck[[t]], X) 上でシリンダー集合たちのなす可測集

合族を考え、それらに対する測度 µ をR の元として定めるのであった。そして、弧空間
上のZ に値を取る可測関数を「積分」することでR の元を得るのがモチーフ積分であっ
た (詳しくは [Cra04]等を参照のこと)。この枠組と積分変換公式によって、次が証明され
るのであった。

定理 2.4. X, Y がK同値な非特異射影代数多様体のとき、

[X] = [Y ] ∈ R (2.12)

が成立する。

R は複雑な手続きで構成された環だが、実は（ログ特異点解消の存在がわかっている状
況においては）モチーフ積分の値がR のある部分環に含まれることが証明でき、Hodge-
Deligne多項式Eおよび数え上げ関数# をその部分環を定義域とした準同型に拡張する
ことができる ([Cra04, Proposition 3.3]。値域も Z[u, v] および Z の適当な局所化に拡げ
る必要があるが、この場合の局所化は単射であることに注意する)。従って、定理 2.4か
らHodge数の一致や有理点の個数の一致が従うことになるわけである。

3. D ⇒ L?

さて、あらためて (2.10)を思い出そう。意外なことに φ が単射であるか否か、という
問題がつい最近 (2014年)までわかっていなかった。この問題は一見すると意義がよくわ
からないかもしれないが、[GS14]が次の事実を証明して注目を集めた。

定理 3.1. φ が単射ならば、一般の 4次元 3次曲面は非有理的である。

一般の 4次元 3次曲面の非有理性は現時点でも未解決の大問題であるため、これは大変
魅力的なストーリーであった。しかし、このプレプリントが発表されてすぐに、仮定が
正しくないことがわかった。すなわち、(恐らく)この定理に触発されて、Lev Borisovが
[Bor14]においてφ の核の元を構成したのである。その議論は後に [Mar16]によって精密
化され、次の形の定理となっている。
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定理 3.2. (X, Y ) を Pfaffian-Grassmann pair of Calabi-Yau 3-foldsとする。このとき

([X]− [Y ]) · L6 = 0 ∈ K0 (Var/k) (3.1)

が成立する。

環の局所化の定義を思い出すと、

φ ([X]− [Y ]) = 0 ⇐⇒ Ln · ([X]− [Y ]) = 0 (∃n > 0) (3.2)

であった。よって、上述の [X]− [Y ] は核に入るわけである。
X, Y は共にPicard数 1の非特異なCalabi-Yau 3-foldであり、共通のミラーを持ってい

て、導来同値である [BC09]。さらにPicard群の生成元の次数がそれぞれ 42,14であるこ
とから同型でないので、双有理同値でもない (双有理同値ならばflopでつながるが、Picard
数が 1なので flopは存在せず、同型にならざるを得ない)。これと上述のモチーフ的測度
(3)によって [X]− [Y ] ̸= 0 がわかるので、定理 3.2の例が非自明となるわけである。
この例は φ の核と Fourier-Mukai対に関係があるという事を示唆しており、驚異的で

あった。これを一般化したのが次に述べる問題である。まず、言葉を準備する。

定義 3.3. 非特異射影代数多様体X, Y が (3.2)を満たすとき、X, Y は L同値であると
いう。

問題 3.4 (=[KS16, Conjecture 1.6]=[IMOU16b, Problem 1.3]). D同値な多様体同士はL
同値か?

繰り返しになるが、もしも問題 3.4が証明されたならば、導来同値な多様体のHodge
数や有理点の個数の一致が従う。これらは現時点で未解決の問題である。

Martinの論文が arXivに出たのは今年 (2016年)の 4月 22日である。筆者らのグループ
がそれに触発され、G2 型等質多様体から新しい例が作れることに気付いた ([IMOU16a])
のは翌週であった。その後、12月末に [HL16](明示的に書いていないが、次数 12の K3
曲面の Fourier-Mukai対 (X,Y ) で Picard数 1のものについて L · ([X]− [Y ]) = 0 を証明
しているようである。)、[KS16](次数 8と次数 2のK3曲面のFourier-Mukai対 (X, Y ) で
あってL · ([X]− [Y ]) = 0 を満たすものの例を構成している。)、筆者らの [IMOU16b]が
相次いで arXivに出た。まさに現在進行系で研究が進んでいる。
これまでに見つかってきた例を見ると、次の 2点に気付く。これらは今後の課題である。

(1) アーベル多様体の Fourier-Mukai対による例が 1つも見つかっていない。
(2) 導来同値あるいはそれを与える積分核とL同値の関係があまりよく理解されてい
ない。

4. 等質多様体上の等質ベクトル束から得られる具体例

ここでは [IMOU16a]および [IMOU16b]で扱っている問題 3.4の具体例について簡単に
説明する。

4.1. G2型の線型代数群の等質多様体のうちPicard数1のものが2つあるので、それぞれを
Q,Gと呼ぶ。これらは共に 5次元であり、特に 2次超曲面と同型な方をQと呼ぶことにす
る。両者の上にはPicard数 2の 6次元等質多様体F が乗っており、π : F → Q, ρ : F → G
は共に P1束の構造を持っている。

F の非常に豊富な直線束 L = OF (1, 1) の一般切断 s を取り、それに対応する F の超
曲面をM とする。また、s を π∗L および ρ∗L の切断と思い、それらが定める零点集合を
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それぞれX,Y とする。以上を図式にすると以下のようになる。
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(4.1)

さて、ここで次のことがわかる。
• X, Y は非特異なCalabi-Yau 3-foldsでPicard数が 1。Picard群の生成元の次数は
それぞれ 42,14である7。とくに [X]− [Y ] ̸= 0 である。
• πM はQ のX に沿った爆発になっている。同様に ρM はG の Y に沿った爆発に
なっている (図式の中では、例外因子をそれぞれD およびE で表している)。

さて、モチーフの等式を導こう。まず

[M ] = [M \D] + [D] = [Q \X] + [X] · [P1] = [Q] + [X] · L. (4.2)

同様に

[M ] = [M \ E] + [E] = [G \ Y ] + [Y ] · [P1] = [G] + [Y ] · L. (4.3)

最後にBruhat分解を使って

[Q] = 1 + L+ L2 + · · ·+ L5 = [G](= [P5]). (4.4)

以上を全て合わせると L · ([X]− [Y ]) = 0 を得る8。
なお、X, Y の導来同値は [Kuz16]によって証明された。方針は以下の通りである。ま

ず、blowupの導来圏に関するOrlovの定理から

D (M) = ⟨D (Q) ,D (X)⟩ (4.5)

D (M) = ⟨D (G) ,D (Y )⟩ (4.6)

と 2通りの半直交分解を得る (埋め込み関手は省略した)。ここでD (Q) ,D (G) はそれぞ
れさらに長さ 6の例外対象列に分解され、しかも分解に出てくる成分もよくわかる。以
下、(4.6)を細分して得られる長さ 7の分解に適当な変異 (mutation)を繰り返し施すこと
で9D (Q) の分解にあらわれる 6つの例外対象を「1つずつ順に」作り出すことができる。
部分圏D (X) ⊂ D (M) はそれら 6つの例外対象が生成する部分圏 (= D (Q)) の左直交
補圏として特徴づけられるため、結局、D (Y ) からD (X) へ変異関手の合成という圏同
値ができたことになる。

4.2. D4 型の線型代数群の等質多様体を考える。4次元ベクトル空間 V0 を考え、V0⊕V ∨
0

に入っている自然な内積に関して isotropicな V0 ⊕ V ∨
0 の 4次元部分空間全体を考える

と直交群O(V0 ⊕ V ∨
0 ) の等質多様体になる。それは連結成分を 2つ持つので、それらを

Spin (V0 ⊕ V ∨
0 ) の等質多様体とみなしたものを F1, F2 とする。F1, F2 の上にはPicard数

2の (Spinに関する)等質多様体 F12 が乗っており、2つの射 pi : F12 → Fi は i = 1, 2 ど
ちらについても (Zariski位相において局所自明化できる) P3束である。先ほどと同様に

7実は、これらは上述の Pfaffian-Grassmann pairの退化になっている。詳しくは [IMOU16a]を読んで
いただきたい。

8この状況は「M はQからGへの双有理射のグラフであり、X および Y は双有理射の不確定点集合で
ある」と解釈できる。実は [HL16]の例では P4 の自己双有理射の固定点集合として次数 12の K3曲面 (の
双有理モデル)の Fourier-Mukai対が現れる。

9具体的にどのような変異を施せばよいか、ということを見抜くのは勘がいる。しかし、この素朴な手法
自体は他の例にも応用が効きそうである。
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L = OF12 (1, 1) の一般切断 s の定める超曲面M を考え、また s を pi∗L の切断とみなして
できる Fi の閉部分多様体を i = 1, 2 に応じてX, Y とする。すると pi|M : M → Fi はX
(あるいは Y )の外では P2 束となり、X (あるいは Y )の上では P3 束となる。あとはこれ
までと同様の計算をすることで L3 · ([X]− [Y ]) = 0 を得ることができる (ここまでは V0

が一般にm次元 (m ≥ 4)で正しく、その場合Lm−1 · ([X]− [Y ]) = 0 という等式を得る)。
なお、X のPicard数が 1になるような一般切断を取っておけば、Y がX と同型でない

唯一のFourier-Mukai対であることが示せる (詳しくは [IMOU16b]を見ていただきたい)。
従って [X] ̸= [Y ] とわかるので、これは非自明な例になっている。
なお、上で述べたように、[HL16]ではより強い等式 L · ([X]− [Y ]) = 0 を証明したよ

うである。
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