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η 関数の積が適当な level と指標付きの保型形式になることは, す
でによく知らている. 例えば, η(τ)2 η(11τ)2 はΓ0(11)に関する重さ 2

の cusp formで, η(τ) η(2τ) η(7τ) η(14τ)はΓ0(14)に関する重さ 2の
cusp formである. 与えられた levelに関する newformを見つける方
法はいくらでもあるのだが,ここでは η 関数を使って具体的に構成す
る方法について考察してみたい. η 関数を使う利点は, Rademacher

等によって変換公式が具体的に書かれていること, 極や零点の解析が
ある程度可能であること, 2 次体の整数論とのかかわりの大きいこと
などが挙げられる.

η 関数は, 無限積
η(τ) = e2πiτ/24 ∏∞

n=1(1− e2nπiτ)

で定義された複素上半平面上の零点をもたない正則関数で,
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なる変換公式をもつ (詳細は Rademacher などを参照). 雑な言い方
だが η 関数は重さ 1/2 だから, 2 つの積をとると重さ 1 に, 4 つの積
で重さ 2 になる. 今, Γ0(N) に関する保型関数体 M0(N) の種数が 1

の場合を考える. つまりN = 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32,

36, 49 の 12 個の level について, η 関数を使って newform を構成す
る. これらの場合には, 重さ 2 の cusp form の次元が 1 なので, 重
さ 2 の cusp form を作ればそれが newform になる. 実際 N = 17,

19, 49 の 3 つを除くと, η 関数 4 つの積で重さ 2 の cusp form が得
られる. 保型性や cusp での Fourier 展開などは, η 関数の定義式や
Rademacher の変換公式から計算できる. 残った 3 つの level に対し
て重さ 2 の cusp form を求めるために, うまくいった 9 つの場合の
仕組みを調べてみる. N = 11, 20, 27, 32, 36 の場合は, η 関数 2 つ



の積の平方になっている. 例えば N = 11 のときf1(τ) = η(τ) η(11τ)

とおくと, f1(τ)2 が重さ 2 の cusp form である. また f1(τ) は重さ 1

の指標 ε の cusp form である. ε は位数 2 の Γ0(11) の指標で,
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で与えられる. sgn は奇数 N に対して, sgn : Γ0(N)
mod 2−−→ SL2(F2) '

S3
sgn−−→ {±1} で定義する. 指標の位数が 2 なので, f1 の平方は指

標をもたない重さ 2 の cusp form になる. f1 は Hecke 作用素 Tp

(p 6= 2, 11), Uq (q = 2, 11)に関する固有形式になっている. この意味
では f1 の level は 22 か 44 とするべきかもしれないが, ともかく重
さ 1の Hecke固有形式が見つかった. N = 20, 27, 32, 36の場合も同
様で, 重さ 2 の cusp form は, ある重さ 1 の (位数 2 の) 指標をもつ
Hecke 固有形式の平方である. N = 14 の場合, f1(τ) = η(τ) η(14τ),

f2(τ) = η(2τ) η(7τ) とおくと, それらの積 f1(τ) f2(τ) が重さ 2 の
newform であった. f1, f2 はそれぞれ適当な指標をもつ重さ 1 の正
則保型形式である. Rademacher の変換公式から指標を計算すると,

f1 の指標 ε は位数 8 で, f2 の指標は ε の共役になっている. f1 f2 が
指標を持っていないこととつじつまがあっている. Hecke作用素の作
用は f1|T7 = −f2, f2|T7 = −f1 で, f3 = f1|T3, f4 = f1|T5 (= f2|T3)

とおくと, −f3 f4 = f1 f2 で, 〈f1|Tp : p6 | 14〉 = 〈f1, f2, f3, f4〉 となっ
ている. この 4 次元の Hecke 不変空間の中で 4 つの Hecke 固有形
式±√2 (f1 + f2) − f3 + f4, ±

√
2 (f1 − f2) + f3 + f4, が見つかる. た

だしこれら Hecke 固有形式は重さは 1 だが level の計算は易しくな
い. Γ0(14) に関する保型性は, f1, f2, f3, f4 の指標の値がばらばらな
ので期待できない. おそらく Γ(14) か Γ(56) ぐらいではなかろうか.

以上をまとめると, 保型関数体 M0(N) の種数が 1 の場合, f1(τ) =

η(τ) η(Nτ)とおくと 〈f1|Tp : p6 | 6N〉は高々 4次元で, 1次元の Hecke

不変空間の直和に分解する. それぞれ Hecke 固有形式は適当な level

(N か 4N ぐらい, 未確認) の重さ 1 の newform になっている. ま
た, 重さ 2 の newform は f1 を Hecke 作用素で移したもの 2 つの積
で得られる.


