
ガロア表現の基礎 I

山内 卓也 (大阪府立大学)

今回のサマースクールに登場する主なガロア表現は

(i) 代数体の絶対ガロア群の `進表現, 整 `進表現, 法 `表現

(ii) 局所体 (Qpの有限次拡大)の絶対ガロア群の `進表現, 整 `進表現, 法 `表現

(iii) Artin 表現

(iv) “大きな”環を係数とするガロア群の表現

である. 本稿では主に (i),(ii)のガロア表現を中心にそれらの定義および簡単な性質を紹介

する. 講演では時間の都合で (iii)には触れることはできなかったがサマースクールの後半

の内容と関連する重要な表現達である1. (iv)に関しては深くは立ち入らないが, どのよう

な場面でそのような表現が登場するかを早足に紹介した. 関連する今井氏や落合氏の原稿

を読む動機となることを期待したい.

本稿を読むために必要な予備知識は [9]で十分である. 本稿に続く [4]ではガロア表現に

付随する不変量の１つであるL-関数が紹介され, それに纏わる話が展開されている. 併せ

て参照されたい.
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1Artin表現だけは何かを調べる道具というよりもその保型性に興味が注がれているため, これについて

も, あまり詳しく述べなかった. ただし, その保型性の証明には肥田理論や楕円保型形式に付随するガロア

表現の性質が用いられることなどを考えると, Artin表現は今回学ぶ `進表現およびその変形理論の研究の

枠組みに入っている.
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1. 副有限群の線形表現

Γを副有限群, Rを局所コンパクトな位相環2, および, M をR上の有限階数自由加群と

する. M にはRの位相が誘導する位相が入る. M からM への連続写像全体の成す集合

Map(M,M)にはコンパクト開位相3 が入り, AutR(M)にその制限位相を入れる. このと

き連続準同型射

ρ : Γ −→ AutR(M)

のことを Γの線形表現とよぶことにする. M のR上の階数を nとし, そのR上基底を固

定すると, R係数の一般線形群に値をとる表現

ρ : Γ −→ AutR(M) ' GLn(R) := {g ∈ Mn(R)| det(g) ∈ R×}

が得られる4. 表現 ρを与えることとΓがR線形に作用する有限階数自由R加群Mを与え

ることは同じである. 本報告集では, これらの表示方法を, 場合に応じて適宜使い分ける.

本稿では,主に, Γが数論的な体Kの絶対ガロア群GK := Gal(Ksep/K)の場合を考える.

より詳しくこのサマースクールでは, 体Kとして代数体, 局所体などを想定し, Rは `進体

Q`, `進整数環Z`,有限体F`およびそれらを係数とする有限生成代数 (Z`/`
nZ`, Z`[[X]], . . .)

やBanach 代数などを想定している. 先に述べたようにGKのいくつかの表現を紹介する

がそれらをまとめてガロア表現ということにする.

次節に入る前に線形表現に関する一般的事項や操作について復習しておく. 本報告集で

はこれらの知識は仮定されて話が進められている.

定義 1-1. 記号は上の通りする.　 ρ1, ρ2 : Γ −→ AutR(M)を Γの表現とする. このとき,

ρ1と ρ2が同値 (equivalent)とはある t ∈ AutR(M)が存在して, ρ1(g) = tρ2(g)t−1, g ∈ Γ

が成り立つときをいう. この場合, ρ1 ∼ ρ2などと書いたりする. 自由R加群M の基底を

固定することで, 表現のトレースを考えることができる:

trρi : Γ
ρi−→ AutR(M) ' GLn(R)

tr−→ R, i = 1, 2.

これはMのR上の基底の取り方に依らない. 表現 ρ1, ρ2が同値であるとき, 両者のトレー

スは等しくなるが,比較的緩やかな仮定の下でこの逆も成立することを後で示す (命題2-2-6

と命題 2-4-1を参照).

2位相環とは下部構造が位相空間の構造を持ち, この位相に関して環としてのすべての演算が連続である

もの. 位相空間 X が局所コンパクトであるとは, X の各点がコンパクトな近傍を少なくとも 1つもつとき

をいう.
3X,Y を位相空間とし, Map(X,Y )をX から Y への連続写像全体の成す集合とする. X のコンパクト集

合 Aと Y の開集合 B に対して, W (A,B) := {f ∈ Map(X,Y )| f(A) ⊂ B} とおく. このようなW (A,B)

全体で生成されるMap(X,Y )上の位相をコンパクト開位相という.
4このサマースクールではこのような GLn 型のガロア表現しか扱わないが, M にある構造 ∗を付けて,

AutR(M)のところを

AutR(M, ∗) = {f ∈ AutR(M)| f は ∗を保つ }

に代えると自然に線形代数群 Gに値をもつガロア表現が得られる. このような代数群 Gとしては, GSp2n,

GO(n), GU(n,m)などが挙げられる. また, ガロア群の線形化とその変形が今回の勉強目的なのでサマース

クール 2004 ([17])で扱っているような型のガロア表現はここでは扱わない.
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定義 1-2. Γの表現 ρ : Γ −→ AutR(M)と正規部分群H ⊂ Γが与えられたとき, M のH

不変部分MH := {m ∈ M | 任意の h ∈ Hに対して, ρ(h)m = m}はΓ/Hが作用するR部

分加群である. これに対応する表現を ρH とかく:

ρH : .Γ/H −→ AutR(MH).

これに対して, H余不変部分M/MH に対応する Γ/Hの表現を ρH と表す.

定義 1-3.(1) ρ : Γ −→ AutR(M)を Γの表現とする. このとき, R代数 R′ に対して, ρ

の R′ への係数拡大を ρR′ によって表す. これは, 表現空間がM ⊗R R′ であり, 作用は

m ⊗ r′ ∈ M ⊗R R′に対して,

ρR′(m ⊗ r′) = ρ(m) ⊗ r′

によって与えられる表現である.

(2) ρ : Γ −→ AutR(M)を Γの表現とする. ρが既約であるとは, ρの表現空間M が 0と

M 以外の Γ不変R部分加群を持つときを言う.

(3) Kを体とし, V をK上の有限次ベクトル空間とする. ρ : Γ −→ AutK(V )を Γの表現

とする. ρが絶対既約であるとは, 任意のKの有限次拡大Lに対して, ρLが既約であると

きをいう.

定義 1-4. (1) Γの表現 ρ : Γ −→ AutR(M)が与えられたとき, R加群M のm次の直

和
⊕

r

M , テンソル積
⊗

r

M , 対称積 Symr
RM , 外積

∧r
R M に対応する表現をそれぞれ,

⊕rρ, ⊗mρ, Symmρ, ∧rρ と表すことにする. 特に, M のR上の階数を nとするとき,

detρ := ∧nρ

のことを ρの判別式という. 基底を固定して, AutR(M) ' GLn(R)と同一視するとき, ρ

の判別式は 1次元表現 Γ
ρ−→ AutR(M) ' GLn(R)

det−→ R× に他ならない. ただし, この

detは行列の判別式を取るという対応である.

また, M の双対M∨ := HomR(M,R)に対応する表現を ρ∨で表し, 反傾表現 (contra-

gredient representation)という. 作用は, φ ∈ M∨, γ ∈ Γに対して,

γφ(m) := φ(γ−1m), m ∈ M

によって与えられる.

1次元の表現 χ : Γ −→ R×の整数冪 χn, n ∈ Zと ρとのテンソル積 ρ ⊗ χnを ρの χに

よる n回捻りという.

(2)二つのΓの表現 ρi : Γ −→ AutR(Mi), i = 1, 2が与えられたとき, M1⊕R M2, M1⊗R M2

に対応する表現を ρ1 ⊕ ρ2, ρ1 ⊗ ρ2と表す.

特に, Γの表現 ρ : Γ −→ AutR(M)に対して, EndR(M) = M∨ ⊗R M なので, これに対

応する表現を adρ := ρ∨ ⊗ ρと表し, ρの随伴表現 (adjoint representation)という. 作

用は, φ ∈ EndR(M), γ ∈ Γに対して,

γφ(m) := γφ(γ−1m), m ∈ M
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によって与えられる.

2. 代数体の絶対ガロア群の線形表現

2.1. 分岐と不分岐. この節ではKは代数体とし, pや `は素数とする. ΣK によってKの

有限素点全体の集合を表す. LをKの正規拡大 (無限次拡大でもよい)とし, その整数環を

OLと書く. このときガロア群Gal(L/K) は副有限群であり, このことからKrull位相に関

してコンパクトな位相群であることがわかる (cf. [9]). vをKの有限素点とし, vの上にあ

るLの素点wをとる. このとき, DL,v = {σ ∈ Gal(L/K)| σ(w) = w} のことを vでの分解

群という. DL,vはw の取り方に依存しているが, そのずれはGal(L/K)の中で互いに共役

となる. このとき, よく知られているように全射

DL,v −→ Gal(Fw/Fv), σ 7→ σ mod w

が存在する. ただし, Fw := OL/wはwの剰余体とする. この写像の核を IL,vと書き, vで

の惰性群という:

1 −→ IL,v −→ DL,v −→ Gal(Fw/Fv) −→ 1.

ガロア群Gal(Fw/Fv)には

Frobv(x) = x]Fv , x ∈ Fw という標準的な元 Frobv が存在し, これをフロベニウス置換

(元) という5. これを上の全射でDL,vへ持ち上げたものも Frobvと書くことにする.

このとき, IL,v = {1}ならばLは vで不分岐であるといい, そうでないならば, Lは vで

分岐するという. Lが vで不分岐である場合は Frobvの持ち上げは一意的に決まる.

SをKの有限素点から成る有限集合とし, KSを Sに含まれないΣKの各素点で不分岐

なKの代数拡大で最大のものとする (Sの外不分岐最大拡大という). 上の議論をL = KS

として考えたとき, v 6∈ Sならば, vはKSで不分岐であり, FrobvはDKS ,vの中で一意に定

まる. しかし, DKS ,vのGKS
への埋め込みが, vの上にあるKSの素点wの取り方に依存し

ているので, Frobvも同様にwの取り方に依存する.

定義 2-1-1. Rを位相環, M を位相R加群とする6. vをKの有限素点とし, Iv := IK,vと

おく. GK の連続な線形表現 ρ : GK −→ AutR(M)が vで不分岐であるとは, ρ(Iv) = {1}
となるときをいい, そうならないとき, ρは vで分岐するという. これらの性質は Ivの定

義 (即ち, wの取り方)に依らない.

ρの核に対応するKのガロア拡大をKSρ := K
Kerρ
とすると, KSρ で分岐する素点の集

合Sρは ρが分岐するような素点と丁度一致する. 上の脚注 6で説明したように１点 {idM}
はAutR(M)の閉集合なので, Kerρは正規部分群かつ閉集合. 従って, (無限次)ガロア対

応により ([9]の定理 1.12を参照), GK/Kerρ ' Gal(KSρ/K)を得る. そして準同型定理よ

5数論的フロベニウス元とも呼ばれる.
6ここでは, 位相加群の定義にHausdorff性も含める. そうすると, AutR(M)はHausdorffになり (cf. [21]

の p.170の定理 30.2∗-(2)), 特に, AutR(M)の任意の点は閉集合である.
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り, ρはこの群を経由する:

GK

ρ
//

π %%KKKKKKKKKKK AutR(M)

Gal(KSρ/K)

eρ
77ooooooooooo

ただし, 自然な射影 πは σ 7→ σ|KSρ
で与えられる. v 6∈ Sρならば, Frobv ∈ DKSρ ,v は一

意的に定まるので ρ̃(Frobv)を考えることができる. Frobv の住んでいる場所は正確には

Gal(KSρ/K)であり, GK ではない. しかし, 事あるごとに ρ̃と書いて議論するのは面倒な

ので, ρ̃(Frobv)を ρ(Frobv) と表すことにする.

上でも説明したように, ρ(Frobv)は vの上のKSρの素点wの選び方に依存している. 素点

wの選び方を換えると, ある元 g ∈ GKが存在して, 対応するフロベニウス元が gFrobvg
−1

となる. これを ρで (正確には ρ̃で)写すと,

ρ(gFrobvg
−1) = ρ(g)ρ(Frobv)ρ(g)−1 共役∼ ρ(Frobv)

となる. これより, ρ(Frobv)のトレースや行列式はwの取り方にも依らず一意的に定まる

ことがわかる. 後で見るように ρはこれらの値で特徴付けられる.

2.2. `進表現. EをQ`の有限次拡大, OEをその整数環とし, V をE上の有限次ベクトル空

間とする. V の零元 0の開近傍系を V のOE格子7で定義することによって, V に位相を入

れる. このとき,連続表現 ρ : GK −→ AutE(V )のことを `進表現と呼ぶ. ただし, AutE(V )

には V の連続自己写像の成す集合Map(V, V )のコンパクト開位相から定まる制限位相を

入れている. V の基底を固定することで同型AutE(V ) ' GLn(E), (n = dimEV )を得るが,

この同型はGLn(E)にEのノルムが誘導する位相を入れると, 位相同型を与える. 実はE

がQ`上無限次拡大でも, ρの像はあるQ`の有限次拡大に係数をとる (定理 2.2.8). 従って,

`進表現の係数体Eが影響しない問題を扱う場合は V はQ`上のベクトル空間となってい

ることがよくあることを注意しておく. 以下では `進表現の代表的な例を与える.

例 2-2-1. 1の `冪等分点の成す群 µ`n(K) := {x ∈ K| x`n
= 1} ' Z/`nZが定める射影系

{µ`n+1(K)
`乗−→ µ`n(K)}n の極限

Z`(1) := lim←−
`乗

µ`n(K) ' Z`

を考える. GK の µ`n(K)への作用は射影系の射 (`乗写像)と可換なので, GK は Z`(1)に

も作用する. この作用から得られる１次元連続表現

χ` : GK −→ AutZ`
(Z`(1)) ' Z×

`

のことを `進円分指標という. 連続性は明らかである (命題 2-3-2を参照). χ`のQ`への係

数拡大も同様に χ`で表す. 整数 iを固定したとき, 下部構造がZ`で, GKが χi
`を経由して

作用している加群をZ`(i)と書いて第 i Tate 捻り (i-th Tate Twist)と呼ぶ. 先ほど同様,

7V の OE 部分加群 T であって, T ⊗OE
E = V となるもの.
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Q`(i) := Z`(i) ⊗Z`
Q` のこともそう呼ぶことにする. フロベニウス自己同型 Frobp, p 6= `

は Z`(i)またはQ`(i)に pi倍写像として作用する. すなわち, χi
`(Frobp) = pi.

整数 iと `進表現 (ρ, V )に対して, V (i)は下部構造が V で, GK が ρ ⊗ χi
`を経由して作

用している加群を表し, V の第 i Tate 捻りと呼ばれる.

ヘンゼルの補題より, µ`−1(Q`) ⊂ Z×
` である. これより, 同型 Z×

` ' µ`−1 × (1 + `Z`)を

用いて, `進円分指標 χ`を χ` = ω`χ`,1, ω` : GK −→ µ`−1, χ`,1 : GK −→ 1 + `Z`と分

解できる. ω`のことをTeichmüller指標という. この指標は後で述べる法 `円分指標の

Teichmüller liftになっている.

例 2-2-2. log` : (1 + `Z`)
∼−→ `Z`, x 7→

∑
n≥1

(1 − x)n

n
を `進対数関数とする. このとき,

ρ : GK −→ GL2(Q`), g 7→ ρ(g) =

(
1 log` χ`,1(g)

0 1

)
は可約だが半単純ではない表現である. また, その像は明らかに有限ではない.

例 2-2-3. Kを代数体, Eを P2
K 3 [x : y : z]内でWeierstrass 方程式

zy2 + a1xyz + a3z
2y = x3 + a2zx

2 + a4z
2x + a6z

3, a1, a3, a2, a4, a6 ∈ K

によって, 定義されるK上の楕円曲線とする. 簡単のため適当に座標変換をして係数はす

べてOK に入っていると仮定しておく. Kを含む体 Lに対して,

E(L) := {[x : y : z] ∈ P2(L)| zy2 + a1xyz + a3z
2y = x3 + a2zx

2 + a4z
2x + a6z

3}

はOE := [0 : 1 : 0]を単位元とするアーベル群である (群構造に関しては [16]の３章を見

よ). このとき, `n-等分点の成す群E[`n](K) = {P ∈ E(K)| `nP = O} ' (Z/`nZ)⊕2が定

める射影系 {E[`n+1](K)
`倍−→ E[`n](K)}n の極限

T`(E) := lim←−
` 倍

E[`n](K) ' Z⊕2
`

のことを `進テート加群 (`-adic Tate module)という. V`(E) = T`(E) ⊗Z`
Q`とおき, `

進有理テート加群 ( `-adic rational Tate module)という . V`(E)はQ` 上 2次元のベ

クトル空間である. 射影系の射である `倍射はK上定義された代数的な射なので, これは

GKのE[`n]への作用とGK同変である. よって, GKは T`(E)および V`(E)にも作用する.

この作用によって, 連続準同型写像

ρE,` : GK −→ AutQ`
(V`(E)) ' GL2(Q`)

を得る. 連続性は V`(E)がGK不変な格子 T`(E)を持つことから明らかに従う (命題 2-3-2

を見よ). 次元が gのアーベル多様体Aに対しても同様に有理 `進Tate 加群 V`(A)を考え

ることができ, それはQ` 上 2g次元のベクトル空間となる.

素数 p 6= `の上にあるKの素点 vに対して, Fvをその剰余体とする. 素点 vがEの判別

式DE(∈ OK)を割らないとき ρE,`は vで不分岐であることが知られている (cf. [16] の命

題 5.1). この場合, ρE,`(Frobv)を考えることができるが, この作用 (又はその表現行列)を
6



一般に理解することは難しい. しかし, そのトレースや行列式はわかりやすいものになっ

ており, それぞれ

det(ρE,`(Frobv)) = χ`(Frobv) = ]Fv, tr(ρE,`(Frobv)) = ]Fv + 1 − ]Ẽ(Fv)

となっている ([16]の５章を参照). ただし, ẼはE の vでの還元を表す. ここで注目すべ

きはこれらの値が `によらないということである. 背景には 4節で説明する厳整合系や三

枝氏によって解説されるエタールコホモロジー理論がある ([7]).

注意 2-2-4. `進表現を具体的に作るにはGK の構造を理解していなければならない. し

かし, GK の構造は完全に知られておらず, それ故に, 楕円曲線やアーベル多様体のテート

加群などの幾何的起源のつく対象を扱わなければ `進表現の例を系統的に構成することが

できない.

より一般に, 代数体K上定義された代数多様体が与えられたとき, そこからGK の `進

表現を構成する「機械」が存在する. それがGrothendieck によって発明されたエタール

コホモロジーである (三枝氏の原稿 [7]参照).

一般に, `進表現は像が有限とも限らないし, 半単純とも限らない (例 2-2-2). 従って, 次

のように与えられた `進表現の半単純化を構成することは有効である.

定義 2-2-5. 有限次元 E ベクトル空間 V に GK が作用しているとする. このとき, V の

E[GK ]加群としての減少列

V0 = V ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vt = {0}

で各Vi/Vi+1, i = 0, . . . , t − 1が単純E[GK ]加群となるものがとれる (ジョルダン-ヘルダー

の定理). このような減少列から定まる {Vi/Vi+1}t−1
i=0は順番と同型を除いて一意に定まる.

このとき, 半単純E[GK ]加群

V ss :=
t−1⊕
i=0

Vi/Vi+1

のことを V の半単純化とよぶ. `進表現 (ρ, V ) の半単純化を ρssによって表すことにする.

このとき, ρが vで不分岐ならば, trρ(Frobv) = trρss(Frobv), detρ(Frobv) = detρss(Frobv)

等が成り立つ. また, ρが既約ならば明らかに ρss = ρが成立.

一般にガロア表現が同値であるかどうか判定することは難しいが, その半単純化はト

レースで特徴付けることができる. この事実は [4]で登場するChebotarevの密度定理と半

単純加群の一般論から導かれる.

命題 2-2-6. 連続表現 ρ : GK −→ AutE(V )の分岐素点の成す集合 Sρは有限集合であると

仮定する. このとき, ρの半単純化 ρssは trρ(Frobv), v ∈ ΣK \ Sρ の値で一意的に決まる.

証明. 分岐する素点が有限個である二つの連続表現 ρ, ρ′ : GK −→ AutE(V )が

tr(ρ(Frobv)) = tr(ρ′(Frobv)),∀v ∈ ΣK \ S, S := Sρ ∪ Sρ′
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を満たすとき, ρ ∼ ρ′を示せば良い. そのためにまずこの仮定から,

(∗) trρ(g) = trρ′(g), ∀g ∈ GK

が成立することを示す.

H = GK/(Kerρ ∩ Kerρ′)

とおくと, ρ, ρ′はHを経由する. ここで, 次の包含関係を考える:

F := {h ∈ H| ∃v ∈ ΣK \ S such that h = Frobv} ⊂ {h ∈ H| trρ(h) = trρ′(h)} ⊂ H

中央の集合は H の閉集合である8. H に対応する代数体は S の外不分岐なので, H に

Chebotarevの密度定理を適用すると, F はHの中に稠密に入っているので, 閉包をとるこ

とで, 主張 (∗)を得る. あとは次の命題をA = E[GK ]とM = V に適用することで, ρ ∼ ρ′

を得る. ¤

命題 2-2-7 kを標数 p ≥ 0の体, Aを k-代数とし, M,M ′を k上有限次元の半単純A加群

とする. もし p > 0ならば, p > max{dimk(M), dimk(M
′)}を仮定する. このとき,

trM(a) = trM ′(a), ∀a ∈ A

が成り立つとき, M とM ′はA加群として同型である. ただし, trM(a)は kベクトル空間

M への aの作用の表現行列のトレースを表す.

証明. 証明は付録 (5節)で与えられる. ¤

問 2-2-7-1 命題 2-2-6の条件「Sρは有限集合...」の部分を「Sρは解析的密度 0の集合...」

にかえても成立するかどうか考えよ (これは [4]の 1節をみれば成立することがわかる. こ

れより, [20]で扱うような無限個の素点で分岐するようなガロア表現もトレースの値で特

徴付けられることがわかる).

定理 2-2-8. 連続表現 ρ : GK −→ AutQ`
(V )の像はAutE(VE)に入る. ただし, EはQ`の

有限次拡大で VEはGK 不変な V のE部分空間で dimEVE = dimQ`
V となるものである.

証明. 簡単のため, V の基底 {ei}を固定して, AutQ`
(V ) ' GLn(Q`) と同一視しておく.

Imρ =
⋃

E′/Q`:有限次拡大

Imρ ∩ GLn(E ′)

と表示すると, Imρ ∩ GLn(E ′)は閉集合であり, 右辺の合併は可算無限集合をわたる. 今,

Imρはコンパクトなので, 完備距離空間である. 従って, ベールのカテゴリー定理 (Baire

category theorem) 9より少なくとも１つの E ′に対して, Imρ ∩ GLn(E ′)は開集合を含む.

よって, H := Imρ ∩ GLn(E ′)も開集合である. 従ってGK/ρ−1(H)は有限集合だから, そ

8連続写像H −→ E × E, h 7→ (trρ(h), trρ′(h))による閉集合∆E = {(x, x) ∈ E × E}の逆像だから.
9位相空間 X がベール空間であるとは X の可算個の稠密開集合の共通部分は X の中で稠密であるとき

をいう. ベールの (第一)カテゴリー定理はすべての完備距離空間はベール空間であることを主張し, これよ

り, 空でない完備距離空間が可算個の閉部分集合の合併集合としてかけるとき, 少なくとも１つの閉集合は

開集合を含むことがわかる.
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の代表系を {gi}r
i=1とし, ρ(gi), 1 ≤ i ≤ rのすべての行列成分をE ′に添加した体をEとす

るとこれはE ′上の有限次拡大なので特にQ` 上の有限次拡大. よって, Imρ ⊂ GLn(E)で

ある. あとは VE =
⊕

i Eeiとおけばよい. ¤

2.3. 整 `進表現. EをQ`の有限次拡大, OをEの整数環, πをOの素元とする. T をO上
階数 nとなる自由加群とし, 指数有限な部分O加群を 0 ∈ T の開近傍系とするように, T

に位相を入れる. このとき, 連続表現 ρ : GK −→ AutO(T )のことを整 `進表現と呼ぶ. た

だし, AutO(T ) にはMap(T, T )のコンパクト開位相からの制限位相を入れる. これは, O
が誘導する位相を備えた位相群GLn(O)(⊂ Mn(O) ' On2

) と位相同型である.

定理 2-3-1. GKは有限次E-ベクトル空間 V に連続に作用しているとき, V のGK-安定な

格子, 即ち, 有限階数自由O加群 T で T ⊗O E ' V となるものが存在する.

証明. {eλ}λを V の基底とし, T0 =
⊕

λ Oeλとおく. T0は V の格子である. ここから, GK-

安定な格子を作る. ρ : GK −→ AutE(V )をGK の V への作用が引き起こす連続表現とす

る. V の局所コンパクト性から AutO(T0)は AutE(V )は開部分群である. よって, ρによ

る T0の逆像H = {g ∈ GK | ρ(g)T0 = T0}は GK の開部分群であるので, [GK : H]は有

限である. GK/H の完全代表系を {γi}t
i=1とする. T :=

∑t
i=1 γiT0とおけば, これが求め

るものとなる. 実際, GK =
∐t

i=1 γiH なので, 任意の g ∈ GK と γi, 1 ≤ i ≤ tに対して,

gγi = γki
h, h ∈ H, 1 ≤ ki ≤ tと書ける ({k1, . . . , kt} = {1, . . . , t}). よって,

ρ(g)T =
t∑

i=1

ρ(gγi)T0 =
t∑

i=1

ρ(γki
)ρ(h)T0 =

t∑
i=1

ρ(γki
)T0 = T.

¤

実は, `進表現の格子の存在はその連続性と同値であることが簡単にわかる.

命題 2-3-2. V を有限次E-ベクトル空間とし, ρ : GK −→ AutE(V )を群準同型射とする.

このとき, ρが連続, 即ち `進表現であることと V のGK-安定な格子が存在することは同

値である.

証明. 連続性がそのような格子の存在を導くのは定理 2-3-1で見た. 逆に, GK-安定な格子

T が存在したとする. 対応する表現を ρ′ : GK −→ AutOE
(T )とすると, ρ′ ⊗OE

E = ρなの

で, Imρ ' Imρ′ だから, Imρ ⊂ AutOE
(T )としてよい. πをOEの素元とし, n ≥ 1に対し

て Un := Ker(AutOE
(T )

mod πn

−→ AutOE/πnOE
(T/πnT )) とおく. UnはAutOE

(T )の正規部分

群であり, 単位元 1 = idT の開近傍系を定める. このとき, GK/ρ−1(Un) ↪→ AutOE
(T )/Un

より右辺は有限群だから, 左辺も有限群. 従って, GKの (正規)部分群 ρ−1(Un)はGKの開

集合. 任意のAutOE
(T )の開集合は gUn, g ∈ AutOE

(T ), n ≥ 1 の形で生成されるので, そ

れらの引き戻しも開集合. よって, ρは連続. ¤

定理 2-3-1は圏論の言葉を用いると次の様に表現できる.
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系 2-3-3. RepE(GK)をGKが連続に作用する有限次元E加群の成す圏, RepO(GK)をGK

が連続に作用する有限階数自由O加群の成す圏とする. このとき,

RepO(GK) −→ RepE(GK), T 7→ T ⊗Z`
Q`

は本質的に全射 (essentially surjective)10.

例 2-3-4. E/Kを楕円曲線とし, T`(E)を `進テート加群とする (cf. 例 2-2-3). このとき,

ρ` : GK −→ AutZ`
(T`(E)) ' GL2(Z`)

は整 `進表現である. 例 2-2-1 で紹介した `進円分指標 χ` : GK −→ Z×
` (やその冪)も整 `

進表現である.

例 2-3-5. X/KをK上の滑らかな射影的代数多様体とする. このとき,

T` := H i
ét(XK , Z`)/(torsion) (0 ≤ i ≤ 2dimX)

は有限階数の自由Z`加群である (cf. 三枝氏の稿). GKの T`への作用は整 `進表現を誘導

する.

2.4. 法 ` 表現. Fを位数 `の有限体 F`の有限次拡大とする (Fは F`の代数拡大でもよい).

Fには離散位相を入れて位相体とみなす. V を F上の n次ベクトル空間とする. このとき,

連続表現 ρ : GK −→ AutF(V )のことを法 `表現と呼ぶ. AutF(V ) には, コンパクト開位相

を入れる. これは, AutF(V ) ' GLn(F)とみなすとき, 右辺に離散位相をいれたものと一致

する.

法 `表現は, 次の様に `進表現および整 `進表現と関係している. ρ : GK −→ AutE(V )

を `進表現とする. このとき, 定理 2-3-1より, V のGK 不変OE 格子 T が存在する. この

とき,

ρ : GK
ρ−→ AutOE

(T )
mod mE−→ AutOE/mE

(T/mET )

は法 `表現である. ρのことを ρの還元という. ρは V の格子の取り方に依存しているの

で標準的な構成ではないがその半単純化 ρssは格子の取り方によらない (命題 2-4-1から従

う).

整 `進表現 ρ : GK −→ AutO(T )が与えられると, 係数環Oの極大イデアルmの冪で

還元することによって, ガロア表現の射影系 {ρn : GK −→ AutO/mn(V n)}n を得る. ただ

し, V n = V ⊗O O/mnとし, ここには離散位相を入れる. 特に n = 1のときは, 法 `表現

10つまり, RepE(GK)のすべての対象はこの対応による RepO(GK)のある対象の像と同値である.
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ρ = ρ1 : GK −→ AutF(V 1) となっている:

GK

ρ:=ρ1

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
99 ρn

%%LLLLLLLLLLL

ρ
// AutO(T )

mod mn
����

AutO/mn(V n)

mod m����

AutF(V 1)

ただし, F := O/m. 逆に, ガロア表現の射影系 {ρn : GK −→ AutO/mn(V n)}nが与えられ

たとき, 極限をとることで整 `進表現を構成することができる. すなわち, ガロア表現の射

影系と整 `進表現を考えることは同じである:{
整 `進表現

ρ : GK −→ AutO(V )

}
←→

{
ガロア表現の射影系

{(ρn, V n)}n

}
ρ = lim←−

n

ρn ←→ {ρ ⊗O O/mn}n = {ρn}n.

このような理解は無限個の素点で分岐する `進表現の構成においても本質的に重要な役

割を果たしている [20].

この節の最後に法 `表現の同値性判定法を与える.

命題 2-4-1. 法 `表現ρ : GK −→ AutF(V )の分岐素点の和集合をSとする.像は有限なので

Sは有限集合である. このとき, ρの半単純化 ρssは tr∧iρ(Frobv), v ∈ ΣK \S, i = 1, . . . , n

の値で一意的に決まる. 特に, ρが既約かつ ` > dimF(V )ならば, トレースの値だけで ρは

決まる.

証明. ρ, ρ′を法 `表現とし, tr∧iρ(Frobv) = tr∧i ρ′(Frobv), v ∈ ΣK \ Sρ ∪ Sρ′ , i = 1, . . . , n

が成り立つと仮定すると, Chebotarev の密度定理から, この等式は任意のGKの元に対し

ても成立することがわかる. これより, 問題が次の命題に帰着された. ¤

命題 2-4-2. kを標数 p > 0の体, Aを k-代数とし, M,M ′を k上有限次元の半単純A加群

とする. dimk(M) = dimk(M
′) =: nと仮定する. このとき,

tr∧iM(a) = tr∧iM ′(a), ∀a ∈ A, ∀i = 1, . . . , n

が成り立つならば (この条件は a ∈ Aの固有多項式が一致するということと同じ), M と

M ′はA加群として同型である.

証明. 証明は付録 (5節)で与えられる. ¤

例 2-4-3. GK の µ`(K) ' Z/`Z = F`への作用が定める 1次元法 `表現

χ` : GK −→ AutZ/`Z(µ`(K)) ' F×
`

のことを法 `円分指標という. これは整 `表現 χ`の還元になっている.
11



例 2-4-4. 例 2-2-3 でみたようにGK は楕円曲線Eの `等分点の成す群E[`](K)に作用す

る. これが定める表現

ρE,` : GK −→ AutZ/`Z(E[`](K)) ' GL2(F`)

は法 `表現であり, 例 2-3-4の整 `進表現の還元となっている.

問 2-4-5. Kを代数体とする. このとき, 1次元連続表現 ρ : GK −→ F×
` が有限指標と法 `

円分指標の冪との積で表せることを示せ (ヒント: GKのコンパクト性から Imρは有限群,

また１次元なのでアーベル商を経由することから, ρはある巡回群 (Z/NZ)×を経由. あと

はN = `tM, ` 6 |M と分けて考えればよい. 像の標数が `なので t = 1となることに注意).

2.5. 大きな環を係数にもつガロア表現. h変数のZp係数形式冪級数環Λ = Zp[[T1, . . . , Th]]

を考える. 環Λに極大イデアル (p, T1, . . . , Th)の冪を零元の開近傍系とすることによって

位相を入れる. Λのように大きな環を係数に持つような場面がガロア表現の変形理論で登

場する. 以下にそのことを簡単にみる.

Sを代数体Kの素点から成る有限集合とし, GK,SをKの S外不分岐最大拡大のガロア

群とする. 法 p表現 ρ : GK,S −→ GLn(Fp)を考える. 剰余体が Fpである完備ネーター局

所代数 (A,mA)と連続表現 ρ : GK,S −→ GLn(A)の組 (ρ,A)で, 次の可換図式を満たすも

ののことを ρの持ち上げ (lift)という:

GK,S

ρ $$IIIIIIIII

ρ
// GLn(A)

mod mA

��
GLn(Fp)

このような持ち上げの普遍性を満たす “最大の”Aを ρの普遍変形環と呼び, R(ρ)と表

し, また対応する普遍表現を ρunivと表す. つまり, Aへの任意の持ち上げ ρに対して, 環

準同型R(ρ)
ι−→ Aが存在して, 次の可換図式が成立する:

GK,S

ρ

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
9

ρ

%%KKKKKKKKKK

ρuniv

// GLn(R(ρ))

ι

��
GLn(A)

mod mA

��
GLn(Fp)

この環を取り巻く詳細な研究はMazurが (肥田理論からの動機を受けて)行っており, Mazur

の変形理論として定着している. 普遍変形環はいつでも存在するわけではないが, ρの条

件によっていつ存在するかはよくわかっている. この環はΛ/I (IはΛの閉イデアル)の形

をしており, そのKrull次元≤ hは ρに付随する随伴表現のガロアコホモロジーを用いて

計算される. 変形環については今井 直毅氏によって解説されるが, 佐藤 周友氏によるガ

ロアコホモロジーの概説も併せて参照されたい. またその動機となった肥田理論について

は落合 理氏によって紹介がなされる [10].
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普遍変形環を幾何的に扱う試みも進んでいる. R(ρ)から剛解析的空間 (rigid analytic

space)Xを付随させる手続きが存在し, そのE値点X(E), (EはQpの有限次拡大)は ρの

変形であるE上の p進表現全体を与えている. そのような p進表現 ρが保型的であるよう

な点が剛解析空間Xの中でどのように分布しているかを調べることは, ガロア表現の変形

を理解する上で非常に重要である. これに関連する話題は佐々木 秀氏, 山上 敦士氏によっ

て解説される.

2.6. Artin 表現. KをQの有限次拡大とし, V をC上の有限次ベクトル空間とする. こ

のとき, 連続表現 ρ : GK −→ AutC(V )のことをArtin表現と呼ぶ. 右辺には今までと同

様に, コンパクト開位相の制限位相を入れる. いま, V の基底を固定すると, AutC(V ) '
GLn(C) ⊂ Mn(C) ' Cn2

を得る. これにより, AutC(V )にはCn2
の通常の距離空間として

の位相の制限位相が入るが, これはコンパクト開位相と一致する.

連続性に加えて, 既約性を仮定したり, ρ(c), (c複素共役)の形に条件を付けたりする場

合がある. 例えば, 2次のArtin表現 ρ : Gal(Q/Q) −→ GL2(C)には連続性に加えて既約

性を課すことが多い. さらに, ρが奇 (odd), つまり, det(ρ(c)) = −1を仮定すると, この表

現は重さ 1, Neben-type 保型形式に付随するガロア表現と同値であると予想されている11.

定理2-6-1. 記号は上のものと同じであるとする. このとき,連続表現 ρ : GK −→ AutC(V )

の像は有限.

証明. GKを一般の副有限群に変えても同様に成立. 証明を一言で述べると, 「GKのコン

パクト性と両者の位相が整合しないため」となる.

V の基底を固定し, AutC(V )とGLn(C)を同一視して話を進める. GLn(C) ⊃ B◦を中心

In(単位元), 半径
1

2
の開球とする. このとき, ρ−1(B◦)は開集合であり, 単位元を含むので,

GKの開部分群Hで ρ(H) ⊂ B◦となっているものがとれる. このとき, ρ(H) = {In}を示
す (副有限群の位相から [G : H]<∞なので, 主張を得る).

ρ(H) 3 T 6= Inが存在したとする. Mn(C) = End(Cn)によって, 作用素ノルム || · ||
を GLn(C)に入れる. この位相と元の位相は同じである. T の固有値がすべて 1のとき,

Jordan分解により, ||TN − In||>
1

2
を満たす整数N が取れる. そうでないときは, T の固

有値 αで, |αN − 1|>1

2
を満たす整数N が取れる. よって, TN 6∈ B◦なので矛盾. ¤

この定理よりArtin表現を考える場合, 係数体にあらかじめ離散位相を入れて議論して

も何もかわらないことがわかる.

系 2-6-2. 連続表現 ρ : GK −→ AutC(V )は半単純表現である. また, ρが分岐するKの素

点は有限個である.

命題 2-6-3. 連続表現 ρ : GK −→ AutC(V )の分岐素点の成す集合を Sρとおく (系 2-6-2

より ]Sρ<∞). このとき, ρは trρ(Frobv), v ∈ ΣK \ Sρ の値で一意的に決まる. ただし,

trρ(Frobv)は行列 ρ(Frobv)のトレースを意味する.

11K = Qの場合, 多くの研究の後、ρ : GQ −→ GL2(C)に対する Artin予想は Khare とWintenberger

による Serre予想の解決の系として, 現在では完全に解決されている.
13



証明. 二つの連続表現 ρ, ρ′ : GK −→ AutC(V )が tr(ρ(Frobv)) = tr(ρ′(Frobv)),∀v ∈ ΣK \
Sρ ∪ Sρ′ を満たすとき, ρ ∼ ρ′を示せば良い. ρ, ρ′の像に対応するKの拡大体の合併を L

とすると, L/K 有限次拡大でその分岐素点の集合は S := Sρ ∪ Sρ′ に含まれる. L/K に

Chebotarevの密度定理を適用すると, 各 σ ∈ Gal(L/K)に対して, v ∈ ΣK \ S が存在し

て, Frobv = σとなる. よって, tr(ρ(σ)) = tr(ρ′(σ)),∀σ ∈ Gal(L/K) が成り立つので, 有限

群の線形表現の一般論 (cf. [13], p.17の定理 3) から, ρ ∼ ρ′を得る. ¤

例 2-6-3. Lを多項式 F (x) = x3 + ax + b, a, b ∈ Qの分解体で, そのガロア群が 3次対称

群S3 = 〈σ, τ | σ3 = τ 2 = 1, τστ = σ−1〉と同型であるものとする. ι : S3 −→ GL2(C)を

ι(σ) =

(
ζ3 0

0 ζ−1
3

)
, ι(τ) =

(
0 1

1 0

)

によって定義する. ただし, ζ3 = e
2π

√
−1

3 . このとき,

ρ : GQ
L への制限−→ Gal(L/Q) ' S3

ι−→ GL2(C)

は 2次元 (既約)Artin表現である. F (x)の判別式が負ならば, detρ(c) = detι(τ) = −1が

成り立つ. F (x)の判別式が正ならば, ρはMaass 形式 (Maass form) と対応するであろ

うと期待されている (cf. [18]).

問 2-6-4. K = Q(
√
−47)のHilbert類体をHとする.

(1) Kの類数が 5であること, 及び, Hは多項式F (x) = x5 − x4 + x3 + x2 − 2x + 1の分解

体KF であることを示せ ([22]を参照). また, Gal(H/Q) ' D5であることも示せ.

(2) A =

(
1 1

2
1
2

12

)
, B =

(
3 1

2
1
2

4

)
, C =

(
2 1

2
1
2

6

)
に対応するテータ級数をそれぞ

れ θA, θB, θC とおく: θA(τ) =
∑

m,n∈Z

qm2+mn+12n2

, θB(τ) =
∑

m,n∈Z

q3m2+mn+4n2

, θC(τ) =∑
m,n∈Z

q2m2+mn+6n2

. このとき,

f(τ) := θA(τ) −
(1 +

√
5

2

)
θB(τ) −

(1 −
√

5

2

)
θC(τ) ∈ S1(Γ0(47), χ), χ =

(−47

∗

)
であることを示せ. また, f は正規化されたHecke 固有尖点形式になっていることも示せ

(テータ級数に関しては [11]の 6章をそれが正規化されたHecke 固有尖点形式になること

は [1]の p.204をそれぞれ参照).

(3) D5 = 〈σ, τ〉| σ5 = τ 2 = 1, τστ = σ−1〉 と表示するとき, σ を

(
ζ5 0

0 ζ−1
5

)
, τ を

(
0 1

1 0

)
に対応させることで例 2-6-3のようにしてGal(H/Q)のArtin 表現 ρを得る. ρ

が f に付随するガロア表現 ρf (cf. [4], [5])と同値であることを認めて, 多項式 F の法 p還

元の分解法則を f の p番目のフーリエ係数の言葉で記述せよ.
14



3. 局所体の絶対ガロア群の線形表現

`を素数とし, 以下固定する. Kを代数体とする. 各素数 pの上の素点 v ∈ ΣKごとに埋

め込みK ↪→ Kv を固定する. これにより, 閉埋め込み

GKv := Gal(Kv/Kv) ↪→ GK , σ 7→ σ|K

を得る. GK の中で GKv は GK の v での分解群 DK,v と同一視される (cf. 2.1節). ま

た, 埋め込みの取り替えは GK の部分群として互いに共役となる. いま, GK の `進表現

ρ : GK −→ AutE(V ) が与えられたとき, そのGKvへの制限 ρ|GKv
を考えることで, 大域体

の絶対ガロア群の表現から自然に局所体の絶対ガロア群の表現が得られる. このようにし

て, 大域体のガロア表現を局所的に調べることができる. 素点 vが `を割らない場合は比

較的易しく調べる道具も揃っている. 素点 vが `を割る場合は [8]で登場する p進Hodge

理論を用いて調べることができる.

3.1. 局所体の絶対ガロア群の `進表現, 整 `進表現, 法 `表現. 素数 `を固定し, p 6= `を素

数とする. 以下, この節ではKをQpの有限次拡大, EをQ`の有限次拡大とする. Kの剰

余体を Fとする. 2-1節で見たように全射GK −→ GFの核を IK と書く:

1 −→ IK −→ GK −→ GF −→ 1

[9]の３節で述べられているように IK = Gal(K/Kur), Kur =
⋃
p6 |n

K(ζn)である. ただし,

ζn ∈ K は 1の原始 n乗根である. 先に進む前に, GK や IK の構造について, もう少し

詳しく復習しておく. K の素元 πを固定し, Ktm :=
⋃
p 6 |n

Kur(π
1
n )をK の最大馴分岐拡大

(maximal tamely ramified extension )とすると, 対応するガロア群の列が正規列と

なるような体拡大の列

K ⊂ Kur ⊂ Ktm ⊂ K

GK ⊃ IK ⊃ PK ⊃ {1}

を得る. IK の最大副 p部分群 PK := Gal(K/Ktm)のことを暴惰性群 (wild inertia)とい

い, その商 I t := IK/PK = Gal(Ktm/Kur) のことを馴惰性群 (tame inertia group)とい

う. このとき次の可換図式を得る (横は完全列である):

1 // IK

����

// GK

����

// GF // 1

1 // I t // GK/IP = Gal(Ktm/K) // GF // 1

また,

I t = lim←−
p6 |n

Gal(Kur(π
1
n )/Kur) ' lim←−

p6 |n
Z/nZ(1) =

∏
素数 r 6=p

Zr(1)

なので, I tの位相的生成元 τ とGFの位相的生成元のGK/PK への持ち上げ σは関係式

στσ−1 = τχ`(τ)

を (GK/PK の中で)満たす.
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復習はこの辺りで止め, 本題に入る. GKの連続表現 ρ : GK = Gal(Q`/K) −→ AutE(V )

のことを大域体の場合と同様に `進表現と呼ぶ. 整 `進表現や法 `進表現も同様に定義さ

れる.

三枝氏の稿 [7]でも説明されているが, `進表現 V がエタールコホモロジーを通して代

数多様体X から得られている時 (例えば, 例 2-2-3), V にはX の性質が反映されている.

Grothendieck は SGA 7-I においてK上のアーベル多様体Aの還元の様子は対応する `進

表現 ρ : GK −→ AutQ`
(V`(A))の性質に完全に焼き直すことができることを示した. これ

らすべての性質は `進表現の惰性群への制限 ρ|Ipによって統制される. その動機となった

のが次の定理である. この定理は [15]のAppendix で証明されている. 実際には, もう少

し一般の設定でも成立するが, それについては SGA 7-IのDeligne の解説 [2]を参照され

たい.

定理 3-1-1.(Grothendieck のモノドロミー定理12) v 6 |`のとき, ρ(IK)の元はすべて擬冪単

行列 (quasi-unipotent matrix) である13.

証明. OE を E の整数環, πを素元とする. Dv はコンパクトなので, ρの連続性から Imρ

はコンパクト. よって, ある整数 a1, . . . , ar ≥ 0と点 x1, . . . , xr ∈ GLn(E)が存在して,

Imρ =
⋃r

i=1(xi + πaiMn(OE)) とできる. 右辺は GLn(OE)上指数有限なので, K の有限

次拡大 Lをとれば, ρ|GL
は GLn(OE)に含まれると仮定してよい. 整数 k ≥ 1に対して,

In + πkMn(OE)はGLn(OE)の中で指数有限なので, さらに, Lの有限次拡大M をとれば,

すべての元 g ∈ ρ(GM)は g ≡ In mod πkを満たすと仮定してよい.

よって, 最初から Imρの任意の元 gは g ∈ In + πkMn(OE)を満たすとしてよい. この条

件より, Imρは副 `群であることがわかる. 以下では, Imρの勝手な元は冪単行列であるこ

と示す. PK を IK の最大副 p群とするとき, ρ(PK) = {In}だから, ρ|IK
は I t := IK/PK を

経由する. FをKの剰余体とし, 次の完全列

1 −→ I t = Gal(Ktm/Kur) −→ Gal(Ktm/K) −→ Gal(Kur/K) = GF −→ 1

を考えると, GF 3 tは s ∈ Gal(Ktm/Kur)に共役に作用し14, Gal(Ktm/K)の中で `進円

分指標 χ` : GF −→ Z∗
` を用いて, tst−1 = sχ`(t) と表せる (cf. [9]). これより, ρ(tst−1) =

ρ(sχ`(t)) = ρ(s)χ`(t) を得る (最後の等式には ρの連続性を用いている).

X = log ρ(s)とおく,

X
共役∼ ρ(t)Xρ(t)−1 = log ρ(s)χ`(t) = χ`(t)X.

ai(X)をXの固有値達のなす i次対称関数とすると,

ai(X) = ai(χ`(t)X) = χ`(t)
iai(X)

12Grothendieck の有限性定理とも呼ばれる.
13正方行列 Aが擬冪単行列であるとは, ある整数m,n ≥ 1が存在して, (Am − I)n = 0となるときをい

う. ただし, I は単位行列. これはすべての固有値が 1の冪根になることと同じである.
14GF = Gal(Kur/K)の元をKur に一旦延長させてから Gal(Ktm/Kur)に内部自己準同型として作用さ

せる.
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が成り立つ. いまK の剰余体 Fは有限体なので, χ`の像は無限群. 従って, 各 iごとに

χ`(t)
i 6= 1となる tがとれる. よって, ai(X) = 0, i ≥ 0. よって, Xの固有値はすべて 0な

ので, Xn = 0. 最初の所でとった整数 kを exp log ρ(s) = ρ(s)が成り立つ様に予め十分大

きくとっておくと, ρ(s) = expX =
n−1∑
j=0

Xj

j!
となり, 冪単行列であることがわかる. ¤

命題 3-1-2. p 6= `のとき, ρ(PK)は有限群.

証明. GKはコンパクトなので, Kを有限次拡大Lで取り替えることにより, Imρ|GL
は副

`群 に含まれていると仮定してよい. 一方, ρ|GL
(PK ∩GL)は副 p群なので, 自明な群とな

る. [GK , GL]<∞なので, ρ(PK)は有限群である. ¤

注意 3-1-3.(1) p = `のとき,多くの場合, ρ(PK)の元は擬冪単行列 (quasi-unipotent matrix)

にはならない. 例えば, ρがエタールコホモロジーを通して代数幾何多様体から得られる

場合などは決してそうはならない. 実際, PK は有限群と Zpの直積群の形にかいたとき,

Zpの位相的生成群 γを 1つ固定し, logp ρ(γa)が意味をもつように十分大きな正整数 aを

とると,
logp ρ(γa)

logp χp(γa)
の固有値は ρの一般化されたHodge-Tate重みと一致する (中村氏の

稿 [8]を参照).

(2) 定理 3-1-1の直前でも説明したように局所体の絶対ガロア群の `進表現の惰性群への

制限は, それが幾何的性質を反映しているということから, リーマン面の基本群の表現 (モ

ノドロミー表現)の類似と思われている. 例えば, {Xz}zを開円板D := {z ∈ C| |z| < 1}
上のリーマン面の族で, z ∈ D \ {0}でのファイバーは種数 1の複素トーラスになっている

ものとする. z = 0のファイバーX0がどのような (位相幾何的)振る舞いをしているかど

うかは位相的基本群 πtop
1 (D \ {0}, z) = 〈γ0〉 ' Z の 1次ホモロジー群H1(Xz, Z) ' Z⊕2へ

の作用で決まる. ただし, γ0は点 zを基点として, 0を一周する道である. よって, z = 0の

まわりでの (整)モノドロミー表現

ρtop
z : πtop

1 (D \ {0}, z) −→ AutZ, 向き(H1(Xz, Z)) = SL2(Z).

を得る. γ0の作用の表現行列を x = 0でのまわりのモノドロミー行列という (cf. [3]の第

II部 4章). モノドロミー行列が自明ならX0は種数 1の複素トーラスであるが, そうでな

い場合, X0は退化した複素トーラス (の組み合わせ)となる.

この表現 ρtop
z はガロア表現側では次のような状況に対応している. EQpをQp上の楕円曲

線とし, EQur
p
をQur

p への基底変換とする. Qur
p の整数環をZur

p とする. その極大イデアルは有

理素数pで生成される. EQur
p
のSpecZur

p 上のNéronモデルをEとする (cf. [16]のAppendix

Cを参照). SpecZur
p は二点 {(p), (0)}からなり, それらは, p0 = SpecFp, p1 = SpecQur

p に

それぞれ対応する. E は SpecZur
p 上の代数曲線の (数論的な)族と思うことができ, Spec

Zur
p \ {p0} = {p1} 上のファイバーは楕円曲線EQur

p
である. p0でのファイバーの幾何的様

子は数論的基本群

π1(SpecZur
p \ {p0}) = π1(SpecQur

p ) = Gal(Qp/Qur
p ) = IQp
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の T`(Ep1) = T`(EQur
p

) への作用で決まる:

ρ` : IQp −→ AutQ`
(T`(EQur

p
)).

さらに, ρ` を Qur
p の適当な有限次拡大の絶対ガロア群に制限すればこの射は IQp の最大

副 `商 Z`(1)を経由し, この位相的生成元 γの適当な冪がモノドロミー行列を定めたので

あった.

位相幾何 数論幾何

D = {z ∈ C| |z| < 1} SpecZur
p

原点 0 p0 = SpecFp

πtop
1 (D \ {0}, z) ' Z 3 γ0 π1(SpecZur

p \ {p0})の最大副 `商 Z`(1) 3 γ

{Xz}z∈D ESpec Zur
p

H1(Xz, Z) ' Z⊕2 T`(Ep1) = T`(EQur
p

) ' Z⊕2
`

3.2. Weil-Deligne 表現. この節では Grothendieck のモノドロミー定理の応用として,

Weil群の表現とWeil-Deligne 表現との対応を与える. これは局所 Langlands対応の記述

に必要とされる. Langlands対応の詳細やそれに纏わる話については吉田氏の稿を参照.

また三枝氏の稿の３節にも解説がある.

`と p素数とし, K/Qp, E/Q`をそれぞれ局所体とする. FをKの剰余体とし, q := ]Fを
その位数とする. このとき, 完全列

1 −→ IK −→ GK
ι−→ GF −→ 1

を思い出す. 位相的生成元 Frobq ∈ GF ' Ẑを固定し,そのZ-span FrobZ
q = {Frobn

q | n ∈ Z}
の ιによる逆像をWK と書き, KのWeil群という:

1 −→ IK −→ WK
ι−→ FrobZ

q ' Z −→ 1.

ZはGF ' Ẑの中で稠密なので, WK はGK の稠密部分群であることがわかる.

1 ∈ Zに対応するWKの元Φをひとつ取り固定すると, Weil群WKはWK =
∐

n∈Z ΦnIK

と書ける. 惰性群 IKにはGKからの誘導位相が入っておりこれにより, (WKを IKの可算

個のコピーと思うことで)WK に位相を入れる.

有限次元Eベクトル空間 V を考え, 勝手な `進表現 ρ : GK −→ Aut(V )からWK の連

続表現を次のように対応させる.

先ず,非自明な連続準同型 t` : IK −→ Q`を考える. IKはコンパクトなので適当な c ∈ Q`

が存在して, c · t`(IK) = Z` とできる. 実際, Imt`は副 `群なので, PK をKの最大副 p部

分群とすると, p 6= `なので t`は I t := IK/PK を経由する. ここで, 同型

IK/PK '
∏

素数 r 6=p

Zr(1)

を思い出すと ([9]), t`は副 `群 Z`(1)を経由するので, t`はHomcont(Z`(1), Q`) = Q`の非

ゼロ元に対応. このことから上述のことがわかる.
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そこで, 非自明な連続準同型 t` : IK −→ Q`を固定し, c ∈ Q`で c · t`(IK) = Z`なるもの

を取っておく15. さらに, γc ∈ IK を 1 ∈ Z` = c · t`(IK)に対応する元とする.

以下この節の終わりまでは p 6= `と仮定する. すると, Grothendieck のモノドロミー定

理 (定理 3-1-1)の証明とPKの ρによる像は有限であることから (命題 3-1-2), IKの正規開

部分群 I ′をとれば ρ(I ′)は副 `群である. よって, ρ|I′ は IK/PK の副 `群を経由するので

σ ∈ I ′に対して σ = γc·t`(σ)と表される. 特に, γc·t`(γ) = γ1 = γ となる. よって,

ρ(σ) = ρ(γc·t`(σ)) = ρ(γ)c·t`(σ) = exp(t`(σ)N), N = c log(ρ(γ)).

定理 3-1より, N は巾零行列であった.

上で説明したように, WK の元はΦnσ, n ∈ Z, σ ∈ IK と一意的に書ける. そこで, ρに対

して, WK の表現 rを

r(Φnσ) := ρ(Φnσ) exp(−t`(σ)N)

で定める. σ ∈ I ′に対して,

r(σ) = ρ(σ) exp(−t`(σ)N) = ρ(σ) exp(− log ρ(γ)ct`(σ)) = ρ(σ) exp(− log ρ(σ)) = 1

なので, r(I)は有限群である. また g ∈ WK , σ ∈ IK に対して関係式,

gσg−1 = σχ`(g) mod PK

から, t`(gσg−1) = χ`(g)t`(σ). 任意の g ∈ WK に対して,

ρ(g)Nρ(g)−1 = ρ(g)(c log(ρ(γ)))ρ(g)−1 = log(ρ(gγcg−1)))

= log ρ(γct`(gγcg−1)) = log ρ(γcχ`(g)) = χ`(g)N

を得る. よって, 定義から

r(g)Nr(g)−1 = χ`(g)N, g ∈ WK

を得る. 簡単に確認できることではあるが, rはΦや t`の取り方に依らない.

定義 3-2-1.K/Qp を有限次拡大, その剰余体の位数を q とする. Ωを標数 0の代数閉体

とし, V を Ω上の有限次元ベクトル空間とする. このとき, Weil-Deligne 表現/Ωとは

K のWeil群WK のスムーズ表現 r : WK −→ AutΩ(V ) 16 と N ∈ EndΩ(V )との組で,

g = Φnσ, n ∈ Z, σ ∈ IK と表すとき

r(g)Nr(g)−1 = qnN

を満たすものとして定義する17.

15K の素元 π を固定し, π の `n 乗根の成す系 {π 1
`n }n に It を σ 7→ σ(π

1
`n )

π
1

`n
によって作用させることで,

全射連続準同型 It −→ Z`(1) ' Z` を得る. t` としてはこの準同型をとればよい.
16任意の V の元 vに対し, その固定化部分群 {σ ∈ WK | r(σ)v = v}はWK の開集合.
17三枝氏や吉田氏の稿ではフロベニウス元 は幾何的フロベニウス元 Frobgeom

q : x 7→ x
1
q を意味するので,

r(g)Nr(g)−1 = q−nN となり qの冪の符号が変わることに注意.
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定理 3-2-2. ` 6= pのとき, 次の圏の間に１対１の対応が存在:{
Weil 群WK の連続表現/Q`

ρ : WK −→ AutQ`
(V )

}
1:1←→

{
Weil-Deligne 表現/Q`

(r,N)

}
証明. 右から左への対応は σ ∈ WK に対して,

ρ(σ) = r(σ)exp(t`(σ)N)

とおけばよい. 左から右への対応は定義 3-2-1の直前で説明した構成を ρに適用すればよ

い. ¤

例 3-2-3.(1) Ωを標数 0の代数閉体とする. n ∈ Z に対して, ωn(Φ) = q−n, ωn(IK) = 1を

満たす指標 ωn : WK −→ Ω×は 1次元のWeil 群の表現を与える.

(2) Ωを標数 0の代数閉体. V = Ωnの標準基底を {ei}n−1
i=0 とする. このとき,

r(Φ)ei = ωi(Φ)ei, Nei = ei+1, i = 0, . . . , n − 2, Nen−1 = 0

を満たし, Φnσ, σ ∈ IK に対して,

r(Φnσ) = r(Φn)exp(t`(σ)N)

となる表現 rを sp(n)で表し, 特殊表現 (special representation) という.

Weil-Deligne 表現 (r,N)の像 Im(r)は惰性群 IKとフロベニウス元の持ち上げΦで決ま

る. さらに, 惰性群の像は有限なので Im rは位相によらない代数的な群であることがわか

る. 従って, 任意の体同型 ι : Q`
∼−→ Ωに対して,{

Weil-Deligne 連続表現/Q`

}
1:1←→

{
Weil-Deligne 表現/Ω

}
, V 7→ V ⊗ι Ω

が成り立つ.

注意 3-2-4.(1) WK はGK の稠密部分群なので対応{
`進表現/Q`

}
↪→

{
Weil群WK の表現/Q`

}
, ρ 7→ ρ|WK

は像への 1:1対応を与える. WKの表現 rがGKの表現に延長されることと r(Φ)のすべて

の固有値が `進単数であることは同値.

(2) WK は局所副有限群18であり, コンパクトではない. よって, WK の連続表現 rの像が

必ずしも有限になるとは限らない. しかし, 適当な指標 ωsで捻ると, r ⊗ ω−1
s の像は有限

となる. ただし, ωsは ωs(IK) = 1, ωs(Φ) = q−s, s ∈ Cを満たすWK の指標 (q−sはCの
元として考えておいて, 体同型でQ`などに写す).

(3) ` = pのときは定理 3-2-2に類似する対応は Fontaine の関手Dpstを用いて, 構成され

る (cf. [6]). ただし対応は 1:1でなくなる.

18副有限開集合を含む位相群をそう呼ぶ.
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定義 3-2-5. Weil-Deligne 表現 (r,N)に対する L関数を

L(r, s) := det(1 − q−sρ(Φ)|(KerN)IK )−1

で定義する. ここで, sは複素変数である. 例えば,

L(ωn, s) = (1 − q−(s+n))−1, L(sp(n), s) = (1 − q−(s+n−1))−1.

定義 3-2-6. (r,N)をWKのWeil-Deligne 表現とする. このとき, rのフロベニウス半単純

化 (Frobenius semisimplification) rssを次の用に定義する: r(Φ)をジョルダン分解す

ることで, r(Φ)を半単純行列 T と冪単行列U の積で表す. このとき, g = Φnσ ∈ WK , σ ∈
IK , n ∈ Zに対して,

rss(g) := T nr(σ)

と定義する. r = rssのとき, rはフロベニウス半単純であるという.

注意 3-2-7.(1) Weil-Deligne 表現 (r,N)に対して, N = 0であることと, rが潜在的に不分

岐, つまりKの有限次拡大 Lが存在して, r|WL
は不分岐であることとは同値.

(2) 与えられた `進表現に付随するWeil-Deligne 表現を求めるのは容易ではない. 例えば,

例 2-2-3の楕円曲線に付随する `進表現を考えたとき, そのWeil-Deligne 表現を理解する

ことと楕円曲線の幾何的様子を理解することは同じである. 三枝氏の稿 [7]に内容に富む

計算例が沢山あるので参照されたい.

4. ガロア表現の族

代数体Kに対して, ΣK でKの有限素点全体の成す集合を表す. `進表現 ρとその不分

岐素点 v ∈ ΣK に対して, Pv,ρ(T ) := det(1 − ρ(Frobv)T )とおく.

定義 4-1. `進表現 ρが有理的 (rational)であるとは, ΣK のある有限集合 Sが存在して,

次を満たすときを言う:

(i) ρはΣK \ Sの任意の素点で不分岐

(ii) 任意の素点 v 6∈ S (無限素点も込める)に対して, Pv,ρ(T )はQ係数多項式
さらに,

(ii)′ Pv,ρ(T )は Z係数多項式

を満たすとき, ρは整 (integral)であるという.

定義 4-2. `, `′を素数とし, ρ : GK −→ AutQ`
(V )および ρ′ : GK −→ AutQ`′

(V ′)をそれぞ

れ `進表現, `′進表現とし, ともに有理的であると仮定する.

このとき, ρ, ρ′が整合的 (compatible)であるとはある有限集合 S ⊂ ΣK が存在して,

ρ, ρ′は共に Sの外で不分岐かつ

Pv,ρ(T ) = Pv,ρ′(T ), ∀v ∈ ΣK \ S

が成り立つときを言う.
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定義 4-3. `進表現の成す系 (ρ`)`が整合系 (compatible system)であるとは任意の 2つ

の素数 `, `′に対して, ρ`, ρ`′が整合的であるときをいう.

さらに, ある有限集合 S ⊂ ΣK が存在して次の条件を満たすとき, (ρ`)` は厳整合系

(strictly compatible system) であると言う:

(i) すべての素点 v ∈ ΣK \ S ∪ {v ∈ ΣK | v|`} に対して, ρ`は vで不分岐かつPv,ρ`
(T )は有

理数係数をもつ.

(ii) 素数 `, `′に対して, Pv,ρ`
(T ) = Pv,ρ`′

(T ), ∀v ∈ ΣK \ S ∪ {v ∈ ΣK | v|``′}

(i),(ii)をみたす最小の Sのことを (ρ`)`の例外集合 (exceptional set)という.

例 4-4. (a) `進円分指標の成す系 (χ`)`は厳整合系を成し, その例外集合は空集合である.

(b) 例 2-2-3 楕円曲線のテート加群に付随するガロア表現の成す系 (ρE,`)`は厳整合系を

成す. 例外集合は Eが悪い還元を持つような素点と丁度一致する. これは、Neron-Ogg-

Shafarevich の良還元判定法からわかる (cf. [16]の定理 7.1を参照). アーベル多様体の場

合も同様である.

(c) XをQp上の非特異射影的代数多様体とする. Xに対して, ある SpecZp上のスキーム

Xが存在して, Xの生成的繊維 (generic fiber) X ×Spec Zp SpecQpがXと同型で, Xの特殊

繊維 (special fiber) X×Spec Zp SpecFpがFp上の非特異射影的代数多様体であるとき, Xは

`で良還元 (good reduction)をもつという.

今度はXはQ上の非特異射影的代数多様体とする. Xが pで良還元をもつとはXQp :=

X×Spec QSpecQpがそうなるときをいう. X/Qに対して, SpecZ上の平坦スキームX/SpecZ
でその生成的繊維がXと同型なものが存在する. さらに, SpecZの (空でない)開集合Uで

XU −→ Uは滑らかであるものが存在する (cf. [7]の系 3.26). このとき,各 0 ≤ i ≤ 2 dim X

に対して, エタールコホモロジー Vi := H i
ét(XQ, Q`)

∨を取ることで, GQが連続に作用する

有限次Q`ベクトル空間を得る. これより, ガロア表現

ρi,` : GQ −→ AutQ`
(Vi)

を, さらには, 厳整合系 (ρi,`)`を得る. この系が厳整合系であることはWeil 予想から従う

(cf. [7]). また, この系の例外集合は SpecZ \ U にはいることがわかる. これは固有平滑底

変換定理により. Vi|GQp
' H i

ét(XQp
, Q`) ' H i

ét(XFp
, Q`) が成り立つことから従う (cf. [7]

の系 3.25を参照).

注意 4-5. (a) 厳整合系を最初に考案・考察したのは谷山豊であると思われる [19]. 谷山は

Weil の意味で (A0)型のイデール類群の指標からGab
K の `進表現からなる厳整合系を付随

させ、また逆にそのような系から (A0)型のイデール類群の指標を対応させた. 一見, 本質

的にはWeil が考案していてもおかしくないのではないかと疑うのも自然ではあるが, [19]

のMath.review を幸運にもWeil が書いていてそこには「At this point the author takes

a step involving what is perhaps the most original idea of the whole paper; he considers

any system (M`) of `-adic representations of g, all of the same degree (` ranging over all
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primes) satisfying the same set of conditions.」という文章が書かれてある. Weil が辛口

であることを思い出すと, Weil も思いも寄らなかったのではないかと推測できる.

(b) 代数体の絶対ガロア群の “良い”`進表現 ρは適当な厳整合系 (ρ′
`′)`′に埋め込めると期

待されている. つまり, ρ′
` ∼ ρ. また代数体の絶対ガロア群の “良い”法 `表現は厳整合系

に埋め込める `進表現の還元になることが期待されている.

最近のガロア表現の保型性の証明では実際にこのことを証明することで, Wiles以降飛

躍的に進歩した議論を展開させている (安田正大氏, 吉田輝義氏の講演・原稿を参照).

この節の最後に整合系に埋め込むことができない有理的 `進表現の具体例を紹介する.

例 4-6. H =
(−1,−1

Q

)
= Q · 1 + Q · i + Q · j + Q · ij, i2 = j2 = −1, ij = −jiを 2と∞の

みで分岐するQ上の 4元数体とする. よく知られているようにH` := H ⊗Q Q`は ` = 2,∞
のときは斜体となり,それ以外ではM2(Q`)と同型となる. G = {±1,±i,±j,±ij}を 4元数

群 (quaternion group)とする. K = Q(
√

(2 +
√

2)(3 +
√

3))とおくとき, Gal(K/Q) ' G

がわかる. これはDedekind によって与えられた例である. このとき, ` > 2に対して

ρ` : GQ
K への制限−→ Gal(K/Q) ' G ↪→ H× ↪→ (H ⊗Q Q`)

× ' GL2(Q`)

は既約な有理的 `進表現であることがわかる (既約性は次のように確認できる. 埋め込み

Q` ↪→ C を固定し, ρ` のCへの係数拡大を考えると, これはArtin表現である. よって, 可

約ならば半単純性から像がアーベル群となり矛盾).

ここで適当に有理的 2進表現 ρ2 : GQ −→ GL2(Q2)を持ってきて, {ρ`}`を整合系にでき

るかどうか考えてみる.

そのような有理的 2進表現 ρ2が存在したと仮定すると, ρ2は ρ`(` 6= 2)と整合的でなけ

ればならない. ここで埋め込み Q2 ↪→ C, Q` ↪→ C を固定し, ρ2, ρ`の Cへの係数拡大を
ρ2,C, ρ`,Cと書く. これらの表現は像が有限なので Artin 表現である. 表現 ρ2と ρ`は整合

的なので, 命題 2-6-3から ρ2,C ∼ ρ`,Cである. また, これらの表現の像は有限群Gと同型

で係数拡大しても変わらないものなので, 特に, 群準同型

r : G ' Imρ2 ⊂ GL2(Q2)

を得る. 群準同型 rの像はM2(Q2)に入るので, rをこの中で Q2線形に拡張すれば群環

Q2[G]からM2(Q2)へのQ2線形写像 r∗を得る. さらに r∗はQ2多元環としての射である

ことが直接計算から分かる. 明らかに, r∗の像はH ⊗Q Q2と同型であり, これとM2(Q2)

とのQ2上のベクトル空間としての次元を比較すると, H ⊗Q Q2 ' M2(Q2)を得る. しか

し, H は 2で分岐するので矛盾. これは上記 ρ`, ` > 2はどうやっても整合系には埋め込

めないことを示している. このような現象はArtin 表現に特有のものと思われる (注意 4-5

の (b)を参照).

問 4-7. ([14]の I-12の問 3) 例 4-6を参考にして, 与えられた有理的 `進表現 ρ`に対して,

ρ`と整合的な有理的 `′進表現 ρ`′(`
′ 6= `)が存在するかどうか考えよ (∞と `′で分岐する四

元数体を用いる. [12]の定理 5.1にそのような四元数体の例が書いてある).
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5. 付録

この付録では命題 2-2-7と命題 2-4-2の証明を与える. 証明はブルバキの８章の命題

3(p.136)に沿って行う. そのためにいくつかの準備を行う.

Aを単位元をもつ可換環とし, A加群M に対して, End(M)をM の加法群としての

自己準同型全体のなす環, EndA(M)をM の A-自己準同型全体のなす環とする. また,

BM = {f ∈ End(M)| fg = gf, ∀g ∈ EndA(M)}とおく19. Aの元をM のA-自己準同型と

みることで, A −→ BM を得る. この像をAM と書き, この対応による, a ∈ Aの像を aM

と書く.

命題 5-1. Aを単位元をもつ可換環とし, Fi, i ∈ IをA加群の族とし, 各メンバーは互いに

同型であるとする (Fi ' Fj, i, j ∈ I). M =
⊕

i Fiとおき, iをひとつ固定し, F = Fiとお

く. このとき, 対応

BM −→ BF , b 7→ b|F

は全射.

証明. 実は単射であることもわかるが必要ないので省略する. まず,上の対応はwell-defined

であることを示す. F はM の直和因子なので, F への射影子 p : M −→ M をとると, 明ら

かに, pはA-自己準同型. よって, b ∈ BM に対して, 定義より, bp = pbだから,

b|F (F ) = bp(M) = pb(M) ⊂ p(M) = F

なので, b|F ∈ End(F ). f ∈ EndA(F )を取り,g : M −→ M を g|F = f , それ以外では 0 と

定めると, x ∈ F に対して, bF f(x) = bg(x) = gb(x) = fbF (x). よって, b|F ∈ BF .

仮定より, 各 j ∈ I に対して, 同型射 fj : F
∼−→ Fj ⊂ M が存在する. b′ ∈ BF をとる

と, bj = fjb
′f−1

j はBFj
の元. 実際, g′ ∈ EndA(Fj)は g′ = figf−1

j , g ∈ EndA(F ) とかける

ので,

bjg
′ = (fjb

′f−1
j )(figf−1

j ) = fjb
′gf−1

j = fjgb′f−1
j = fjgf−1

j fib
′f−1

j = g′bj

だからよい.

ここで, b ∈ End(M)を b(x) = bj(x), x ∈ Fjと定めると,このような bは一意的にきまる.

ここで, b ∈ BMが成り立つことを確認する. c ∈ EndA(M)をとり, 単位元 1M ∈ EndA(M)

を Fjへの射影子 pjを用いて, 1M =
∑

j

pjと分解しておく.

このとき, x ∈ Fkに対して, xk = fk(y)なる yk ∈ F をとっておくと,

cb(x) = cbk(x) = cbkfk(y) = cfkb
′(y)

および, 分解 b = b · 1M =
∑

j

bjpjを用いて,

bc(x) =
∑

j

bjpjcfk(y) =
∑

j

fjb
′f−1

j pjcfk(y)

19BM はM の再交換団と呼ばれる.
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を得る. ここで, f−1
j pjcfkは EndA(F )なので, b′と交換可能. よって,

bc(x) =
∑

j

pjcfkb
′(y) = cfkb

′(y) = cb(x).

線形性より, すべての x ∈ M に対して, この等式が成り立つので, b ∈ BM である. ¤

定理 5-2. Aを単位元をもつ可換環, M を半単純A加群とし, b ∈ BM をとる. このとき,

M の任意の有限列 x1, . . . , xnに対して, axi = b(xi), i = 1, . . . , nを満たす a ∈ Aが存在

する.

証明. 各 iに対して, M からM の n個の直和Mnの第 i成分への上への同型を fi : M −→
Mn とおき, その像をMiとおく. 各 b ∈ BM に対して, bi := fibf

−1
i ∈ BMi

が成立する. こ

のとき, b′ ∈ End(Mn)を b′(x) = bi(x), x ∈ Miと定めると, 命題 5-1より, b′ ∈ BMnであっ

て, そのMiへの制限が biと一致するものが存在し, , b′fi = fibがすべての iについて成立.

Mは半単純A加群なのでMnもそう. よって, x := (xi)i =
∑

i

fixi ∈ Mnに対して, Ax

はMnの直和因子. 命題 5-1の証明の 1から 5行目をみると, AxはBMn 加群であること

がわかる. よって, b′(Ax) ⊂ Axなので, a ∈ Aであって, ax = b′(x)が成り立つものが存

在するから,

(axi)i = ax = b′(x) =
∑

i

b′fixi =
∑

i

fibxi = (bxi)i

が成り立つ. よって, axi = bxi, i = 1, . . . , n. ¤

系 5-3. M を半単純A加群とし, 左 EndA(M) 加群として, M は有限生成であると仮定す

る. このとき, BM = AM が成り立つ.

証明. b ∈ BM をとる. 左EndA(M)加群としてのM の生成系を x1, . . . , xnとすると, 定理

5-2から, ある aM ∈ AM が存在して, aMxi = b(xi), i = 1, . . . , nを満たす. ここで, すべ

ての元 x ∈ M は x =
∑n

i=1 gi(xi), gi ∈ EndA(M)とかけるので, aM , b ∈ BM であること

から,

aM(x) = aM

n∑
i=1

gi(xi) =
n∑

i=1

giaM(xi) =
n∑

i=1

gib(xi) = b
n∑

i=1

gi(xi) = b(x).

よって, BM ⊂ AM なので結論を得る. ¤

系 5-4. M1, . . . ,Mnを単純A加群とし, 互いに同型ではないと仮定する. M =
⊕

i Miと

おき, 各Miは左 EndA(Mi)加群として有限生成であると仮定. このとき, Aの n個の元

a1, . . . , anに対して, ある a ∈ Aが存在して,

aM |Mi
= (ai)Mi

が成立する20.

20記号が紛らわしいが, (ai)Mi は A −→ EndA(Mi)による ai ∈ Aの像である.
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証明. 半単純加群M と ((ai)Mi
)i ∈ EndA(Mn) に系 5-3を適用すればよい. ¤

以上で準備が整ったので命題 2-2-7と命題 2-4-2を証明する.

命題 2-2-7の証明. 記号を復習すると, Aは体 k上の代数で, M,M ′は k上有限次な A

単純加群であり, kが正標数であるならば, char(k)> max{dimk(M), dimk(M
′)}という仮

定を設けていた. このとき, trM(a) = trM ′(a), ∀a ∈ Aのとき, M とM ′が同型であること

を示す.

Sで半単純A加群の同型類の成す圏とする (Sは半単純圏となる). Sの対象 λに対し

て, M の半単純A因子で λに属する (λはある半単純加群の同型類)ものをMλ と書き, そ

の重複度を nλ ∈ Z≥0で表す. M ′に関しても同様に, M ′
λ, n′

λを定義する.

このとき, Sの対象からなる有限集合Hが存在して,

M =
⊕
λ∈H

nλMλ, M ′ =
⊕
λ∈H

n′
λM

′
λ

と表せる.

M(resp. M ′)は A上有限生成でもあるので, 左 EndA(M)加群 (resp. 左 EndA(M ′)加

群)としても有限生成.

各 λ ∈ Hに対して, その代表系である単純A加群をNλを一つとり固定しておく. もし,

nλ 6= 0かつ n′
λ 6= 0ならば,

Mλ ' Nλ ' M ′
λ

であり,

trMλ
(a) = trNλ

(a) = trM ′
λ
(a), a ∈ A

が成り立つことを注意しておく.

このとき, 1 ∈ Aと
⊕
λ∈H

Nλに対して, 系 5-4を適用することで, c ∈ Aで cNλ
= 1かつ

cNµ = 0, µ 6= λ を満たすものがとれる. 仮定より, trM(c) = trM ′(c) が成立するので, こ

れは

(nλ − n′
λ)trNλ

(1) = 0

を導く. ここで, Nλは 0でないと仮定してよいので, もし, kの標数が 0ならば, trNλ
(1) =

dimk(Mλ) = dimk(M
′
λ)は k×の元である. よって, nλ = n′

λ. もし, kの標数 pが正なら

ば, 仮定より, それは p > d := max{dimk(M), dimk(M
′)}を満たしているので, 同様に

trNλ
(1) ∈ k×. よって,

nλ − n′
λ ≡ 0 mod p

が成り立つ. 一方, 0 ≤ |nλ − n′
λ| ≤ dなので, nλ − n′

λ = 0を得る.

命題 2-4-2の証明. 記号は上のものと同じであるとする. すると, 上記証明からM,M ′

はそれぞれ

M = L1 ⊕ M⊕p
1 , M = L′

1 ⊕ M ′
1
⊕p

の形をしていることがわかる. ただし, L1, L
′
1,M1,M

′
1は半単純 A加群で, A加群として

L1 ' L′
1である. 各 a ∈ AのM⊕p

1 , M ′
1
⊕pへの作用の固有多項式はそれぞれ,

F (a, T )p, F ′
1(a, T )p ∈ k[T ]
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の形をしており, 仮定から F (a, T )p = F ′
1(a, T )pである. kの標数は pだから, これより,

F (a, T ) = F ′
1(a, T )を得る. もしM1 6= 0ならば, F (a, T ) = F ′

1(a, T ), a ∈ A, dimk(M1) =

dimk(M
′
1)という仮定が成立することから同じことを何度も繰り返すことができて, M,M ′

は

M = Lr ⊕ M⊕pr

r , M ′ = L′
r ⊕ M ′

r
⊕pr

, Lr ' L′
r

という形になることがわかる. しかし, M,M ′は k上有限次元なのでこの操作はどこかで

止まり, ある rに対して, Mr = 0,M ′
r = 0となる. よって, 結論を得る.
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