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本論に入る前に, サマースクールのテーマとの結びつきに触れたい.
Gを局所コンパクトな位相群, Mを局所コンパクトな位相アーベル群とする. 連続写
像の集合Map(M,M)にはコンパクト開位相 (open compact topology) が入る. さら
にM は可換環R上の有限生成加群であるとして, M のR-線形な自己準同型写像は
連続写像であるとする. AutR(M) ⊂ EndR(M) ⊂ Map(M,M)には制限位相を入れ
る. このとき,

定義 0.1. 有限生成R-加群M に対してGが作用しているとする. このとき, 与えら
れたGの作用が連続であるとは対応する

ρ : G −→ AutR(M)

が連続であることをいう.

実際, ガロア表現で考える場合にはたいてい次のような状況を考える.

(1) Gは可換体K（特にKは代数体, または局所体）の絶対ガロア群GK , または
GK の位相群としての部分商.

(2) Rとしては次のようなものを考える.
(a) Z/lZやその持ち上げ環 Z/lrZ, あるいはより一般に有限体 Fln やその持
ち上げ環Wr(Fln). (Rの位相は離散位相を考える)

(b) ZlやQl. (Rの位相は l進位相を考える)
(c) べき級数環Zl[[X1, · · · , Xm]]やZl[[X1, · · · , Xm]]上有限な環1. (Rの位相
は極大イデアルのベキ乗を開集合とする位相で最も弱いものを考える)

1これらは肥田理論やガロア表現の変形などで現れる.
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(d) 離散位相をいれた標数 0の体2.
(3) MはたいていR上の有限生成自由加群であるが, 必ずしも自由でないR-加群
を扱うこともあり得る 3. M には上で述べたようなRの位相から引き起こさ
れる位相を入れる.

これら各々のM やRに応じて, 本報告集の記事 [Ya]ではそれぞれの様子を入門的に
紹介する. 同じく, 記事 [C]で基本的なことのいくらかが説明されている. 本報告集
の他の記事では, [Ya], [C]を基にしてさらにガロア表現のテーマにおける様々なヴァ
リエーションが展開され, ときにFermat予想, Artin予想, 佐藤-Tate予想などへの応
用にまで繋がっていくことが論じられる. そういった先の話を意識に置きながらも,
本記事では表現を考える群G(上で述べたように数論的な体Kの絶対ガロア群GKを
考える) 自身にはどのような構造があるのかを説明して後の記事への準備 (特に直後
の [Ya]への準備) としたい.

1. 副有限群 (profinite group)とガロア理論

1.1. 副有限群の定義と特徴づけ. 前節で現れたGとしては実際は適当な体の絶対ガ
ロア群の部分商を考えることになる. そのような群たちは全て副有限というクラスの
群になるので, 本論に入る前に副有限について基本的なことをまとめておきたい.

定義 1.1. 位相群Gが副有限群であるとは, 有向順序集合Λで添え字づけられた有限
群の集合 {Gλ}λ∈Λ が存在して, G ∼= lim←−

λ∈Λ
Gλ となることをいう. (但し, Gλは離散位

相をもち逆極限には自然に誘導される位相を入れる)

副有限の特徴づけとして次がなりたつ:

定理 1.2. Gを位相群とするとき次の３条件は同値である.

(1) Gは副有限群である.
(2) Gの位相はコンパクト, ハウスドルフであって, Gの正規開部分群たちがGの
単位元のまわりの基本開近傍系を与える.

(3) Gの位相はコンパクト, ハウスドルフかつ全不連結である.

注意 1.3. 例えば無限離散群や実リー群などには副有限群の構造は入らない

上の定理の証明はしないが, 例えば [Sha, Chap. 1, §1, Theorem 2], [NSW, Prop.
1.1.3]などを参照されたい. 定義から全ての有限群は副有限群である. また, 副有限
群についてはある程度有限群と似たような理論的な取り扱いができる.
先に進む前に, 一般的に通常の群が与えられるとその群を “完備化”することで副

有限群が与えられることにも注意しておきたい.

定義 1.4. Γを群とする.

2このような表現はアルチン表現とよばれる.
3肥田理論などで構成されるガロア表現ではM が自由になるかわからない場合がある.
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(1) 群 Γに対して
Γ̂ := lim←−Γ/H

(Hは Γの指数有限の正規部分群全てをわたる)
のことを Γの副有限完備化とよぶことにする.

(2) 群 Γに対して
Γ̂sol := lim←−Γ/H

(Hは Γの指数有限の正規部分群で Γ/Hが可解なもの全てをわたる)
のことを Γの副有限可解完備化とよぶことにする.

(3) 群 Γに対して
Γ̂(p) := lim←−Γ/H

(HはΓの指数有限の正規部分群でΓ/Hの指数が pベキなもの全てをわたる)
のことを Γの副有限 p完備化とよぶことにする.

自然に全射たち
Γ̂ � Γ̂sol � Γ̂(p)

があることに注意したい.

1.2. Krull位相とガロア理論. 有限次拡大のガロア理論はここでは復習せずある程
度みとめてすすみたい. 無限次拡大のガロア理論について以下ごく簡単に主要な事柄
を思い出しておきたい. (ここではあまり立ち入らないガロア理論の詳細については
[Fu], [N]などを参照されたい)

定義 1.5 (有限次とは限らないガロア拡大). (1) 勝手な代数拡大L/Kがガロア拡
大であるとは, 正規かつ分離であること (つまり少なくとも 1つはLに根をも
つ任意の既約多項式 f ∈ K[X]が必ず degf 個の異なる根をLにもつこと)を
いう.

(2) L/Kがガロア拡大のとき, Lの上の自己同型全体のなす群をL/Kのガロア群
とよびGal(L/K)と記す.

実は,上で定義されたガロア拡大Lは有限次ガロア拡大たちの合成体に他ならない.

定理 1.6. Kを体とするとき, Kの拡大体 Lで次をみたすものが存在する.

(1) LはKの分離代数拡大である.
(2) M/Kを有限次分離拡大とするとき, K上の埋め込みM ↪→ Lが存在する.

注意 1.7. (1) L,L′がともに上記の 2つの条件をみたすときLからL′への同型が
存在することがわかる. つまりこれを分離閉包とよびKsepと記される.

(2) Kが完全体とするとき, 分離閉包Ksepは代数閉包Kに他ならない.

Kの分離閉包Ksepはそれ自身Kのガロア拡大であり, Kのガロア拡大たちの親玉
である. Gal(Ksep/K)のことをKの絶対ガロア群とよび, GK と記す. たいていの場
合GKは無限群であり4, Kが数論的な体の時にGKの構造を §§2–4で述べる. 無限次
拡大のガロア理論においては, 位相を入れて考えることで有限次拡大のときのガロア

4例えば, K の標数が正であるときはK ( Ksep ←→ ♯Gal(Ksep/K) =∞である.
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理論の一般化が成り立つことを以下で説明する. 以下の補題 1.8, 補題 1.10, 定理 1.12
らの証明は全て省略するがいずれも [Fu]の付録などを参照のこと.

補題 1.8. L/K を（必ずしも有限次とは限らない）ガロア拡大とする. Gal(L/K)
には

{Gal(L/M) ⊂ Gal(L/K)|M はKの有限次拡大 }
を単位元の基本開近傍系とするような位相群の構造がGal(L/K)に一意に定まる.

定義 1.9. 上の補題で定まるGal(L/K)の位相をKrull位相と呼ぶ.

補題 1.10. L/K を（必ずしも有限次とは限らない）ガロア拡大とする. Gal(L/K)
はKrull位相に関してコンパクト, ハウスドルフかつ全不連結である.

注意 1.11. 実は, Gal(L/K)は位相群として lim←−Gal(M/K) (Mはに含まれるK上有
限次ガロア拡大すべてをわたる)と同型である. よってガロア群は常に副有限である.
無限離散群や実リー群などはガロア群とはなりえないこともわかる.

定理 1.12 (ガロア理論の基本定理). L/Kを必ずしも有限次とは限らないガロア拡大
とする.

(1) 次のような一対一対応がある:

{Gal(L/K)の閉部分群Hたち } Φ←→ {L/Kの中間体M たち }

H
Ψ−→M = LH

H = Gal(L/M)←−M.

この対応において, Ψ ◦ Φ, Φ ◦Ψ はともに恒等写像となる.
(2) 上の対応を特別な場合へと制限することで次の対応も成立する :

(a) {Gal(L/K)の正規閉部分群Hたち } ←→ {L/KのK上ガロアな中間体M たち }
(b) {Gal(L/K)の開部分群Hたち } ←→ {L/KのK上有限次な中間体M たち }

次の節以降で基本的な体の場合にどういった構造を持つかをより詳しくみていく.

2. 有限体のガロア群の構造について

最も素朴な対象は有限体である. 以下のことは証明しない.

事実
(1) Kを有限体とするとき, Kの標数はある素数 p > 0であり, Kの位数 qは pの
ベキとなる.

(2) 逆に qを素数 pのベキとする. 位数が丁度 qである有限体 Fqが必ず存在して,
またそのようなものは同型を除いて一意である. これを Fqと記す.

(3) K = Fqとする. 各自然数 nごとにKの n次拡大が (同型を除いて)ただひと
つ存在して Fqnと同型である.
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(4) Fqn/Fqはガロア拡大であり, そのガロア群は

Gal(Fqn/Fq)
∼−→ Z/nZ, Frobq 7→ 1

なる同型をもつ. Fqn/Fq上のフロベニウス Frobq とは Fqn −→ Fqn , x 7→ xq

で与えられる体の自己同型のことをいう.
(5) 絶対ガロア群GFq = Gal(Fq/Fq)は

lim←−Gal(Fqn/Fq)
∼−→ Ẑ = lim←−Z/nZ ∼=

∏
l:素数

Zl, Frobq 7→ 1

なる同型をもつ.
(6) 各自然数 nごとに

Fqn = Fq(ζqn−1)

が成り立つ. (但し, ζqn−1は (代数閉包 Fq における)1の原始 qn − 1乗根.)
また,

Fq = ∪
p-m

Fq(ζm)

が成り立つ. (但し, ζmは (代数閉包 Fq における)1の原始m乗根)

3. 局所体のガロア群の構造について

定義 3.1. Kが (普通の意味での)局所体とはKが完備離散付値体で剰余体 kが有限
であるものをいう.

R ⊂ Kを付値環, ϖ ∈ Rを素元とする. 剰余体 k := R/ϖRは有限体なので kの標
数はある素数 pである. このとき, ２通りの場合が考えられる. (以下のように分類さ
れることの証明は例えば [AM, 定理 2.5.1]などを参照のこと.)

(1) Kの標数が 0のとき.
Kは自然にQpの有限次拡大となることがわかる. （このようなKは混標数
(0, p)の局所体とよばれる）

(2) Kの標数が 0でないとき.
K の標数は剰余体 kの標数 pと一致し, R = k[[ϖ]]かつK = k((ϖ))となる
こともわかる. (このようなKは等標数の局所体とよばれる)

注意 3.2. (1) 実際には, 局所体に関するかなりの理論が混標数と等標数とに対し
て同様に成り立ち, 統一して記述できることが多い（この２つが唯一の非自
明な局所コンパクト位相体である）

(2) 一方で場合によっては混標数の方が複雑なこともありより面白いこともある.
また, 混標数の局所体は代数体の各素点における完備化として現れることか
らもより重要度が高い.

(3) また, Fontaine-Wintenbergerによる「ノルム体の理論」があり, 標数 0の局
所体Kの絶対ガロア群のある大きな閉部分群H ⊂ GK に対して, ある等標数
pの局所体K ′が存在して

H ∼= GK′
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となる驚くべき結果もあり, 混標数の局所体の問題が等標数の局所体の問題
に帰着されることによる応用もある5.

GK のアーベル化については完全にわかっている. KabをK の最大アーベル拡大と
するとき (GK)

ab = Gal(Kab/K) に対して次のことが成立する.

定理 3.3 (局所類体論). Kを局所体とするとき, 写像（相互写像）

recK : K× ↪→ (GK)
ab

があり, recKの像は (GK)
abの中で稠密でK×の指数有限部分群たちとGab

K の開部分
群は一対一に対応する. また, 勝手な有限次アーベル拡大L/Kに対して recKは同型

K×/NormL/K(L
×)

∼−→ Gal(L/K)

をひきおこす.

実は, (今回は深くは立ち入らないが)おおまかに以下の２つのことがらがこの周辺
のものごとの理解のために非常に大切である:

(1) 上述のアーベル拡大に対する類体論と類体論の証明の過程で現れるブラウアー
群やコホモロジーなどに関すること

(2) 完備離散付値体Kの分岐理論や分岐群に関すること
こういった道具立てを用いることで次のことがわかる.

定理 3.4. Kを混標数 (0, p)の局所体とする. Kの絶対ガロア群GKは位相的に有限
生成な可解群である. より詳しく, 以下が成り立つ.

(1) K ⊂ Kunr ⊂ Ktame ⊂ K となるK/Kの中間ガロア拡大体Kunr (最大不分岐
拡大とよばれる ), Ktame (最大順分岐拡大とよばれる )があり, 対応するガロ
ア群の列:

{1} ⊂ GKtame ⊂ GKunr ⊂ GK

の各部分商は以下の様になる.
(a) GK/GKunr = Gal(Kunr/K)は剰余体の絶対ガロア群Gal(Fq/k) と同型で
ある.

(b) GKunr/GKtame = Gal(Ktame/Kunr)は
∏
l ̸=p

Zlと同型である.

(c) GKtameは可算階数の自由群 FNの p進完備化 F̂
(p)
N と同型である.

(2) 部分商のみでない拡大に関する情報については以下が成り立つ.
(a) Gal(Ktame/K)は群の拡大 :
{1} → Gal(Ktame/Kunr)→ Gal(Ktame/K)→ Gal(Kunr/K)→ {1}
をもち, Gal(Kunr/K) の q 乗写像からくる位相的生成元 Frobq の g ∈
Gal(Ktame/Kunr) への共役作用Frobq ·gは gq ∈ Gal(Ktame/Kunr) で与え

5「ノルム体の理論」そのものについては例えば [W]などを参照のこと. 応用としては, p進ホッジ
理論の近年の発展で大事な役割を演じる Φ-Γ理論などがノルム体の理論を元にして構成されている.
(p進ホッジ理論のもっとも基礎的な事柄については本報告集の記事 [Na] を参照のこと) それ以外にも
explicit reciprocity law の研究においても混標数の explicit reciprocity law の研究を等標数の explicit
reciprocity law の結果に帰着するなど個別の問題に応用されることがある.
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られる. あるいは,同じことであるが,生成元と関係式の表示 ⟨σ, τ |στσ−1 =

τ q⟩ で与えられる群を Γとするとき, σを Frobq に送るような同型 Γ̂ ∼=
Gal(Ktame/K) が存在する. 6

(b) 群の拡大 :
{1} → GKtame → GK → Gal(Ktame/K)→ {1}
は分裂する. つまりH ∩ GKtame = {1} かつGK = HGKtame なる部分群
H ⊂ GK が存在する. 共役作用によるH加群として

(GKtame)ab ∼= Zp ⊕ (Cont(H,Qp/Zp)
PD)[K:Qp]

なる同型がある. 但し, ( )PDは Pontrjagin双対をあらわす.

注意 3.5. しばしば, GKunrのことをKの惰性群と呼び IKで記す. また, GKtameのこ
とをKの分岐群と呼び PK で記す.

証明のスケッチ.
p進体の絶対ガロア群については, 注意 3.7のように, 位相的に有限生成であるのみな
らず群としての表示までも知られている. 注意 3.7 の文献を参照してもらうことによ
り, 位相的に有限生成であることは省きたい. GK の部分商の記述からみていくこと
にする.
まず,

Kunr: K上の不分岐な拡大すべての合成体

Ktame: K上で分岐指数が pと素な拡大すべての合成体

とする. 定義よりK ⊂ Kunr ⊂ Ktame ⊂ K が成り立つ.
まず最初の記述 1を示していきたい.
(a)の証明には, 一般に正標数の完全体 k0に対してWitt環と呼ばれる環W (k0) が

構成され, 次の性質をもつ7:

(1) W (k0)は標数 0の環で pを素元とする完備離散付値環となる.
(2) 剰余体W (k0)/(p)は k0と同型.

今, 次の補題が成り立つ. (証明については [Ser] Chap. II §5 Theorem 4 を参照の
こと)

補題 3.6. Kを混標数 (0, p)の完備離散付値体で剰余体が完全体 k0であるとする.

(1) このとき下の図式を可換にするような標準的な環の単射W (k0) ↪→ OK が存
在する :

W (k0) //

%% %%KKKKKKKKKK
OK

����
k0.

6τ は証明中にあらわれるようなKunr 上の Kummer拡大のガロア群の生成元となる.
7Witt環については例えば [Ser, Chap. II, §6] などを参照のこと
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(2) 更に, K0をW (k0)の分数体とすると拡大K/K0 は完全分岐拡大である. (K0

をK の最大不分岐部分体とよぶことにする.) K の素元ϖのK0上の最小多
項式はEisenstein多項式となりその次数 dは [K : K0]に等しい. 逆にK0上の
d次 Eisenstein多項式の根 αをK0に付けくわえた体K(α)はK0の d次完全
分岐拡大で αはKの素元となる.

あるOKの素元ϖがあってOK = W (k)[ϖ] となることもわかる. 今, LはKの不
分岐拡大であるから, K の素元ϖは L の素元でもある. 補題 3.6の (2)を用いると
[L : L0] = [K : K0]である. よって, [L : K] = [L0 : K0]である. Lの剰余体を k′とす
ると, 補題 3.6の (1)よりOL0はW (k′)を含んでかつ以下の等号が成り立つ.

(1) [L : K] = [L0 : K0] = rankOK0
OL0 = rankW (k)W (k′) = dimkk

′

今, Gal(L/K)は自然にOLに作用するので

Gal(L/K)
∼→ AutOK

OL � Gal(k′/k)

がある. ２番目の写像の全射性は全射OL � k′によって α ∈ k′をある α ∈ OLに持
ち上げてOL上での αの Lにおける最小多項式やガロア作用を考えることから勝手
な有限次拡大 L/Kに対して成り立つことがわかる. 上の数式 (1)で等号が成り立つ
ことよりL/Kはガロア拡大でGal(L/K) ∼= Gal(k′/k) となることが結論づけられる.
不分岐拡大 L/K たちに関する極限をとることでGal(Kunr/K) = Gal(Fq/k)が得ら
れる.
次に定理 3.4の (1)の (b)の証明を論じたい. p - eとするとき, Kunr上の分岐指数

eの拡大M を考える. M の素元ϖ′をとると, Kunr[(ϖ′)e] は不分岐拡大であるから,
(ϖ′)e ∈ Kunr となる. Kunrは 1の原始 e乗根を含むのでKummer理論よりM/Kunr

はガロア拡大でそのガロア群は µeと同型であることがわかる. lim←−
p-e

µe
∼=

∏
l ̸=p

Zl より定

理 3.4の (1)の証明がしたがう.
定理 3.4の (1)の (c)の記述であるKtame上のガロア群GKtameの構造については類

体論やガロアコホモロジーといった少し深い理論を用いることによって調べられる.
岩澤による研究 (cf. [Iw53], [Iw55])によって次のようなことが示されている:

勝手にとった可換体 K̃に対して次の (a)-(c)が成り立っているとする.

(a) K̃は 1の原始 p乗根 ζpを含む.
(b) GK̃ の 2次ガロアコホモロジーが消える.

(c) K̃×/(K̃×)pが “十分大きい” 8

このとき, K̃の上の最大 pro-p拡大のガロア群は可算階数の自由群 FNの副有限 p完
備化 F̂

(p)
N と同型である.

一方で, 混標数 (0, p)の局所体に ζpを付け加える拡大は順分岐拡大であるから K̃ =
Ktameのときには ζp ∈ Ktameである. よって条件 (a)は満たされる. Ktameは先の (1)

8“十分大きい”の意味については論文 [Iw55]を参照のこと.
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の (b)によってわかっており, Ktame×/(Ktame×)p が “十分大きい”こともただちにわ
かり条件 (c)も満たされる. 条件 (b)に現れるような K̃の 2次のコホモロジーはおお
よそ K̃のブラウアー群と関係がある. 今考えているような拡大Ktame上ではブラウ
アー群は自明であり 2次以上のコホモロジーが消えることが知られているので条件
(b)も確かめられる. かくして, Ktameは岩澤によって与えられた群論的な条件を満た
し, 記述 (1)の (c) がしたがう.
定理 3.4の (2)の (a)については, まずKtameに含まれるKunr の有限次拡大は必

ず Kunr( e
√
ϖ) なる巡回拡大となる. τ ∈ Gal(Kunr( e

√
ϖ)/Kunr)を生成元とすると,

τ( e
√
ϖ) = ζ e

√
ϖ となる (ζ は 1の原始 e乗根). 一方で, Frobq ∈ Gal(Kunr/K)の

g ∈ Gal(Ktame/Kunr) への作用 Frobq · gは, 勝手な持ち上げ F̃robq ∈ Gal(Ktame/K)
を用いて

Frobq · g := F̃robqgF̃rob
−1

q

で定義される. (ζ)F̃robq = ζq であることから

(F̃robqgF̃rob
−1

q )( e
√
ϖ) = (F̃robqg)(F̃rob

−1

q ( e
√
ϖ))

= F̃robq(ζ · (F̃rob
−1

q ( e
√
ϖ))) = ζq · e

√
ϖ = gq( e

√
ϖ)

となり, (2)の (a)がしたがう.
定理 3.4の (2)の (b)については局所類体論を用いる. 詳しい議論については [Iw55]

のTheorem 3とその証明を参照のこと. �
注意 3.7. 定理 3.4の (2)の (b)の記述やその証明の議論をより掘り下げた Jannsen-
Wingbergの仕事 [JW82]によって p ̸= 2のときは混標数 (0, p)の局所体の絶対ガロア
群の生成元と関係式も完全にわかっている. このあたりの最も詳しい様子については
教科書 [NSW]の７章を参照のこと.

ここから先は証明をしないが, さらに次のことがわかる.

定理 3.8. Kを混標数 (0, p)の局所体とし, d = [K : Qp] とする.

(1) 素数 l ̸= pに対してGK の最大 pro-l商をGK(l)とすると,

GK(l) ∼=

{
Zl ζl ̸∈ Kのとき
Γ̂(l) ζl ∈ Kのとき

が成り立つ. 但し, Γは定理 3.4において現れた群である. また, 前者のもの
は不分岐であることに注意したい.

(2) GK の最大 pro-p商をGK(p)とすると

GK(p) ∼=

{
F̂

(p)
d+1 ζp ̸∈ Kのとき

F̂
(p)
d+2/(ある 1つの関係式) ζp ∈ Kのとき

が成り立つ. 但し, Fd+1は d+1文字の自由群とする. 後者のものはDemuskin
群というタイプの群である.
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(3) L/Kをガロア群がp-進リー群になるような完全分岐拡大とする. G = Gal(L/K)
には 2通りのフィルトレーションが入る. 片方は p進リー群としての (Lazard
などによって記述されている) p-進フィルトレーションである. もう一方は,
[Ser]などに説明されている上付き分岐群によるフィルトレーションである.
Senによって２つの異なるフィルトレーションは同値であることが示されて
いる.

上記定理の最初の二つの記述 (1),(2)は [NSW, Theorem 7.5.8]を参照のこと. 最後
の記述 (3)は Senの論文 [Sen]を参照のこと.

4. 代数体のガロア群と分解群について

Kを代数体とする. 例えば以下のような状況によって, GKの構造は有限体や局所
体に比べて遥かに複雑である.

(1) 例えば以下のような (未解決の) 予想からもGKは非常に複雑かつ豊富な構造
をもつと考えられる.

予想 4.1 (ガロアの逆問題). Gを勝手な有限群とするとき, GはGK の商と
なる.

(2) GK は位相的に有限生成ではない.

補題 4.2. 今, 各素数 pに対して次の一対一対応がある.

{Kの素イデアル pで p|(p)なるもの } ⇐⇒ {KのQpへの埋め込み }

証明のスケッチ. 簡単に補題の対応について補足しておきたい.
=⇒の説明
p|(p)なる素イデアル pが与えられたとするときKpを p-進位相での完備化とする. Kp

は p-進体よりQpの部分体と同一視される. よってK ↪→ Kp ↪→ Qpが引き起こされ
る.
⇐=の説明K ↪→ QpがあったときQp上の p進付値をKに制限する. 以下, 各素点 p

を固定する. このとき, ιp : K ↪→ Qp = Kp を決めるごとに

ι∗p : GKp −→ GK

が引き起こされ, GKpは pでの分解群と同一視される. 実際, g ∈ Gal(Kp/Kp) は部分
体K = Qの自己同型を引き起こす. K ⊂ Kpより, g ∈ Aut(K)はK上に自明な自己
同型を引き起こす. よって, gはGal(K/K)の元を定める. �

LをKのガロア拡大で pの上の素点で不分岐なものとする. このとき,

GKp −→ GK � Gal(L/K)

は
GKp � Gal(Kur

p /Kp)→ Gal(L/K)

と経由する. よって, 引き起こされる写像Gal(Kur
p /Kp) → Gal(L/K)を再度 ι∗p と記

すことにすると Frobq ∈ Gal(Kur
p /Kp) の像として ι∗p(Frobq) ∈ Gal(L/K)が定まる.

10



これをGal(L/K)の pフロベニウス元とよび Frobpで記す.

まとめ
(1) pがL/Kにおいて不分岐であるとすると, フロベニウス元Frobp ∈ Gal(L/K)
が定まる.

(2) ιpを取り換えるとFrobp ∈ Gal(L/K)も変わる. その意味で, Frobp ∈ Gal(L/K)
は ιpに依存しているが,新しいFrobp は以前のものとGal(L/K)の内部自己同
型でうつりあう. Frobp ∈ Gal(L/K)の共役類は ιpに依存せずにwell-defined
である.

注意 4.3. (1) まとめの２番目の記述より, 特にL/Kがアーベル拡大のときは (共
役類でなく)フロベニウス元 Frobp ∈ Gal(L/K)自身がwell-definedである.

(2) 実は, Chebotarevの密度定理によって Frobp ∈ Gal(L/K)の共役元たちで生
成される部分群 (但し, pも L/K で不分岐な全ての素イデアルをわたる)は
Gal(L/K)の中で稠密である. Chebotarevの密度定理のより正確な記述とそ
のガロア表現への応用は [C] で説明される.

局所体の場合と同様にKのアーベル拡大のガロア群はわかりやすい群によって制
御される (大域類体論). それを説明するために, イデール群A×

K を

A×
K =

∏′

v: K の素点

K×
v

で定める. ここで,記号
∏′で表される積は制限直積というものであり,各元 (xv)v ∈ A×

K

は有限個の素点 vを除いて xv ∈ O×
Kv
となることを意味する. イデール群A×

K は∏
v: K の無限素点

K×
v

∏
v: K の有限素点

O×
Kv
⊂ A×

K

に積位相を入れるような自然な位相によって局所コンパクトなアーベル群となって
いる. 今, K×をA×

Kに対角的に埋め込むときK×はA×
Kの離散部分群となる. 商位相

群A×
K/K

×をKのイデール類群とよぶ.

定理 4.4 (大域類体論). Kを代数体とするとき, 写像（相互写像）

recK : A×
K/K

× −→ Gab
K = Gal(Kab/K)

がある. recK は全射であってその核はA×
K/K

×の単位元の連結成分に等しい. また,
勝手な有限次アーベル拡大 L/Kに対して recK は同型

A×
K/K

×NormL/K(A×
L)

∼−→ Gal(L/K)

をひきおこす.

予想 4.5 (Shafarevich). GKabは可算階数の自由群FNの副有限完備化 F̂Nと同型とな
るだろう.

定理 3.4で現れたものと同じような道具立てを用いて次のことが知られている.
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定理 4.6 (岩澤). GKabの最大可解商は可算階数の自由群FNの副有限可解完備化 F̂ sol
N

と同型となる.

また次のような予想もよく知られた予想であるが今のところ未解決である.

予想 4.7. ΣをKの素点の有限集合とし, KΣをΣの外で不分岐なKの最大の代数拡
大とする. このとき, Gal(KΣ/K)は位相的に有限生成であろう.

最後になるが, 講演の準備の段階で局所体の絶対ガロア群の表示に関しての仕事の存
在を指摘してくださった津田塾大学の松野一夫氏, 原稿に目を通して意見をくださっ
た上智大学の角皆宏氏に感謝したい.
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