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はじめに

V.Ivrii は 1972年に微分作用素に対する初期値問題が任意の低階に対して C∞ 適切で
あるためにはその微分作用素の主シンボル p(x, ξ) の特性多様体のすべての危点で基本行
列 (今日では Hamilton行列と呼ばれることも多い)(

pξx pξξ
−pxx −pxξ

)
が 0でない実の固有値の対をもつことが必要であることを速報誌 [8] に報告した．pの多
重特性点は陪特性帯の方程式 (Hamilton 方程式) の特異点であり基本行列はこの特異点
における Hamilton 方程式の線形化方程式の係数行列である．基本行列のスペクトル構造
が微分方程式に与える影響が明瞭な形で文献に現れたのは非負シンボルをもつ擬微分作用
素の下界に関するMelinの不等式がおそらく最初であり，A.Melinの論文 [24]が 1971年
に出版されたこと (この場合には基本行列は純虚固有値しか持たない)，また当時は滑らか
な特性根を持つ作用素の研究が主流だったことを考えると，時代がその方向に流れ始めて
いたかもしれないにせよ，Ivriiの結果はいかにも先駆的であった．この結果の証明は，低
階に関する必要条件に関する結果とともに，1974年の V.Ivriiと V.M.Petkovの長編論文
[9]で与えられた．さらに Ivriiは 1975年の論文 [10]で主シンボルが各危点の近傍で滑ら
かな 2つのシンボルの積に書けるという付加条件のもとに (他の付加条件下での考察もあ
る)，発展作用素の作用素冪を用いて作用素を通常のエネルギー法が適用できるような低
階を持つ作用素に変換する，という方法でこの定理の十分性を証明しさらに付加条件なし
に「任意の低階に対して初期値問題が C∞ 適切であるためには各危点で基本行列が 0で
ない実の固有値の対をもつことが必要十分である」ことを予想した．この予想が各危点で
基本行列が 0でない実の固有値の対をもつ作用素を effectively hyperbolic operator (実
効的双曲型作用素) と呼ぶ由来となった．任意の低階に対して初期値問題が C∞ 適切とな
る作用素 (強双曲型作用素とも呼ばれる)は狭義双曲型作用素につぐ重要な作用素であり
この予想は作用素が本質的に 2階の作用素に帰着される場合には 1980年代に上記の発展
作用素の作用素冪を用いる方法をさらに発展させた方法，擬微分作用素の weightを利用
するエネルギー法，さらには特異性の伝播の結果を用いる方法 (ただしこの方法では有限
次元を除いての可解性しか得られない)で肯定的に解決された．これらの証明では擬微分
作用素や Fourier積分作用素に関する基本的な結果やその考え方を前提としており証明の
ために必要となる準備は少ないとはいえない．
そこで本書では 2階実効的双曲型作用素に対象をしぼって，できるだけ少ない準備で，
またそれらにはすべて証明を与えて，その初期値問題を取り扱うことを目的にした． 方
法的には [33]の擬微分作用素の weightを用いたエネルギー法を利用するが異なる点の 1
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つは作用素を変換する際に一般の Fourier積分作用素を用いず，時間座標は固定した空間
の局所座標系の変換 (あるコンパクト集合の外では線形変換として拡張される) のみを利
用する，ということである．これによって一般の Fourier積分作用素を作用させたときの
Hs 有界性と波面集合の変換則を空間の局所座標変換をおこなった際の Hs 有界性や波面
集合の変換則の考察で済ますことができる．もう 1つの違いはエネルギー評価式を得るた
めにいくつかのパラメーターを含む metricに対応する擬微分作用素のWeyl-Hörmander

calculus を適用することでこの方法は [33] でも素朴な形で利用したがここではその方法
を整理し徹底する．具体的には擬微分作用素のシンボルを考察点の周りに局所化するとき
局所化の度合いを表すパラメーターとこのパラメーターを含む metricを導入し，扱う正
値なシンボルおよび非負値のシンボルを正値シンボルで近似したものがこの metric に対
して admissible な weight になっている，という枠組みを構築する．この枠組みの中では
局所化されたシンボルの間の関係式を対応する擬微分作用素の間の評価式として実現する
ことができ (5.3節)これによって擬微分作用素の計算が簡単になり，また非常に見通しよ
くなる．
第 1章は，初期値問題が C∞ で可解なら (一意性は要求しない)特性根は実である，の

証明に当てており他の章とは独立しているので第 2章から読むこともできる．第 2章で
は空間の局所座標変換に伴う波面集合のよく知られた変換則を第 6 章での目的に合わせ
て評価付きで示した (命題 2.3.3)．さらに本書の内容の実質的な部分である第 4章, 5章,

6章だけを読むこともできる．第 4章では基本行列が 0でない実の固有値をもつ点の幾何
的特徴づけを双曲型 2次形式の分類にまで立ち戻ることなくより直接的に示す．この特徴
づけからエネルギー評価式に用いる擬微分作用素の weight が得られる．第 5章では上で
述べたように擬微分作用素のWeyl-Hörmander calculusを用いた推論や評価を利用して
局所化作用素に対する weight付きエネルギー不等式を導くが，そこで用いる擬微分作用
素の合成則，有界性および可逆性については第 7章で詳細な証明を与えたのでつど参照し
てもらえればと思う．そこでは本書で扱うシンボルに合わせて admissible weight を一般
のWeyl-Hörmander calculusで用いられるものに比べてより制限したものとして定義し
た (定義 7.1.5)．これにより本書で扱う擬微分作用素についてはその合成則の証明が少し
初等的になっている．第 6 章では第 5 章の結果を基に局所化作用素の初期値問題を解き
その解作用素の有限伝播性を利用して目的とする初期値問題の解の局所一意存在を示す．
第 3章では第 6章の推論の雛形として 1階の双曲型作用素に対する初期値問題を扱いそ
の解作用素の有限伝播性を示した．予め第 3 章に目を通しておくことで第 6 章の推論の
流れが容易に把握できると思う．

2024年 2月 西谷達雄
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第 1章

初期値問題

初期値問題が適切であることの定義を与え，初期値問題が適切であるためには微分作用
素の主シンボルの特性根が実でなければならいことを示す．この特性根が実であることの
必要性は解の (一意性を要求しない)可解性の要請のみから従う．

1.1 初期値問題の適切性
P を x̄ ∈ R1+d の近傍で定義された C∞ 係数のm階の偏微分作用素，t = t(x)は x̄の
近傍で定義された滑らかな実数値関数で t(x̄) = 0 とし，P は超曲面 {t(x) = 0} に関し
て x̄ で非特性的，すなわち (Ptm)(x̄) 6= 0 を満たしているとする．このとき局所座標系
x = (x0, x

′) = (x0, x1, . . . , xd)を t(x) = x0, x̄ = 0と選ぶと (Pxm0 )(0) 6= 0より Dm
0 の

係数は x = 0で零でないのでこの係数で P を割ると最初から Dm
0 の係数は 1と仮定でき

P =
∑

|α|≤m

aα(x)D
α = Dm

0 +
∑

|α|≤m,α0<m

aα(x)D
α =

m∑
j=0

Pj (1.1.1)

と書ける．ここで aα(x) は x = 0 の近傍で定義された C∞ 関数であり，多重指数
α = (α0, α1, . . . , αd) ∈ N1+d に対して |α| = α0 + · · ·+ αd,

Dα = Dα1
0 · · ·Dαd

n , Dj =
1√
−1

∂

∂xj

とする．ここで Nは非負整数の全体を表す．また Pj =
∑

|α|=j aα(x)D
α は P の j 次斉

次部分を表す．
つぎに初期値問題の適切性を扱うためにいくつかの関数空間を導入する．

定義 1.1.1. Rl 上の急減少関数の空間 S(Rl) = S を u(x) ∈ C∞(Rl)で任意の α, β ∈ Nl

に対して supx∈Rl |xα∂βxu(x)| < +∞を満たすものの全体として定義する．
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u(x) ∈ S に対してその Fourier変換 Fuを

(Fu)(ξ) = û(ξ) =

∫
e−i⟨x,ξ⟩u(x)dx

で，また v(ξ) ∈ S の Fourier 逆変換 F̄v を

(F̄v)(x) = (2π)−l
∫
ei⟨x,ξ⟩v(ξ)dξ

で定義する．∫
ûvdx =

∫
uv̂dx (u, v ∈ S)であるから Fu(ϕ) = u(Fϕ) (u ∈ S ′, ϕ ∈ S)

によって F は S の双対空間 (緩増加超関数の空間) S ′ = S ′(Rl)へ一意に拡張される．F̄
についても同様である．このとき Fourier の反転公式より F̄F = I, FF̄ = I が成り立
つ．また 〈x, ξ〉の代わりに xξ とも書く．以下よく使う L2 型の Sobolev空間を導入する
(例えば [28]の第 2章参照)．

Hs(Rl) = Hs = {u ∈ S ′(Rl); 〈ξ〉sû(ξ) ∈ L2(Rl)}, 〈ξ〉 =
√

1 + |ξ|2

は内積
(u, v)s = (〈D〉su, 〈D〉sv) =

∫
〈ξ〉2sû(ξ)v̂(ξ)dξ

で Hilbert空間となり，そのノルムは

‖u‖2s =
∫
〈ξ〉2s|û(ξ)|2dξ

で与えられる．特に s = 0のときは内積やノルムを単に (·, ·)や ‖ · ‖と書く．また

H−∞ =
⋃
s

Hs, H∞ =
⋂
s

Hs

と表すことにする．Ω ⊂ Rl が開集合で s ∈ Nのときは

Hs(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀|α| ≤ s}

である．したがって H∞(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nl}となる．

定義 1.1.2. P に対する初期値問題が原点の近傍で x0方向にC∞適切であるとは，ある正
数 ϵとR1+dの原点近傍 ωがあって，x0 < τ (|τ | ≤ ϵ)では 0となる任意の f(x) ∈ C∞

0 (ω)

に対して Pu = f を ω で満たし，x0 < τ では 0となる u(x) ∈ H∞(ω)がただ一つ存在
することである．

定義から容易に従うことだが u ∈ H∞(ω)が x0 < τ で 0かつ Pu ∈ C∞
0 (ω)が x0 < t

(τ < t < ϵ) で 0 ならば u は x0 < t でも 0 となる．実際，定義より Pv = Pu を ω で
満たし x0 < t では 0 になる v ∈ H∞(ω) が存在するが P (u − v) = 0 であり u − v は
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x0 < τ で 0ゆえ一意性より u = v が従い uも x0 < tで 0となる．いま Pu = f とし f

に x0 > t で擾乱を加えたものを g として Pv = g なる v を考えると P (u − v) = f − g

は x0 < tで 0なのでいま確かめたように x0 < tで u = v となる．すなわち f に加えた
x0 > tでの擾乱は uの x0 < tでの状態に影響を与えない．このように定義では，未来は
過去に影響を与えない，という「因果律」が成立することを要請している．定義 1.1.2は
初期超平面の族 x0 = τ , |τ | < ϵに初期値を与えて，その初期値をとる解の一意存在を要
請する古典的な定義と同値になる．

補題 1.1.1. P に対する初期値問題が原点の近傍で x0 方向に C∞ 適切であるとする．こ
のとき任意の f(x) ∈ C∞

0 (ω) および uj(x
′) ∈ C∞

0 (ω ∩ {x0 = τ})に対して次の古典的な
初期値問題 {

Pu = f in ω ∩ {x0 > τ},
Dj

0u(τ, x
′) = uj(x

′), j = 0, 1, . . . ,m− 1
(1.1.2)

は一意的な解 u ∈ H∞(ω)を持つ．

証明. 関係式 Pu = f を x0 で微分することによって uj(x
′), j = 0, . . . ,m − 1と f から

j = m,m+ 1, . . .に対して uj(x
′) = Dj

0u(τ, x
′)が求まる．Borelの１補題 (例えば [6]の

第 I章参照) から ũ ∈ C∞
0 (ω) ですべての j ∈ N に対して Dj

0ũ(τ, x
′) = uj(x

′) となるも
のが存在する．明らかに {x0 = τ}上ですべての j ∈ Nに対してDj

0(Pũ− f) = 0が成立
している．いま g を x0 > τ では g = Pũ− f で x0 < τ では 0で定義すると g ∈ C∞

0 (ω)

である．仮定より ω で Pv = g を満たし x0 < τ では v = 0となる v ∈ H∞(ω)が存在す
るので {

P (ũ− v) = f in ω ∩ {x0 > τ},
Dj

0(ũ− v) = uj(x
′) on ω ∩ {x0 = τ}

が成立し ũ− v ∈ H∞(ω)が求める (1.1.2)の解となる．

逆に g ∈ C∞
0 (ω) は x0 < 0 で g = 0 を満たすとして (1.1.2) で f = 0, uj(x

′) = 0,

j = 0, . . . ,m − 2および um−1(x
′) = g(τ, x′)としたときの解 w(x; τ)をとってくる．こ

のとき適当な ϵ > 0に対し u(x)を

u(x) =

∫ x0

−ϵ
w(x0, x

′; τ)dτ

と定義すると u(x)は |x0| < ϵで Pu = g を満たし x0 < 0では u = 0である．

初期値問題が適切であるためには，特性根がすべて実でなければならないことが，特性
根が単純なときは Laxによって ([21])，一般の場合は溝畑 ([27])によって (Lax-Mizohata

の定理) 証明されている．以下，微分作用素 Pj =
∑

|α|=j aα(x)D
α に対して ξ の多項式



4 第 1章 初期値問題

Pj(x, ξ) =
∑

|α|=j aα(x)ξ
α を Pj のシンボルと呼ぶことにする．特に Pm(x, ξ)を主シン

ボルと呼ぶ．

定理 1.1.1. P に対する初期値問題は原点の近傍で適切とする．このとき原点の近傍 Ωが
あって Pm(x, ξ0, ξ

′) = 0の ξ0 に関する根 (特性根)は任意の x ∈ Ωおよび任意の ξ′ ∈ Rd

に対して実である．

1.2 初期値問題の可解性
定理 1.1.1では初期値問題の一意可解性を仮定したが可解性だけから特性根が実である

ことの必要性が従う．いま次の (一般化された)初期値問題を考えてみよう．
Pu = 0,

Dj
0u(0, x

′) = 0, 0 ≤ j ≤ µ− 1,
Dµ

0u(0, x
′) = ϕ(x).

(1.2.3)

ここで初期値（境界値）としては µ+ 1個与えている．µ = m− 1のときが通常の初期値
問題である．

定理 1.2.1. 係数は原点の近傍 Ω で C∞ とする．特性方程式 Pm(0, ξ0, ξ
′) = 0, ξ′ =

(1, 0, . . . , 0) ∈ Rd は µ個の実根と ν = m− µ (≥ 1)個の非実根を持つと仮定する．この
とき正数列 {Cn}∞n=1 が存在して次が成立する；ϕ(x) = g(x1)を原点の近傍で定義された
連続関数とし一般化された初期値問題 (1.2.3)が原点のある近傍で Cm 級の解を持つとす
る．このとき g(x1)は原点の近くで C∞ で

lim sup
n→∞

(|g(n)(0)|/Cn)1/n ≤ 1 (1.2.4)

が成立する．ここで g(n)(0) = (dng/dxn1 )(0)である．

証明. この結果は本書のテーマではないのでここでは証明の概略のみ述べる．まず
tPu =

∑
|α|≤m(−D)α(aαu) =

∑
|α|≤m ãα(x)D

αuで P の転置作用素 tP を定義する．ま
た P̃j =

∑
|α|=j ãα(x)D

α を tP の j 次斉次部分とし P̃j(x, ξ) をそのシンボルとすると
P̃m(x, ξ) = (−1)mPm(x, ξ) は明らかである．記号を簡単にするため以下 ∂αξ D

β
xP (x, ξ)

を P
(α)
(β) (x, ξ)で表すことにする．まず

e−i⟨x,ξ⟩tP (ei⟨x,ξ⟩v) =

m∑
l=0

( ∑
k+|α|=l

1

α!
P̃k

(α)
(x, ξ)Dα

)
v

=
m∑
l=0

Pl(x, ξ;D)v, Pl(x, ξ;D) =
∑

k+|α|=l

1

α!
P̃k

(α)
(x, ξ)Dα

(1.2.5)
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を確かめるのは容易である．今 Ωを x = 0の近傍，Γ ∈ Rd \ 0を ξ̄′ を含む開錐とすると
き Ω× (R× Γ)で定義された ξ に関して斉次 r1 + r2 − k 次の pk(x, ξ)で∣∣p(α)k(β)(x, ξ)

∣∣ ≤ Ck,α,β |ξ|r1 |ξ′|r2−k−|α|, (x, ξ) ∈ Ω× (R× Γ), α, β ∈ N1+d

を満たすものの形式的な和 p =
∑∞
k=0 pk(x, ξ)を Ω× (R× Γ)上の (r1, r2) 次のシンボル

と呼ぶことにし，そのような 2つのシンボル p, q に対して r = p ◦ q を

r =
∞∑
k=0

rm(x, ξ), rm =
∑

k+l+|γ|=m

1

γ!
p
(γ)
k ql(γ)

で定義する．また p =
∑∞
k=0 pk(x, ξ)に対して (1.2.5)に倣って ξ をパラメーターとする

微分作用素を
Pl(x, ξ;D) =

∑
k+|α|=l

1

α!
p
(α)
k (x, ξ)Dα

で定義すると r = p ◦ q のとき

Rl(x, ξ;D) =

l∑
j=0

Pl−j(x, ξ;D)Qj(x, ξ;D) (1.2.6)

であることも容易に確かめられる．P̃m−j(x, ξ) = pj(x, ξ) とおき
∑m
j=0 P̃j(x, ξ) =∑m

j=0 pj(x, ξ) = p と書くことにする．このとき x = 0 の近傍 Ω と ξ̄′ を含む開錐 Γ が
あってそこで

p =
(
ξµ0 +

µ∑
j=1

aj(x, ξ′)ξµ−j0

)
◦
(
ξν0 +

ν∑
j=1

bj(x, ξ′)ξν−j0

)
= r ◦ h (1.2.7)

と書ける．ここで aj , bj は Ω × (R × Γ) 上の ξ0 によらない (0, j) 次のシンボルであ
る．また r0 = ξµ0 +

∑µ
j=1 a

j
0(0, ξ̄

′)ξµ−j0 = 0, h0 = ξν0 +
∑ν
j=1 b

j
0(0, ξ̄

′)ξν−j0 = 0 はそ
れぞれ実根のみおよび非実根のみをもつ．実際，仮定より p0 = r0h0 となる r0, h0 が
求まるので aj = aj0 + Aj , bi = bi0 + Bi とおいて (1.2.7) の両辺を ξ に関する次数を
もとに比較すると C = (A1

j1
, . . . , Aµjµ , B

1
i1
, . . . , Bνiν ) に関する連立一次方程式が得られ

るがその係数行列は r0 と h0 の ξ0 の多項式としての終結式であり，正則行列である．
したがって C は一意に決まる．必要なら Ω, Γ を取り替えれば，ある c0 > 0 があって
|h0(x, ξ)| ≥ c−1

0 |ξ|ν が Ω× (R×Γ)で成立する．これより Ω× (R×Γ)上の (−ν, 0)次の
シンボル q =

∑∞
k=0 qk(x, ξ)で h ◦ q = 1を満たすものが存在する．実際，q0 = 1/h0 と

し以下 qk を順次決めてゆけばよい．このとき k + |α| ≥ 1なら∣∣q(α)k(β)(x, ξ)
∣∣ ≤ Cα,β |ξ|−ν−1|ξ′|1−k−|α| (1.2.8)



6 第 1章 初期値問題

が成り立つことに注意する．これより

p ◦ q = (r ◦ h) ◦ q = r ◦ (h ◦ q) = r

が成立する．したがって (1.2.5)と (1.2.6)より N > mを任意の自然数とするとき

e−i⟨x,ξ⟩tP
(
ei⟨x,ξ⟩

N−m∑
j=0

Qjv
)
=

N−m∑
j=0

Rjv +
∑

N−m<k+l≤N,
k≤N−m,l≤m

PlQkv (1.2.9)

が得られる．いま一般化された初期値問題 (1.2.3), ϕ = g(x1)に x = 0のある近傍で Cm

級の解 u が存在すると仮定する．v ∈ C∞
0 (K), K = {|xj | ≤ r} を x = 0 の近傍で 1 で

supp v 上で Pu = 0かつ supp v ∩ {x0 = 0}上で Dj
x0
u(0, x′) = 0 (0 ≤ j ≤ µ− 1)とな

るように選び wN (x; ξ) =
∑N−m
j=0 Qj(x, ξ;D)v(x)とおくと

0 =

∫
(Pu)(ei⟨x,ξ⟩wN )dx =

∫
u(x) tP (ei⟨x,ξ⟩wN )dx

=

∫
ei⟨x,ξ⟩u e−i⟨x,ξ⟩tP (ei⟨x,ξ⟩wN )dx

すなわち (1.2.9)より
∫
ei⟨x,ξ⟩

(N−m∑
j=0

Rjv
)
udx = −

∫
ei⟨x,ξ⟩

( ∑
N−m<k+l≤N,
k≤N−m,l≤m

PlQkv
)
udx

が成立する．右辺を評価するため f(x) ∈ C∞
0 (K) とし ∫

ei⟨x,ξ⟩(Plf)udx を考えよう．
Plf の項で ξk0 (k ≥ 1)を含む項では ξk0 e

iξ0x0 を Dk
0 (e

iξ0x0)で置き換えて部分積分を繰り
返すと Pl は (ξ,D)に関して高々 m次であるから∣∣∣ ∫ ei⟨x,ξ⟩(Plf)udx

∣∣∣ ≤ C|ξ′|m sup
K,j≤m

|Dj
0u| sup

K,|α|≤m
|Dαf |

が従う．ここで C は P だけから決まることに注意する．他方 (1.2.8) に注意すると任
意の 1 ≤ N − 2m ≤ k ≤ N −m, γ ∈ N1+d に対して CN,γ が存在し Ω × (R × Γ) で∣∣Dγ(Qkv)

∣∣ ≤ CN,γ |ξ|−ν−1|ξ′|1+2m−N が成立することは容易にわかるから∣∣∣ ∫ dξ0

∫
ei⟨x,ξ⟩

( ∑
N−m<k+l≤N,
k≤N−m,l≤m

PlQkv
)
udx

∣∣∣ ≤ CN |ξ′|1+3m−N sup
K,j≤m

|Dj
0u|

を得る．ここで CN は u には依らない．次に ∫
ei⟨x,ξ⟩(Rjv)udx を評価する．Rjv は

Dαv (|α| ≤ j)の線形結合であり係数は ξ0 の高々 µ次の多項式であるから，上で行った
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ように係数が ξk0 を含めば部分積分を行い，ξ0 を含まない形にする．supp v(0, x′) 上で
Dj

0u(0, x
′) = 0 (0 ≤ j ≤ µ− 1)であったから Fourierの反転公式から

∫
dξ0

∫
ei⟨x,ξ⟩

(N−m∑
j=0

Rjv
)
udx = 2π(−1)µ

∫
ei⟨x

′,ξ′⟩v(0, x′)Dµ
0u(0, x

′)dx′

を得る．ṽ(x′) = v(0, x′)とおくと g(x′) = Dµ
0u(0, x

′)より∣∣F̄(ṽg)(ξ′)
∣∣ ≤ CN |ξ′|1+3m−N sup

K,j≤m
|Dj

0u|, ξ′ ∈ Γ (1.2.10)

が成立する．Pm(0, ξ0,−ξ̄′) = 0 も µ 個の実根と ν 個の非実根を持つので同じ議論を
繰り返すと，必要なら Γ を縮めて (1.2.10) が ξ′ ∈ Γ ∪ (−Γ) で成り立つとしてよい．
ただし −Γ = {ξ′;−ξ′ ∈ Γ} とした．一方 c > 0 があって ξ′ = (ξ1, ξ

′′) 6∈ Γ ∪ (−Γ),

ξ′′ = (ξ2, . . . , ξd)のとき |ξ′′| ≥ c|ξ1|が成り立つので部分積分より∣∣F̄(ṽg)(ξ′)
∣∣ ≤ ∫

(1 + |ξ′′|2)−N |(1 + |D′′|2)N ṽ||g(x1)|dx′

≤ C ′
N (1 + |ξ′|)−2N sup

|x1|≤r
|g(x1)|, D′′ = (D2, . . . , Dd)

が成立する．C ′
N は g には依らない．以上をまとめると任意の N ∈ Nに対して uおよび

g には依らない CN があって任意の ξ′ ∈ Rd について∣∣F̄(ṽg)(ξ′)
∣∣ ≤ CN (1 + |ξ′|)−N

{
sup

K,j≤m
|Dj

0u(x)|+ sup
|x1|≤r

|g(x1)|
}

(1.2.11)

が成り立つ．Fourier の反転公式より (d/dx1)
nṽg = F

(
(−ξ1)nF̄ ṽg

)であるから (1.2.11)

で N = n+ d+ 1と選んで

|(d/dx1)ng(0)| = |(d/dx1)n(ṽg)(0)| ≤
∣∣∣ ∫ |ξ1|ndξ′

∫
ei⟨x

′,ξ′⟩ṽgdx′
∣∣∣

≤ Cn+d+1

∫
(1 + |ξ′|)−d−1dξ′

{
sup

K,j≤m
|Dj

0u(x)|+ sup
|x1|≤r

|g(x1)|
}

≤ CCn+d+1

{
sup

K,j≤m
|Dj

0u(x)|+ sup
|x1|≤r

|g(x1)|
}
.

したがって C̃n = Cn+d+1 とおくと lim supn→∞(|g(n)(0)/C̃n)1/n ≤ 1が従う．

証明中の (1.2.7)および (1.2.8)の詳細については [29]を参照のこと．

系 1.2.1. 係数は C∞(Ω) とする．このとき初期値問題 (1.2.3) (µ = m − 1) が任意の
ϕ(x) ∈ C∞(Rd) に対して原点の近傍 (ϕによってもよい)で Cm 級の解をもつためには特
性方程式 Pm(0, ξ0, ξ

′) = 0が任意の ξ′ ∈ Rd に対して実根のみをもつことが必要である．
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証明. 特性方程式 Pm(0, ξ0, ξ
′) = 0がある 0 6= ξ′ ∈ Rdに対して ν = m−µ ≥ 1個の非実

根を持つと仮定しよう．斉次性より |ξ′| = 1としてよい．局所座標系 x′ = (x1, . . . , xd)の
線形変換で ξ′ = (1, 0, . . . , 0)と仮定できるので定理 1.2.1を適用する．このとき (1.2.4)を
満たさない g(x1)を選べば ϕ = g(x1)とした初期値問題 (Dj

0u(0, x
′), j = µ+1, . . . ,m−1

は任意でよい) には Cm 級の解が存在しない．

係数が Ω で実解析的なら，特性根の虚実に関係なく，Cauchy-Kowalevsky の定理に
よって任意の実解析的な初期値に対し原点の近傍で実解析的な初期値問題の解が存在する
が，非実の特性根がある場合は，Cm 級の解が存在するような初期値のクラスはそう広く
はない．

命題 1.2.1. I を原点を含む R の開区間とする．定理と同じ仮定の下で，初期値問題
(1.2.3), ϕ = g(x1) が原点の近傍で Cm 級の解をもたないような g(x1) ∈ C∞(I)の集合
は C∞(I)で稠密である．

証明. x1 = tと書くことにする．閉区間列 J1 ⊂ · · · ⊂ Jn ⊂ Jn+1 ⊂ · · · を I の汲み尽し
列，すなわち ∪∞

n=1Jn = I であるとする．f, g ∈ C∞(I)に対して

d(f, g) =
∞∑
n=1

2−n|f − g|n
/
(1 + |f − g|n), |ϕ|n =

∑
k≤n

max
Jn

|∂kt ϕ|

と定めると dは C∞(I)の位相を与える距離である．従って

S = {g(t) ∈ C∞(I); lim sup
n→∞

(|g(n)(0)|/Cn)1/n > 1}

とおくとき，任意の f ∈ C∞(I)に対して d(f, hℓ) → 0 (ℓ→ ∞)をみたす hℓ ∈ S が存在
することを示せばよい．ρ(0) = 1, ρ(n)(0) = 0 (n ≥ 1)をみたす ρ ∈ C∞

0 (I)を１つ固定
し，与えられた f ∈ C∞(I)に対して ϕℓ を次のように定める．

ϕℓ(t) =
∑
j≥ℓ

ρj(t), ρj(t) = fjρ(t/ϵj)t
j/j!. (1.2.12)

ここで {Cj}を定理 1.2.1の正数列とし f (j)(0) ≥ 0なら fj = 2jCj で f (j)(0) < 0のと
きは fj＝ − 2jCj とする．また ϵj > 0は後で決める．|dmρj/dtm| = |ρ(m)

j (t)|を評価す
ると ρ(t/ϵj) 6= 0なら |t/ϵj | ≤ 1と仮定してよいので ϵj には依らない Cm,j があって∣∣ρ(m)

j (t)
∣∣ ≤ Cm,jϵ

j−m
j , (j ≥ m)

が成り立つ．ここで ϵj = min0≤m≤j−1

(
2−jC−1

m,j

)1/(j−m) と定めると j ≥ m + 1のとき
|ρ(m)
j (t)| ≤ 2−j が成り立ち∑

j≥ℓ ρ
(m)
j (t)は I で一様収束するので ϕℓ ∈ C∞(I)となる．
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いま hℓ(t) = f(t) + ϕℓ(t)とおくと hℓ ∈ C∞(I)で ρ
(m)
j (0) = δjmfj より

ϕ
(m)
ℓ (0) =

∑
j≥ℓ

ρ
(m)
j (0) =


0 (m < ℓ)

2mCm (m ≥ ℓ, f (m)(0) ≥ 0)

−2mCm (m ≥ ℓ, f (m)(0) < 0)

であるから

lim sup
n→∞

(
|h(n)ℓ (0)|/Cn

)1/n ≥ lim sup
n→∞

(
|ϕ(n)ℓ (0)|/Cn

)1/n
> 1

となって hℓ ∈ S である．次に |ϕ(m)
ℓ (t)| ≤

∑
j≥ℓ |ρ

(m)
j (t)| ≤

∑
j≥ℓ 2

−j = 2−ℓ+1 (m ≤
ℓ− 1)より

|ϕℓ|n =
∑
m≤n

max
Jn

|ϕ(m)
ℓ (t)| ≤

∑
m≤n

2−ℓ+1 ≤ ℓ 2−ℓ+1 (ℓ ≥ n+ 1) (1.2.13)

なので |ϕℓ|n → 0 (ℓ → ∞) が成り立つ．いま与えられた ϵ > 0 に対して n1 を∑∞
n=n1+1 2

−n < ϵと選んでおき，この n1 に対して ℓ1 を

ℓ1 ≤ ℓ, 1 ≤ n ≤ n1 =⇒ |ϕℓ|n < ϵ

と選ぶ．このとき ℓ1 ≤ ℓなら

d(f, hℓ) ≤
n1∑
n=1

2−n|ϕℓ|n
/
(1 + |ϕℓ|n) +

∞∑
n=n1+1

2−n ≤ 2ϵ

となって d(f, hℓ) → 0 (ℓ→ ∞)が従う．

命題 1.2.2. I を原点を含む R の開区間とする．定理と同じ仮定の下で，初期値問題
(1.2.3), ϕ = g(x1) が原点の近傍で Cm 級の解をもつ g(x1) ∈ C∞(I)の集合は C∞(I)の
第一類集合である．

証明. fj = 2jCj として ϕℓ を (1.2.12)で定義する．このとき

ϕ
(m)
ℓ (0) =

∑
j≥ℓ

ρ
(m)
j (0) =

{
0 (m < ℓ)

2mCm (m ≥ ℓ)

は明らか．(1.2.13)より任意の n ∈ Nに対してMn > 0が存在して

sup
ℓ

|ϕℓ|n ≤Mn (1.2.14)

が成り立つ．いま次の C∞(I)上の連続線形形式の列を考える．

Tnf = C−1
n (2/3)nf(0), n = 1, 2, . . . .
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一様有界性定理 (例えば [28, 補題 2.5]) より，もし任意の f ∈ C∞(I) について
supn |Tnf | < +∞ が成立すれば C∞(I) のある 0 の近傍 V = {f ∈ C∞(I); |f |mj

<

δj , j = 1, . . . , N}があって
sup
n,f∈V

|Tnf | < +∞ (1.2.15)

が成立するはずだが (1.2.14)より適当な ϵ > 0をとれば {ϵϕℓ} ∈ V (∀ℓ)であり，一方で
任意のM > 0に対して n1 を (4/3)n1 > M と選ぶと∣∣Tn1

ϕn1

∣∣ = ∣∣C−1
n1

(2/3)n1ϕ(n1)
n1

(0)
∣∣ = (4/3)n1 > M

となって (1.2.15)は成り立たない．すなわち supn |Tnf | = +∞となる f ∈ C∞(I)が存
在する．このとき集合 B = {f ∈ C∞(I); supn |Tnf | < +∞}は第一類集合である．実際
Bk = {f ∈ C∞(I); supn |Tnf | ≤ k}とおくと B = ∪kBk で Bk は閉集合なので B が第
一類集合でないとすると定義からある Bk0 は内点を持つが，Bk0 が対称で凸ということ
から Bk0 は 0 のある近傍を含み，したがって任意の f ∈ C∞(I) について |Tnf | < +∞
となり，B = C∞(I)となって矛盾する．ここで

Sc = {g(t) ∈ C∞(I); lim sup
n→∞

(|g(n)(0)|/Cn)1/n ≤ 1} ⊂ B

に注意すれば Sc が第一類集合であることが従う．
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第 2章

波面集合

この章では古典的擬微分作用素と波面集合の定義およびその簡単な性質を証明する．特
に引き戻し (座標変換)による波面集合の評価付き変換則 (命題 2.3.3)は後の第 6 章で利
用する．

2.1 振動積分
Aを d × d実正則行列とし a(y, η) ∈ C∞(Rd × Rd)はある mi ∈ Rおよび 0 ≤ δ < 1

に対して次の評価

|∂αy ∂βη a(y, η)| ≤ Cα,β〈η〉m1+δ|α|〈y〉m2 , (y, η) ∈ Rd × Rd (2.1.1)

を満たすとする．このとき χ(y, η) ∈ S(Rd ×Rd)で χ(0, 0) = 1となるものを 1つ選んで
振動積分 ∫

e−i⟨Ay,η⟩a(y, η)dydη を∫
e−i⟨Ay,η⟩a(y, η)dydη = lim

ϵ→0

∫
e−i⟨Ay,η⟩χ(ϵy, ϵη)a(y, η)dydη (2.1.2)

で定義する．右辺が χ の選び方によらず一意に決まることは容易にわかる．実際
〈tAη〉−2l〈Dy〉2l〈Ay〉−2l′〈Dη〉2l

′
e−i⟨Ay,η⟩ = e−i⟨Ay,η⟩ に注意して部分積分を行うと∫
e−i⟨Ay,η⟩χ(ϵy, ϵη)a(y, η)dydη

=

∫
e−i⟨Ay,η⟩〈Ay〉−2l′〈Dη〉2l

′
(〈tAη〉−2l〈Dy〉2lχ(ϵy, ϵη)a)dydη

が成立する．Aは正則であるから c > 0が存在して 〈Ay〉 ≥ c〈y〉, 〈tAη〉 ≥ c〈η〉が成り立
ち，また (2.1.1)より ϵ > 0に一様に∣∣〈Ay〉−2l′〈Dη〉2l

′
(〈tAη〉−2l〈Dy〉2lχ(ϵy, ϵη)a)

∣∣ ≤ Cl,l′〈y〉m2−2l′〈η〉m1−2(1−δ)l
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と評価されるので l, l′ をm2 − 2l′ < −d, m1 − 2(1− δ)l < −dと選ぶと (2.1.2)の右辺は
Lebesgueの優収束定理より∫

e−i⟨Ay,η⟩〈Ay〉−2l′〈Dη〉2l
′
(〈tAη〉−2l〈Dy〉2la(y, η))dydη

に収束する．特に aが可積分なら振動積分は通常の積分と一致している．また (2.1.2)よ
り任意の α, β について∫

e−i⟨Ay,η⟩(Ay)βa(y, η)dydη =

∫
e−i⟨Ay,η⟩Dβ

ηa(y, η)dydη,∫
e−i⟨Ay,η⟩(tAη)αa(y, η)dydη =

∫
e−i⟨Ay,η⟩Dα

y a(y, η)dydη

が成り立つ．Bi を実正則行列とするとき a(B1y,B2η) が (2.1.1) を満たすことは明らか
で y = B1ỹ, η = B2η̃ と変数変換を行うと∫

e−i⟨Ay,η⟩a(y, η)dydη =

∫
e−i⟨

tB2AB1ỹ,η̃⟩a(B1ỹ, B2η̃)|detB1||detB2|dỹdη̃

も明らかである．さらに y0, η0 ∈ Rd とするとき e−i⟨A(y+y0),η+η0⟩a(y + y0, η + η0) =

e−i⟨Ay,η⟩ã(y, η) と書くと ã(y, η)は (2.1.1)を満たす．また∫
e−i⟨Ay,η⟩χ(ϵy, ϵη)ã(y, η)dydη =

∫
e−i⟨Ay,η⟩χ(ϵ(y − y0), ϵ(η − η0))a(y, η)dydη

より χ(ϵ(y − y0), ϵ(η − η0)) − χ(ϵy, ϵη) → 0 (ϵ → 0)に注意し部分積分を繰り返すと右
辺は ϵ → 0 のとき limϵ→0

∫
e−i⟨Ay,η⟩χ(ϵy, ϵη)a(y, η)dydη に収束する．すなわち振動積

分は平行移動によらない．振動積分を使って超関数 ∫
e−i⟨Ay,η⟩a(y, η)dη を〈∫

e−i⟨Ay,η⟩a(y, η)dη, u
〉
=

∫
e−⟨Ay,η⟩a(y, η)u(y)dydη, u(y) ∈ C∞

0 (Rd)

で定義する．いま χ(y, η) = χ(y)χ(η), χ ∈ S(Rd), χ(0) = 1と選ぶと

(2π)−d
∫
e−iyηχ(ϵy)χ(ϵη)u(y)dydη = (2π)−d

∫
χ(ϵy)u(y)dy

∫
e−iyηχ(ϵη)dη

= (2π)−dϵ−d
∫
χ̂(ϵ−1y)χ(ϵy)u(y)dy = (2π)−d

∫
χ̂(y)χ(ϵ2y)u(ϵy)dy

で右辺は Lebesgue の優収束定理から ϵ → 0 のとき u(0)(F̄Fχ)(0) = u(0) に収束する．
すなわち

(2π)−d
∫
e−iyηdη = δ(y) (2.1.3)

である．ここで δ(y)は y = 0での Dirac measure である．
本書では特に断らない限り積分はすべて振動積分とする．
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2.2 古典的擬微分作用素
この節では古典的擬微分作用素の基本的な性質をまとめておく．a(x, ξ) ∈ C∞(Rd ×

Rd)が古典的擬微分作用素のクラス Sm に属すとは任意の k ∈ Nに対して Ck > 0が存在
して

sup
(x,ξ)∈R2d,|α+β|≤k

∣∣∂βx∂αξ a(x, ξ)∣∣ ≤ Ck〈ξ〉m−|β|

が成り立つことである．この不等式が成立する最小の Ck をセミノルムとして Sm は
Fréchet 空間となる．また S−∞ = ∩Sm, S∞ = ∪Sm とおく．第 7.1 節の metric g

((7.1.14)) で γ = 1 として固定したものを g0 とすると Sm = S(〈ξ〉m, g0) に他ならな
い．a ∈ Sm とし χ ∈ C∞

0 (Rd)は原点の近傍で恒等的に 1であるとすると ϵ > 0に対し
て χ(ϵξ)a(x, ξ) ∈ S−∞, (1 − χ(ϵξ))a(x, ξ) ∈ Sm であり，また ϵ → 0 のとき Sm+1 で
χ(ϵξ)a(x, ξ) → a(x, ξ), (1− χ(ϵξ))a(x, ξ) → 0となることは容易に確かめられる．

命題 2.2.1. aj ∈ Smj , j = 0, 1, 2, . . .とし，m0 > m1 > m2 > · · · , mj → −∞とする．
このとき a ∈ Sm0 で任意の k ∈ Nに対して

a−
∑
j<k

aj ∈ Smk

を満たすものがある．これを a ∼
∑∞

0 aj と書く．

証明. χ ∈ C∞
0 を x = 0 の近傍で χ = 1 なるものとすると ϵ → 0 のとき Smj+1 で

(1− χ(ϵ·))aj → 0なので ϵj > 0を

|∂αξ ∂βx ((1− χ(ϵjξ))aj(x, ξ)| ≤ 2−j(1 + |ξ|)mj+1−|α|, |α+ β| ≤ j

が成り立つように選べる．Aj(x, ξ) = (1 − χ(ϵjξ))aj(x, ξ) ∈ Smj とおくとき ϵj → 0と
仮定してよいので和 a =

∑∞
0 Aj は局所有限であり a ∈ C∞ である．従って α, β, kが与

えられたとき N を |α+ β| ≤ N , mN + 1 ≤ mk と選ぶと

|∂αξ ∂βx (a(x, ξ)−
∑
j<N

Aj(x, ξ))| ≤ (1 + |ξ|)mk−|α|

が成立する．従って特に a ∈ Sm0 である．aj − Aj = χ(ϵjξ)aj(x, ξ) ∈ S−∞ より
a−

∑
j<k aj = a−

∑
j<N Aj +

∑
j<k(Aj −aj)+

∑
k≤j<N Aj と書いて結論が従う．

χ を命題 2.2.1 のそれとすると a ∼
∑∞

0 aj と a ∼
∑∞

0 (1 − χ(ξ))aj は同値であるか
ら aj(x, ξ) が ξ について斉次 m − j 次のときも（したがって aj は ξ 6= 0 で C∞）同
様に a ∼

∑∞
0 aj と表すことにする．ξ について斉次 m − j 次の aj が与えられたとき

a ∼
∑∞

0 aj となる a ∈ Sm の存在することは命題 2.2.1 の証明から明らかである．
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a ∈ Sm に対し op(a)を定義 7.2.2で定義し定理 7.3.1を g =
¯
g として適用する．定理

は γ に一様に成り立っているので γ = 1のとき (7.1.4)より
¯
g/
¯
gσ = 〈ξ〉−2 に注意すると

定理 2.2.1. aj ∈ Smj , j = 1, 2とする．このとき b ∈ Sm1+m2 があって
op(a1)op(a2) = op(b)

が成立する．この bを a1#a2 と表すとき任意の N ∈ Nに対して

a1#a2 −
∑

|α+β|<N

(−1)|α|

(2i)|α+β|α!β!
∂αx ∂

β
ξ a1(x, ξ)∂

β
x∂

α
ξ a2(x, ξ) ∈ Sm1+m2−N

が成り立つ．N = 2のとき

(a1#a2)(x, ξ)−
(
a1(x, ξ)a2(x, ξ) +

1

2i
{a1, a2}(x, ξ)

)
∈ Sm1+m2−2

となる．ここで {a1, a2} =
∑

|α|=1(∂
α
ξ a1∂

α
x a2 − ∂αx a1∂

α
ξ a2) で a1 と a2 の Poisson

Bracket と呼ばれる．これより a1#a2 − a2#a1 + i{a1, a2} ∈ Sm1+m2−2 である．

Ai = op(ai)とするとき [A1, A2] = A1A2 −A2A1 は A1 と A2 の交換子を表すとする．
したがって [A1, A2] = op(a1#a2 − a2#a1)である．
次に定理 7.4.1 を a ∈ S0 に適用してみる．定理 7.4.1 は γ に一様に成り立っており

γ = 1のとき
¯
g = 〈ξ〉−1ḡ ≤ ḡ より a ∈ S(1, ḡ)となり次の L2 有界性定理が得られる．

定理 2.2.2. a(x, ξ) ∈ S0 とすると op(a)は L2(Rd)上で有界である．

つぎに a ∈ Sm とするとき 〈D〉sop(a) = op(〈ξ〉s#a#〈ξ〉−m−s)〈D〉m+s とかくと
〈ξ〉s#a#〈ξ〉−m−s ∈ S0 なので

系 2.2.1. a ∈ Sm とする．このとき C > 0があって
‖op(a)u‖s ≤ C‖u‖s+m, u ∈ Hs+m.

補題 2.2.1. χ(x) ∈ C∞
0 (Rd), a(x, ξ) ∈ S0 とする．このとき任意の N について aN ∈

S0, rN ∈ S−N が存在し χ#a = aN + rN と書ける．ここで supp aN ⊂ suppχ ∩ supp a

で任意の α ∈ Nd, p ≥ 0に対し C > 0が存在し
|∂αx rN | ≤ C(1 + |x|)−p(1 + |ξ|)−N

が成立する．a#χについても同様である．

証明. 定理 2.2.1を a1 = χ, a2 = aとして適用したときの左辺第 2項を aN として定義す
ると aN に対する主張は明らかである．第 7.3節によると rN は次の形をした項

r =

∫
e−2i(ηz−yζ)∂γxχ(x+ θy)∂γξ a(x+ z, ξ + ζ)dydηdzdζ, |θ| ≤ 1, |γ| = N
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を (1− θ)N−1dθで積分したものの 1次結合であり dηdz で積分を行うと (2.1.3)より ∂αx r

は次の形の項の和である．

rα =

∫
e2iyζ∂γ+α

′

x χ(x+ θy)∂α
′′

x ∂γξ a(x, ξ + ζ)dydζ, α′ + α′′ = α.

ここで 〈y〉−2l〈Dζ/2〉2le−2iyζ = e−2iyζ , 〈ζ〉−2k〈Dy/2〉2ke−2iyζ = e−2iyζ に注意して部分
積分を行うと rα は定数倍を除いて∫

e2iyζ〈Dy/2〉2k〈ζ〉−2k〈Dζ/2〉2l〈y〉−2l∂γ+α
′

x χ(x+ θy)∂α
′′

x ∂γξ a(x, ξ + ζ)dydζ

に等しい．χ の support が |x| ≤ R に含まれるとすると 1 + |x| ≤ 1 + |x + θy| + |y| ≤
(1+ |x+θy|)(1+ |y|)より ∂γ+α

′

x χ(x+θy)の support上で (1+ |x|)p ≤ (1+R)p(1+ |y|)p

である．ゆえに (1 + |ξ|)N ≤ (1 + |ξ + ζ|)N (1 + |ζ|)N に注意して
∣∣(1 + |ξ|)N (1 + |x|)prα

∣∣ ≤ C

∫
〈y〉p−2l〈ζ〉N−2kdydζ

が得られる．2l− p ≥ d+ 1, 2k −N ≥ d+ 1と l, k を選べば望む評価が得られる．a#χ
についても同様に証明できる．

2.3 波面集合
U ⊂ Rd × (Rd \ 0) が錐集合であるとは，(x, ξ) ∈ U ならば (x, rξ) ∈ U (r > 0) が成
立するときをいう．したがって U は {(x, ξ/|ξ|); (x, ξ) ∈ U} ⊂ Rd × Sd−1 と同一視でき
る．ここで Sd−1 は Rd の単位球である．以下では錐集合の位相はこの同一視を用いて
Rd × Sd−1 の部分集合としての位相を考えるものとする．また

◦
U で U の内部，U c で U

の補集合を表すものとする．また U ⋐ V は U が
◦
V で相対コンパクトであることを表す．

(x̄, ξ̄) ∈ Rd × (Rd \ 0)の近傍で錐集合であるものを (x̄, ξ̄)の錐近傍という．a ∈ Sm が錐
集合 U では Sk (k > m) の評価を満たすとき aは U で Sk ということにし，a ∈ Sk(U)

と表すことにする．π(U) = {x ∈ Rd; (x, ξ) ∈ U} で U の x -空間への射影を表すとし，
Ux̄ = {ξ ∈ Rd \ 0; (x̄, ξ) ∈ U}は U の x = x̄での切り口を表すとする．

定義 2.3.1. (x̄, ξ̄), ξ̄ ∈ Rd \ 0が u ∈ H−∞ の波面集合に属さないとは x̄のある近傍で 1

となる χ ∈ C∞
0 (Rd)と ξ̄ を含む開錐 Γ ⊂ Rd \ 0が存在し任意の N ∈ Nに対し

|F(χu)(ξ)| ≤ CN 〈ξ〉−N , ξ ∈ Γ

の成立することである．WF (u) ⊂ Rd × (Rd \ 0)は錐閉集合である．
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最初に χ ∈ C∞
0 (Rd), u ∈ Hq(Rd)のとき

|F(χu)(ξ)| ≤ C〈ξ〉−q+(d+1)/2, ξ ∈ Rd (2.3.4)

が成り立つことに注意する．q ≥ 0 の場合を示す．χ̂ ∈ S および 1 + |η| + |ξ| ≤
2(1 + |η|)(1 + |ξ − η|)より

|F(χu)(ξ)| ≤ C

∫
|χ̂(ξ − η)||û(η)|dη ≤ Cq

∫
〈ξ − η〉−q〈η〉−q〈η〉q|û(η)|dη

≤ C ′
q(1 + |ξ|)−q+(d+1)/2

∫
〈η〉−(d+1)/2〈η〉q|û(η)|dη

と評価して Schwarzの不等式を用いればよい．

補題 2.3.1. 閉錐集合 U と Ux̄ ∩ Γ = ∅を満たす閉錐 Γ ⊂ Rd \ 0を考える．このとき x̄

の近傍 ω と閉錐 Γ̃ ⋑ Γがあって任意の α(x) ∈ C∞
0 (ω)および supph ⊂ U を満たす任意

の h ∈ S0，任意の p, q ∈ Rに対して C が存在し∣∣F(α op(h)v)(ξ)
∣∣, ∣∣F(op(h)αv)(ξ)

∣∣ ≤ C(1 + |ξ|)p‖v‖q, ξ ∈ Γ̃, v ∈ Hq (2.3.5)

が成立する．

証明. 仮定より ({x̄} × Γ) ∩ U = ∅ であるから x̄ のコンパクト近傍 ω と Γ ⋐ Γ̃ を満た
す閉錐 Γ̃で (ω × Γ̃) ∩ U = ∅を満たすものがある．したがって ϵ > 0が存在して ξ ∈ Γ̃,

(x, η) ∈ π−1(ω)∩U , |ξ|+ |η| = 1のとき |ξ − η| ≥ ϵ が成立する．Γ̃は錐，U は錐集合で
あったから

ξ ∈ Γ̃, (x, η) ∈ π−1(ω) ∩ U =⇒ |ξ − η| ≥ ϵ(|ξ|+ |η|) (2.3.6)

が成立する．α(x) ∈ C∞
0 (ω) に対し α(x)op(h) = op(α#h) を考えると補題 2.2.1 よ

り任意の m ∈ N に対して α#h − hm = rm ∈ S−m と書ける. ここで hm ∈ S0 で
supphm ⊂ π−1(ω) ∩ U である．容易にわかるように

F(op(hm)v)(ξ) = π−d
∫
e−2ix(ξ−η)hm(x, η)v̂(2η − ξ)dxdη (2.3.7)

であるから e−2ix(ξ−η) = 〈ξ − η〉−2N 〈Dx/2〉2Ne−2ix(ξ−η)を用いて部分積分を繰り返すと
∣∣F(op(hm)v)(ξ)

∣∣ ≤ C

∫
〈ξ − η〉−2N |〈Dx/2〉2Nhm(x, η)||v̂(2η − ξ)|dxdη

が得られるが (2.3.6) より ξ ∈ Γ̃のとき上式の右辺が (2.3.5) の右辺で評価されることは
容易に示される．つぎに (2.3.7)で hm を rm で置き換えて同様に部分積分を繰り返すと
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補題 2.2.1より |〈Dx/2〉2Nrm(x, η)| ≤ C(1 + |x|)−d−1(1 + |η|)−m ゆえ
∣∣F(op(rm)v)(ξ)

∣∣ ≤ Cm

∫
(1 + |ξ − η|2)−N (1 + |η|)−m|v̂(2η − ξ)|dη

≤ Cm

∫
(1 + |ξ − η|+ |η|)−min{2N,m}|v̂(2η − ξ)|dη

と評価される．ここで N , mは任意であるから上式の右辺が (2.3.5) の右辺で (任意の ξ

について) 評価されることが従う．F(op(h)αv)(ξ)についても同様である．

命題 2.3.1. h ∈ S0 の support は閉錐集合 U に含まれるとする．このとき任意の
v ∈ H−∞ についてWF (op(h)v) ⊂ U である．

証明. Γ = {λ ξ̄;λ > 0} とおく．(x̄, ξ̄) 6∈ U とすると Ux̄ ∩ Γ = ∅ ゆえ補題 2.3.1 より
(x̄, ξ̄) 6∈WF (op(h)v)が従う．

補題 2.3.2. h ∈ S0 の supportはコンパクト錐集合に含まれるとし u ∈ Hq は任意の N

に対して û(ξ) = O(|ξ|−N )を開錐 Γで満たすとする．このとき任意の N および任意の開
錐 Γ′ ⋐ Γに対して C が存在し∣∣F(op(h)u)(ξ)

∣∣ ≤ C〈ξ〉−N
{
sup
η∈Γ

(1 + |η|)N+(d+1)/2|û(η)|+ ‖u‖q
}
, ξ ∈ Γ′

が成立する．

証明. (2.3.7)より F(op(h)u)(ξ) = π−d ∫ e−2ix(ξ−η)h(x, η)û(2η − ξ)dxdη を

πdF(op(h)u)(ξ) =

∫
|ξ−η|<c|ξ|

+

∫
|ξ−η|≥c|ξ|

=

∫
|ξ−η|<c|ξ|

+

∫
|η|≥c|ξ|

e2ixηh(x, η + ξ)û(2η + ξ)dxdη = I1 + I2

と書く. 0 < c < 1を |ξ − η| < c|ξ|かつ ξ ∈ Γ′ なら 2η − ξ = ξ + 2(η − ξ) ∈ Γが成立す
るように選ぶと部分積分によって

|I1(ξ)| ≤
∫
|ξ−η|<c|ξ|

〈ξ − η〉−2N |〈Dx/2〉2Nh(x, η)||û(2η − ξ)|dxdη

≤ C sup
η∈Γ

(1 + |η|)2N |û(η)|
∫
〈ξ − η〉−2N (1 + |2η − ξ|)−2Ndη

≤ C ′(1 + |ξ|)−2N+d+1 sup
η∈Γ

(1 + |η|)2N |û(η)|, ξ ∈ Γ′

が成り立つ．ここで 1 + |ξ|+ |η| ≤ 3(1 + |ξ − η|)(1 + |2η − ξ|)を利用した．I2 について
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は |η| ≥ c|ξ|で |2η + ξ| ≤ (2 + c−1)|η|に注意すると部分積分により

|I2(ξ)| ≤
∫
|η|≥c|ξ|

〈η〉−2N |〈Dx/2〉2Nh(x, η + ξ)||û(2η + ξ)|dxdη

≤ C〈ξ〉−2N+|q|+(d+1)/2

∫
〈η〉−(d+1)/2〈2η + ξ〉q|û(2η + ξ)|dη

≤ C ′〈ξ〉−2N+|q|+(d+1)/2‖u‖q

が従う．N は任意であるから主張が示された．

命題 2.3.2. h(x, ξ) ∈ S0 とする．このときWF (op(h)u) ⊂WF (u)．

証明. (x̄, ξ̄) 6∈ WF (u) とする．x̄ のある近傍で 1 となる β(x) ∈ C∞
0 (Rd) と ξ̄ の錐

近傍 Γ が存在し任意の N ∈ N に対し F(βv)(ξ) = O(|ξ|−N ) が Γ で成り立つ．α ∈
C∞

0 (Rd) を x̄ のある近傍で 1 で suppα ⊂ {β = 1} を満たすものとすると定理 2.2.1

より α#(β#h − h#β) ∈ S−∞ でまた α#h = hN + rN , rN ∈ S−N と書ける．ここ
で hN ∈ S0 の support はコンパクトである．これより α op(h)v = op(hN )βv + w,

w ∈ H−N+q と書ける．α̃ ∈ C∞
0 を x̄ のある近傍で 1 で supp α̃ ⊂ {α = 1} と選ぶと

α̃ op(h)v = α̃op(hN )βv + α̃w ゆえ α̃op(hN )βv に補題 2.3.2 を α̃w に (2.3.4) を適用す
ると (x̄, ξ̄) 6∈WF (op(h)u)が従う．

κを Rd 上の微分同相写像，U ⊂ Rd × (Rd \ 0)を錐集合とするとき
κ∗U = {(x, tκ′(x)η); (κ(x), η) ∈ U}

と定める．f が Rd 上の関数のときは κ∗f = f(κ(x))は κによる f の引き戻しを表すも
のとする．次のことは定義から明らかである．

tκ′(x)Uy =
(
κ∗U

)
x

(y = κ(x)). (2.3.8)

命題 2.3.3. κ は Rd 上の微分同相写像で，あるコンパクト集合の外では線形変換であ
るとする. U, V を V ∩ κ∗U = ∅ を満たす 2 つの閉錐集合とする．また h, k ∈ S0 は
supph ⊂ U , supp k ⊂ V とする．このとき任意の p, q ∈ Rに対して C が存在し次が成
り立つ．

‖op(k)κ∗op(h)v‖p ≤ C‖v‖q, v ∈ Hq.

証明. 最初に κ(x)が正則な線形変換 Axとする．このとき

κ∗op(h)v = (2π)−d
∫
ei(Ax−y)ξh((Ax+ y)/2, ξ)v(y)dydξ

= (2π)−d
∫
ei(x−y)

tAξh(A(x+ y)/2, ξ)v(Ay)|detA|dydξ

= (2π)−d
∫
ei(x−y)ξh(A(x+ y)/2, tA−1ξ)v(Ay)dydξ
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であるから hA(x, ξ) = h(Ax, tA−1ξ) とおくと κ∗op(h)v = op(hA)κ
∗v である．

supphA ⊂ κ∗U より k#hA ∈ S−∞ となる．ゆえに ‖op(k)κ∗op(h)v‖p =

‖op(k#hA)κ∗v‖p ≤ C‖κ∗v‖q ≤ C ′‖v‖q は明らかである．つぎに U , V がコ
ンパクト錐集合と仮定してよいことを確かめる．いま κ(x) は |x| ≥ R > 2

では線形変換 Ax に等しいとしてよい．χ(x) ∈ C∞
0 (Rd) を |x| ≤ R で 1,

|x| ≥ R + 1 で 0 とする．op(k)κ∗op(h) = op(k)(χ + (1 − χ))κ∗op(h) と書く
と op(k)(1 − χ)κ∗op(h) = op(k)(1 − χ)op(hA)κ

∗ である．定理 2.2.1 によれ
ば k#(1 − χ)#hA ∈ S−∞ であるから op(k#χ)κ∗op(h) を考えればよい．再び
定理 2.2.1 より任意の N に対し support がコンパクトな kN ∈ S0 があって
k#χ − kN ∈ S−N となるので op(kN )κ∗op(h) を考えればよい．χ̃(x) = χ(κ−1(x))

とし op(kN )κ∗op(h) = op(kN )κ∗(χ̃ + (1 − χ̃))op(h) と書いて同様に考えると
op(kN )κ∗χ̃op(h)を考えればよく，χ̃#h− hN ′ ∈ S−N ′ と書くと結局 op(kN )κ∗op(hN ′)

を考えればよいことがわかる．すなわち U , V はコンパクト錐集合と仮定できる．
U, V のコンパクト錐近傍 U ⋐ W , V ⋐ Z で Z ∩ κ∗W = ∅ を満たすものをとってく

る．Γ̃y =
◦
Wy, Γx =

◦
Zx とおくと Uy ∩ Γ̃cy = ∅より補題 2.3.1を適用すると y の近傍 Ωy

があって任意の α ∈ C∞
0 (Ωy)，任意の p, q ∈ Rに対して∣∣F(α op(h)v)(η)

∣∣ ≤ C(1 + |η|)p‖v‖q, η ∈ Γ̃cy , v ∈ Hq (2.3.9)

が成立する．同様に Vx ∩ Γcx = ∅より xの近傍 ωx と Γcx を内部に含む閉錐 Γ̂x があって任
意の β ∈ C∞

0 (ωx), 任意の p, q ∈ Rに対して∣∣F(op(k)βu)(ξ)
∣∣ ≤ C(1 + |ξ|)p‖u‖q, ξ ∈ Γ̂x, u ∈ Hq (2.3.10)

が成り立つ．必要なら ωx をさらに小さくとって κ(ωx) ⋐ Ωy (y = κ(x)) と仮定してよ
い．π(Z) はコンパクトであるから有限個の ωxi

で覆うことができる．ωxi
= ωi と記す

ことにする．Ωi = Ωyi , Γi = Γxi
, Γ̃i, Γ̂i なども同様とする．次に βi ∈ C∞

0 (ωi) を π(Z)

上で∑
i βi = 1 を満たすようにとってくる．k#(1 −

∑
βi) ∈ S−∞ であるから op(k)

の代わりに ∑
i op(k)βi を考えればよい．κ(ωi) 上では 1 であるような αi ∈ C∞

0 (Ωi)

を考えると βiκ
∗(1 − αi) ≡ 0 であるから op(k)βiκ

∗ の代わりに ∑
i op(k)βiκ

∗αi を
考えればよい．u = αiop(h)v とおいて κ∗u を逆 Fourier 変換を用いて表すと κ∗u =

(2π)−d
∫
ei⟨κ(x),η⟩û(η)dη より

F(βiκ
∗u) = (2π)−d

∫
βi(x)e

i(⟨κ(x),η⟩−⟨x,ξ⟩)û(η)dηdx =

∫
I(ξ, η)û(η)dη

とかける．ここで

I(ξ, η) = (2π)−d
∫
βi(x)e

i(⟨κ(x),η⟩−⟨x,ξ⟩)dx
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とおいた．最初に任意の N ∈ Nに対して∣∣I(ξ, η)∣∣ ≤ CN (1 + |ξ|)−N (1 + |η|)N , ξ, η ∈ Rd (2.3.11)

が成り立つことをみておく．d(〈κ(x), η〉 − 〈x, ξ〉) = 〈dx, tκ′(x)η − ξ〉 に注意する．仮定
より B > 0 があって |tκ′(x)η| ≤ B|η| なので |ξ| ≥ 2B|η| なら |tκ′(x)η − ξ| ≥ |ξ|/2 が
成立する．そこで部分積分を繰り返すと |I(ξ, η)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N が得られる．一方
|ξ| ≤ 2B|η| のときは自明な不等式 |I(ξ, η)| ≤ C ≤ C(2B)N (1 + |ξ|)−N (1 + |η|)N より
(2.3.11)は明らかである．
次に ωi は x ∈ ωi かつ η ∈ Γ̃i ならば tκ′(x)η /∈ Γi が成立するように選べていると仮定

してよいので ϵ > 0があって

x ∈ ωi η ∈ Γ̃i, ξ ∈ Γi =⇒ |tκ′(x)η − ξ| ≥ ϵ(|ξ|+ |η|) (2.3.12)

が成り立つ．実際，|ξ|+ |η| = 1のとき左辺が 0にならないことから斉次性を用いればよ
い．(2.3.12)を利用して部分積分を繰り返すと∣∣I(ξ, η)∣∣ ≤ CN (1 + |ξ|+ |η|)−N , ξ ∈ Γi, η ∈ Γ̃i (2.3.13)

が得られる．まとめると∣∣F(βiκ
∗u)(ξ)

∣∣ ≤ C ′
N

(∫
Γ̃i

|û(η)|(1 + |ξ|+ |η|)−Ndη

+(1 + |ξ|)−N
∫
Γ̃c
i

|û(η)|(1 + |η|)Ndη
)
, ξ ∈ Γi

が成立する．(2.3.9)より任意の pに対して η ∈ Γ̃ci で |û(η)| ≤ C(1 + |η|)p‖v‖q が成り立
つことに注意すると任意の N ∈ N に対し

∣∣F(βiκ
∗u)(ξ)

∣∣ ≤ C〈ξ〉−N‖v‖q (ξ ∈ Γi) が従
う．ここで補題 2.3.2を Γ = Γi, Γ

′ = Γ̂ci として適用すると∣∣F(op(k)βiκ
∗αiop(h)v)(ξ)

∣∣ ≤ C〈ξ〉−N
(
‖v‖q + ‖αiop(h)v‖q

)
≤ C ′〈ξ〉−N‖v‖q, ξ ∈ Γ̂ci

が得られる．ξ ∈ Γ̂i のときは (2.3.10)より任意の pに対して∣∣F(op(k)βiκ
∗αiop(h)v)(ξ)

∣∣ ≤ C〈ξ〉p‖κ∗αiop(h)v‖q ≤ C ′〈ξ〉p‖v‖q

が得られるのでこの 2つを合わせて結論を得る．
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第 3章

１階双曲型作用素

実数値の λ(t, x, ξ) ∈ C∞(R;S1)に対して Dt + op(λ)に対する初期値問題が一意的に
可解であることを示す．これより初期値問題の解作用素が定義できるがこの解作用素が有
限伝播の性質を持つことも示す．この章の議論は第 6章で行う議論の雛形でもある．

3.1 初期値問題
この節では記号を少し変えて x0 = t, x = (x1, . . . , xd), D = (D1, . . . , Dd), Dt =

−i ∂/∂tと書くことにする．次の初期値問題を考えよう．{
Dtu+ op(λ(t))u = f, τ < t, x ∈ Rd,
u(τ, x) = ϕ(x), x ∈ Rd. (3.1.1)

ここで λ(t, x, ξ) ∈ C∞(R;S1)とし，更に Imλ(t, x, ξ) ∈ C∞(R;S0)と仮定する．

補題 3.1.1. P = Dt + op(λ(t)) とおき T > 0 を 1 つ固定する．このとき任意の s ∈ R
に対し C > 0が存在して任意の u ∈ ∩1

j=0C
j([τ, T ];Hs+1−j)について

‖u(t, ·)‖s ≤ C
(
‖u(τ, ·)‖s +

∫ t

τ

‖Pu(t′)‖sdt′
)
, −T ≤ τ ≤ t ≤ T (3.1.2)

が成立する．

証明. θ > 0をパラメーターとして Pθ = e−θtPeθt = Dt − iθ + op(λ)を考えると

−2Im(Pθu, u) = ∂t‖u(t)‖2 + 2θ‖u(t)‖2 − 2(op(Imλ)u, u)

である．仮定と定理 2.2.2から C > 0が存在し |t| ≤ T で |(op(Imλ)u, u)| ≤ C‖u‖2 が成
り立つので uを 〈D〉suで置き換えると

−2Im(Pθ〈D〉su, 〈D〉su) ≥ ∂t‖u(t)‖2s + 2(θ − C)‖u‖2s
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が従う．[Pθ, 〈D〉s] = [op(λ), 〈D〉s] = op(λ#〈ξ〉s − 〈ξ〉s#λ) であるが定理 2.2.1 より
λ#〈ξ〉s − 〈ξ〉s#λ ∈ Ss ゆえ任意の s ∈ Rに対して θs が存在して θ ≥ θs のとき

2‖Pθu‖s‖u‖s ≥ −2Im(〈D〉sPθu, 〈D〉su) ≥ ∂t‖u(t)‖2s + θ‖u‖2s (3.1.3)

が成立する．τ から tまで積分して u(t)を e−θtu(t)で置き換えると

e−2θt‖u(t)‖2s ≤ e−2θτ‖u(τ)‖2s +
∫ t

τ

e−2θt′‖Pu(t′)‖s‖u(t′)‖sdt′

を得る．この式の [τ, t]上での supを考えると

M2 = sup
τ≤t′≤t

e−2θt′‖u(t′)‖2s ≤ e−2θτ‖u(τ)‖2s + 2M

∫ t

τ

e−θt
′
‖Pu(t′)‖sdt′

が従いこれより(
M −

∫ t

τ

e−θt
′
‖Pu(t′)‖sdt′

)2

≤
(
e−θτ‖u(τ)‖s +

∫ t

τ

e−θt
′
‖Pu(t′)‖sdt′

)2

が成り立ち (3.1.2)を得る．

定理 3.1.1. T > 0 を 1 つ固定し |τ | ≤ T とする．このとき任意の s ∈ R，任意の
f ∈ L1((τ, T );Hs) および任意の ϕ ∈ Hs に対して初期値問題 (3.1.1) の一意的な解
u ∈ ∩1

j=0C
j([τ, T ];Hs−j)が存在する．またこの u(t)は (3.1.2)を満たす．

証明. f = 0, ϕ = 0とすると (3.1.2)から u = 0が従い一意性が示される．次に uの存在
を示す．命題 7.2.1 より P ∗ = Dt + op(λ̄(t))であるから Imλ̄ = −Imλ ∈ C∞(R;S0)に
注意し P ∗

θ = eθtP ∗e−θt = Dt + iθ + op(λ̄)とおき同様に考えると

2 Im(〈D〉−sP ∗
θ v, 〈D〉−sv) ≥ −∂t‖v(t)‖2−s + θ‖u‖2−s, θ ≥ θ′s

が成り立つ．[t, T ]上で積分し v を eθtv で置き換え補題 3.1.1の議論を繰り返すと

‖v(t)‖−s ≤ C
(
‖v(T )‖−s +

∫ T

t

‖P ∗v(t)‖−sdt
)

(3.1.4)

が得られる．つぎに {P ∗v; v ∈ C∞
0 ({(t, x); t < T})}上の反線形形式

L : P ∗v 7→ −i(ϕ, v(τ)) +
∫ T

τ

(f, v)dt
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を考えよう．(3.1.4)より L は well-definedでさらに

|(ϕ, v(τ))| ≤ ‖ϕ‖s‖v(τ)‖−s ≤ C‖ϕ‖s
∫ T

τ

‖P ∗v(t)‖−sdt,∣∣∣ ∫ T

τ

(f, v)dt
∣∣∣ ≤ sup

τ≤t≤T
‖v(t)‖−s

∫ T

τ

‖f‖sdt

≤ C

∫ T

τ

‖P ∗v(t)‖−sdt
∫ T

τ

‖f(t)‖sdt

と評価されるので Hahn-Banachの定理によって Lは L1([τ, T ];H−s)上の反線形形式に
拡張される．ゆえに L1([τ, T ];H−s) の双対空間 L∞([τ, T ];Hs) の元 u が存在し任意の
g ∈ L1([τ, T ];H−s)に対して

L(g) =
∫ T

τ

(u, g)dt

が成立する．ここで g = P ∗v と選ぶと

−i(ϕ, v(τ)) +
∫ T

τ

(f, v)dt =

∫ T

τ

(u, P ∗v)dt (3.1.5)

が任意の v ∈ C∞
0 ({(t, x); t < T}) について成立する．v を C∞

0 ({(t, x); 0 < t < T}) に
制限することによって u は超関数の意味で Pu = f を (τ, T ) × Rd で満たすことがわか
る．Dtu = −op(λ)u+ f から u ∈ C([τ, T ];Hs−1)が従い v(τ) ∈ C∞

0 は任意であるから
(3.1.5) より u(τ) = ϕも従う．そこで ϕν ∈ S(Rd), fν ∈ S(R1+d)を

‖ϕ− ϕν‖s → 0,

∫ T

τ

‖f − fν‖sdt→ 0

と選ぶ．このとき Dtuν + op(λ)uν = fν の解 uν ∈ ∩1
j=0C

j([τ, T ];Hs+1−j)で uν(τ) =

ϕν を満たすものがある．(3.1.2)より ν → ∞のとき uν は C([τ, T ];Hs)の Cauchy列と
なるのでその極限が求める解になる．証明より極限の uが (3.1.2)を満たすことは明らか
である．

系 3.1.1. ϕ ∈ H∞ とすると (3.1.1)で f = 0のとき u ∈ C1([τ, T ];H∞(Rd))である．

3.2 解作用素の有限伝播性
定義 3.2.1. Reλ(t) = λ1(t) ∈ S1 とおく．f(t, x, ξ) ∈ C∞((−T, T );S0)がある c > 0に
ついて

∂tf ≥ c, ∂tf ≥
∣∣{λ1, f}∣∣ (3.2.6)

を満たすとき f は (P に対して) 空間的であるという．
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f を空間的とするとき

f̄(t, x, ξ) =

{
exp (1/f(t, x, ξ)) (f < 0)

0 (f ≥ 0)
(3.2.7)

とおき，さらに
f̄1 = f−1(∂tf)

1/2f̄ , m = f(∂tf)
−1/2 (3.2.8)

と定義する．f̄ , f̄1, ∂tf̄ , m ∈ S0 などを確かめることは容易である．また

f̄ −m#f̄1 ∈ S−1

も明らかである．ℓ ≥ 0を 1つ固定し wδ = 〈δξ〉−ℓ (0 < δ < 1) とおき

F δ = op(wδ f̄), F δ1 = op(wδ f̄1)

と定義する．δ によらない Cβ があって |∂βξ w
±1
δ | ≤ Cβw

±1
δ 〈ξ〉−|β| が成立することをみる

のは容易である．以下の考察はすべて 0 < δ < 1について一様であり，このことはいちい
ちことわらない．

定義 3.2.2. Si(t, ·), i = 1, 2 を C1((−T, T );Hs) 上の実数値の汎関数とする．δ によら
ない定数 C = Cs > 0が存在して∣∣S1(t, u(t))− S2(t, u(t))

∣∣ ≤ C
(
‖u‖2s−1/2 + ‖F δu‖2s

)
, u(t) ∈ C1((−T, T );Hs)

が成立するとき S1
s∼ S2 と書くことにする．また S1(t, u(t)) − S2(t, u(t))が上式の右辺

で評価されるとき S1

s

≲ S2 あるいは S2

s

≳ S1 と表す．

以下，定数 c, C は δ には依らないが一般には sに依存し，行ごとに変わりうる．まず
(〈D〉s[Dt − iθ, F δ]u, 〈D〉sF δu) = −i(〈D〉sop(wδ∂tf̄)u, 〈D〉sF δu) を考えよう．wδ f̄ −
m#(wδ f̄1) ∈ S−1 より F δ = op(m)F δ1 +op(r), r ∈ S−1 と書くことができる．次に交換
子を使って op(m)を順次左に移してゆく．各操作で生じる新たな作用素のシンボルはす
べて S−1 に属する．最後にm#(wδ∂tf̄) + wδ f̄1 ∈ S−1 を利用すると

(〈D〉s[Dt − iθ, F δ]u, 〈D〉sF δu) s∼ i‖F δ1 u‖2s (3.2.9)

が成立することが容易にわかる．次に (〈D〉s[op(λ), F δ]u, 〈D〉sF δu) を考察する．こ
の項は明らかに s∼ −i(〈D〉sop({λ,wδ f̄})u, 〈D〉sF δu) である．{λ,wδ f̄} = {λ, f̄}wδ +
{λ,wδ}f̄ と 2 項に分けると m#({λ, f̄}wδ) +

(
{λ, f}/∂tf

)
#(wδ f̄1) ∈ S−1 ゆえ上と同

様にしてこの項は
s∼ (〈D〉sop(i({λ, f}/∂tf))F δ1 u, 〈D〉sF δ1 u)
s∼ (op(i({λ, f}/∂tf))〈D〉sF δ1 u, 〈D〉sF δ1 u)
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である．もう一方の項については {λ,wδ}w−1
δ ∈ S0 は容易に確かめられるので

{λ,wδ}f̄ − ({λ,wδ}w−1
δ )#(wδ f̄) ∈ S−1 となってこの項は
s∼ (〈D〉sop(i{λ,wδ}w−1

δ )F δu, 〈D〉sF δu) s∼ 0

である．したがってまとめると

−2Im(〈D〉s[F δ, Pθ]u, 〈D〉sF δu)
s

≳ 2‖F δ1 u‖2s + 2Re(op(i{λ, f}/∂tf)〈D〉sF δ1 u, 〈D〉sF δ1 u)

が成立する．右辺第 2項を ‖op({λ, f}/∂tf)〈D〉sF δ1 u‖2 + ‖F δ1 u‖2s で評価すると右辺はさ
らに

s

≳ ‖F δ1 u‖2s − ‖op({λ, f̄}/∂tf)〈D〉sF δ1 u‖2

と評価される．({λ, f}/∂tf)#({λ, f}/∂tf) − ({λ, f}/∂tf)2 ∈ S−1 より右辺はさら
に s∼

(
op(1 − ({λ, f}/∂tf)2)〈D〉sF δ1 u, 〈D〉sF δ1 u) である．f を空間的とすると 1 −

({λ, f}/∂tf)2 ≥ 0であるから後で証明する系 5.2.1を適用すると(
op(1− ({λ, f}/∂tf)2)〈D〉sF δ1 u, 〈D〉sF δ1 u) ≥ −C‖F δ1 u‖−1/2+s

s∼ 0

となる．まとめると

補題 3.2.1. f を空間的とすると任意の s ∈ Rに対して Cs が存在して

−Im(〈D〉s[F δ, Pθ]u, 〈D〉sF δu) ≥ −Cs
(
‖u‖2s−1/2 + ‖F δu‖2s

)
が成立する．

(3.1.3)と補題 3.2.1より

−2Im(〈D〉sF δPθu, 〈D〉sF δu) = −2Im(〈D〉s[F δ, Pθ]u, 〈D〉sF δu)

−2Im(〈D〉sPθF δu, 〈D〉sF δu) ≥ ∂t‖F δu‖2s + (θ − Cs)‖F δu‖2s − Cs‖u‖2s−1/2

を得る．θを θ−Cs ≥ 0と選ぶ．いまある lがあって limt↓τ ‖u(t)‖l = 0 が成り立つとす
る．ℓ を s + ℓ ≤ l と選ぶと δ > 0 のとき ‖F δu‖s ≤ Cδ‖u‖l ゆえ limt↓τ ‖F δu(t)‖s = 0

であるから

‖F δu(t)‖2s ≤ Cs

∫ t

τ

‖u(t′)‖2s−1/2dt
′ + 2

∫ t

τ

‖F δu‖s‖F δPθu‖sdt′

が従う．uを e−θtuで置き換えると |τ | ≤ T , τ ≤ t ≤ T のとき

‖F δu(t)‖2s ≤ Cs

(∫ t

τ

‖u(t′)‖2s−1/2dt
′ +

∫ t

τ

‖F δu‖s‖F δPu‖sdt′
)
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が成り立つ．そこで
Ms(u; t) = sup

τ≤t′≤t
‖u(t′)‖s (3.2.10)

とおくと M2
s (F

δu; t) ≤ CsM
2
s−1/2(u; t) + CsMs(F

δu; t)
∫ t
τ
‖F δPu(t′)‖sdt′ が従い

Ms(F
δu; t) ≤ CsMs−1/2(u; t) + Cs

∫ t
τ
‖F δPu(t′)‖sdt′ を得る．δ → 0として

Ms(Fu; t) ≤ CsMs−1/2(u; t) + Cs

∫ t

τ

‖FPu(t′)‖sdt′ (3.2.11)

が成立する．まとめると

補題 3.2.2. f は P に対して空間的とし F = op(f̄) とおく．ある l ∈ R について u ∈
C([τ, T ];H l) で limt↓τ ‖u(t)‖l = 0 が成り立つとする．このとき Ms−1/2(u; t) < +∞,

τ ≤ t ≤ T かつ FPu ∈ L1([τ, T ];Hs)ならばMs(Fu; t) < +∞, τ ≤ t ≤ T である．さ
らに (3.2.11) が成り立つ．

前節で P = Dt+op(λ(t))に対する初期値問題を解いたがこの解作用素が有限伝播であ
ることを示そう．そのためにまず空間的なシンボルの族を導入する．χ(s) ∈ C∞(R)を非
減少で |s| ≤ 1では χ(s) = s，|s| ≥ 2で |χ(s)| = 2となるもの，また 0 ≤ χ̃(ξ) ∈ C∞(Rd)
を原点の近傍では 0で |ξ| ≥ 1で χ̃ = 1を満たすものとして w = (y, η) ∈ Rd × (Rd \ 0)
に対して

dϵ(x, ξ;w) =
{
Σdj=1χ

2(xj − yj) + χ̃(ξ)
∣∣ξ/|ξ| − η/|η|

∣∣2 + ϵ2
}1/2

とおく. |ξ| ≥ 1のとき d2ϵ(x, ξ;w) ≥ min {1, |x− y|2}+ |ξ/|ξ| − η/|η||2 + ϵ2 に注意しよ
う．以下しばしば wを省略して dϵ(x, ξ)と書く．ϵ 6= 0なら dϵ ∈ S0 を確かめるのは容易
である．0 < ν を正のパラメーターとして

fϵ(t, x, ξ;w) = t− τ − 2νϵ+ νdϵ(x, ξ;w) (3.2.12)

とおく．ϵ > 0 によらない C > 0 があって |∂αx ∂
β
ξ dϵ| ≤ C〈ξ〉−|β| (|α + β| = 1) が成り

立っているので ν0 > 0が存在して 0 < ν ≤ ν0 のとき fϵ は ϵ > 0によらず空間的である．

命題 3.2.1. (3.2.12) の fϵ に対して Fϵ = op(f̄ϵ) とおく．ある l, l′ ∈ R について
u ∈ C([τ, T ];H l)，limt↓τ ‖u(t)‖l = 0 および Pu ∈ L1([τ, T ];H l′) とする．いまある
ϵ0 > 0, s0 ∈ Rに対し Fϵ0Pu ∈ L1([τ, T ];Hs0) とすると任意の 0 < ϵ < ϵ0 および任意
の s ≤ s0 − 1/2に対して Fϵu ∈ C([τ, T ];Hs) でさらに

‖Fϵu(t)‖s ≤ C

∫ t

τ

‖Fϵ0Pu(t1))‖s0dt1 + C
(∫ t

τ

‖Pu(t1)‖l′dt1 +Ml(u; t)
)

が成立する．
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証明. まず ϵ < ϵj < ϵ0 を単調減少で j → ∞ のとき ϵj ↓ ϵ となるように選ぶ．以下
Fj = Fϵj , fj = fϵj と書き j に関する帰納法で l + j/2 ≤ s0 なる j に対して

Ml+j/2(Fju; t) ≤ CjMl(u; t)

+Cj

∫ t

τ

{
‖F0Pu(t1)‖l+j/2dt1 + ‖Pu(t1)‖l′

}
dt1

(3.2.13)

を示そう．gj ∈ S0 を supp gj ⊂ {fj < 0} および {fj+1 < 0} ⊂ {gj = 1} が満
たされるように選ぶ．Fj+1Pop(gj)u = Fj+1op(gj)Pu + Fj+1[P, op(gj)]u と書くと定
理 2.2.1 より C が存在し ‖Fj+1[P, op(gj)]u‖l+(j+1)/2 ≤ C‖u‖l は明らかである．ま
た f̄ j+1#gj − f̄ j+1 ∈ S−∞ であるから同様に議論すると ‖Fj+1Pop(gj)u‖l+(j+1)/2 は
C(‖Fj+1Pu‖l+(j+1)/2 + ‖u‖l + ‖Pu‖l′) で評価される．また kj ∈ S0 があって f̄ j+1 −
kj#f̄0 ∈ S−∞ であるから，結局

‖Fj+1Pop(gj)u‖l+(j+1)/2 ≤ C
{
‖F0Pu‖l+(j+1)/2 + ‖u‖l + ‖Pu‖l′

}
が成立する．従って補題 3.2.2 が s = l + (j + 1)/2 ≤ s0, F = Fj+1, u = op(gj)uとし
て適用でき

Ml+(j+1)/2(Fj+1op(gj)u; t) ≤ CMl+j/2(op(gj)u; t)

+C

∫ t

τ

{
‖F0Pu‖l+(j+1)/2 + ‖Pu‖l′

}
dt1 + CMl(u; t)

(3.2.14)

が成立する．k̃j ∈ S0 があって gj − k̃j#f̄j ∈ S−∞ より Ml+j/2(op(gj)u; t) ≤
C{Ml+j/2(Fju; t) + Ml(u; t)} が成り立つ．また f̄ j+1gj = f̄ j+1 であるから同様に
して Ml+(j+1)/2(Fj+1u; t) ≤ C{Ml+(j+1)/2(Fj+1op(gj)u; t) + Ml(u; t)} が成立する．
従って帰納法の仮定 (3.2.13) と (3.2.14) より (3.2.13) が j + 1 について成立すること
がわかる．すなわち (3.2.13) が l + j/2 ≤ s0 をみたす最大の j = j0 について成立
する．ϵ < ϵj0 であるから k ∈ S0 があって f̄ϵ = kf̄j0 とかけるので同様の議論から
Ml+j0/2(Fϵu; t) ≤ C{Ml+j0/2(Fj0u; t) +Ml(u; t)}ゆえ結論を得る．

fϵ0 < 0

fϵ < 0

(x, ξ/|ξ|)
τ

ϵ < ϵ0
t

τ + νϵ0
τ + νϵ

w √
3ϵ

命題 3.2.1を初期値問題 (3.1.1)で f = 0, ϕ 6= 0の場合に応用してみよう．
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系 3.2.1. u ∈ ∩1
j=0C

j([τ, T ];Hs−j)を f = 0, ϕ ∈ Hs のときの初期値問題 (3.1.1)の解
とする．0 < ϵ0 < 1/

√
3とし supp a ⊂ {|x− y|2 + |ξ/|ξ| − η/|η||2 ≤ 3ϵ20}を満たす任意

の a ∈ S0 に対して op(a)ϕ ∈ H∞ であるとする．このとき任意の 0 < ϵ < ϵ0 に対して
Fϵu ∈ C([τ, T ];H∞)である．

証明. d = (|x−y|2+|ξ/|ξ|−η/|η||2)1/2とおく．(3.2.7)に倣って f̌(t, x, ξ)を f(t, x, ξ) >

0 では e−1/f それ以外では 0 として定義する．fϵ は (3.2.12) で定義したものとすると
f̌ϵ ∈ S0 は容易にわかる．いま ϵi > 0 を ϵ < ϵ2 < ϵ1 < ϵ0 と選ぶと |ξ| ≥ 1, d ≥

√
3 ϵ0

のとき f̌ϵ1(τ, x, ξ) > 0であるから d ≥
√
3 ϵ0, |ξ| ≥ 2で α(x, ξ)f̌ϵ1(τ, x, ξ) = 1を満たす

ような α ∈ S0 が存在する．w = u − op(αf̌ϵ1)ϕとおこう．g = −Pop(αf̌ϵ1)ϕとすると
Pw = g である．wi をそれぞれ初期値問題

Pw1 = g, w1(τ, ·) = 0, Pw2 = 0, w2(τ, ·) = w(τ, ·)

の解とすると一意性より w = w1 + w2 である．w2(τ) = op(1 − αf̌ϵ1(τ))ϕで supp(1 −
αf̌ϵ1(τ)) ⊂ {d ≤

√
3 ϵ0} ∪ {|ξ| ≤ 2}であるから仮定より w2(τ) ∈ H∞ であり系 3.1.1に

よると w2(t) ∈ C([τ, T ];H∞)である．他方 f̄ϵ2 f̌ϵ1 ≡ 0であるから定理 2.2.1を適用する
と Fϵ2g ∈ C([τ, T ];H∞)が従う．ゆえに命題 3.2.1より Fϵw1 ∈ C([τ, T ];H∞)が成り立
ち Fϵw ∈ C([τ, T ];H∞)を得る．u = w+op(αf̌ϵ1)ϕであったから f̄ϵf̌ϵ1 ≡ 0より結論を
得る．

初期値問題 (3.1.1)で ϕ = 0のときの解作用素

G : L1((τ, T );Hs) 3 f(t) 7→ u(t) ∈ C([τ, T ];Hs) (3.2.15)

を考える．このとき (τ, T )× Rd で PGf = f でありまた

‖Gf(t, ·)‖s ≤ C

∫ t

τ

‖f(t1)‖sdt1, τ ≤ t ≤ T (3.2.16)

が成立している．

命題 3.2.2. U1 を閉錐集合，U2 をコンパクト錐集合とし U1 ∩ U2 = ∅ を満たすとする．
このとき δ = δ(Ui) > 0 が存在し任意の li ∈ R および supphi ⊂ Ui を満たす任意の
hi ∈ S0(R2d)に対し C > 0が存在し

‖op(h2)G op(h1)f(t)‖l1 ≤ C

∫ t

τ

‖f(t1)‖l2dt1, τ ≤ t ≤ τ + δ

が任意の f ∈ L1((τ, τ + δ);H l2)について成立する．
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証明. fϵ(x, ξ;w)を (3.2.12)で定義したものとし，ν > 0 (ϵによらない)を fϵ が空間的に
なるように 1つ選ぶ．16 ϵ2 ≤ |x− x̃|2+ |ξ/|ξ|− ξ̃/|ξ̃||2 が任意の (x, ξ) ∈ U1, (x̃, ξ̃) ∈ U2

について成り立つような 0 < ϵ < 1/4を 1つ選んで固定する．いま 0 < ν1 < ν を 1つ任
意に決めると U2 はコンパクトであるから有限個の wi = (yi, ηi) ∈ U2, i = 1, . . . , n が存
在して

U2 ⊂ ∪ni=1{fϵ(τ + ν1ϵ, x, ξ;wi) = −(2ν − ν1)ϵ+ νdϵ(x, ξ;wi) < 0}

が成立する．fi,ϵ = fϵ(τ, x, ξ;wi), Fi,ϵ = op(f̄ i,ϵ) とおく．このとき [τ, τ + ν1ϵ] × U2

上で ∑
i fi,ϵ < 0 となることは明らかである．一方 ϵ の選び方から {fi,2ϵ(t, x, ξ) =

t− τ − 4νϵ+ νd2ϵ(x, ξ;wi) < 0}は [τ, τ + ν1ϵ]× (U1 ∩{|ξ| ≥ 1}) と交わらない．よって
任意の p ∈ Rについて ∫ t

τ
‖Fi,2ϵop(h1)f‖pdt1 ≤ C

∫ t
τ
‖f‖l2dt1 である．ここで命題 3.2.1

を u = Gop(h1)f ∈ C([τ, τ + ν1ϵ];H
l2), Fϵ0 = Fi,2ϵ, Fϵ = Fi,ϵ, l = l′ = l2 として適用

する．Pu = op(h1)f であるから任意の s < p− 1/2について

‖Fi,ϵGop(h1)f‖s ≤ C

∫ t

τ

{
‖Fi,2ϵop(h1)f‖p + ‖op(h1)f‖l2

}
dt1

+CMl2(Gop(h1)f ; t) ≤ C

∫ t

τ

‖f‖l2dt1

が成立する．pは任意であるから s = l1 と選ぶことができる．また k ∈ C∞([−T, T ];S0)

があって [τ, τ + ν1ϵ] × Rd で h2 − k#
∑
i f̄i,ϵ ∈ S−∞ と書けるので ‖op(h2)v‖l1 ≤

C
∑
i ‖Fi,ϵv‖l1 +C‖v‖l2 が成立する．ここで v = Gop(h1)f とし (3.2.16)に注意すると

δ = ν1ϵとして結論が得られる．

(x, ξ/|ξ|)U1

fi,ϵ < 0

τ + ν1ϵ

U2

t

τ

命題 3.2.2で述べた性質に名前をつけておこう．P を m階の微分作用素としその初期
値 0に対する初期値問題の解作用素 Gを考えよう．ここで Gはある l ∈ Rおよび任意の
s ∈ Rに対し次を満たすとする；

G : L1((τ, T );H l+s) 7→ ∩m−1
j=0 C

j([τ, T ];Hs+m−1−j), PGf = f,

m−1∑
j=0

‖Dj
tGf(t, ·)‖s+m−1−j ≤ Cs

∫ t

τ

‖f(t1)‖l+sdt1, τ ≤ t ≤ T.
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定義 3.2.3. U1 ∩ U2 = ∅を満たす任意の閉錐集合 U1 とコンパクト錐集合 U2 に対して
δ > 0が存在し任意の li ∈ Rおよび supphi ⊂ Ui をみたす任意の hi(x, ξ) ∈ S0(R2d)に
対し C > 0が存在して任意の f ∈ L1((τ, T );H l2)について

m−1∑
j=0

‖Dj
top(h2)Gop(h1)f(t)‖l1−j ≤ Cl1,l2

∫ t

τ

‖f(t1)‖l2dt1 (3.2.17)

が τ < t ≤ min (τ + δ, T )で成立するとき Gは有限伝播であるという (正確には超局所的
に有限伝播というべきであるが本書では省略して単に有限伝播ということにする).

命題 3.2.2 はこの定義の m = 1 の場合である．いま P が Pk = Dt + op(λk), λk ∈
C∞(R;S1), Imλk ∈ C∞(R;S0) の積 P = P1P2 であるとする．Pk の解作用素 Gk :

L1((τ, T );Hs) 7→ C([τ, T ];Hs) で PkGkf = f および (3.2.16) を満たすものがある．
G = G2G1とおくとG : L1((τ, T );Hs) 7→ ∩1

j=0C
j([τ, T ];Hs−j)で P1P2Gf = f および

1∑
j=0

‖Dj
tGf(t1)‖s−jdt1 ≤ C

∫ t

τ

‖f(t1)‖sdt1 (3.2.18)

をみたす．実際 DtG2f̃ = −op(λ2)G2f̃ + f̃ から f̃ = G1f ∈ C([τ, T ];Hs) とすると
G2G1f ∈ ∩1

j=0C
j([τ, T ];Hs−j)が従い，また

1∑
j=0

‖Dj
tG2f̃‖s−j ≤ C

(
‖G2f̃‖s + ‖f̃‖s−1

)
≤ C

∫ t

τ

‖f̃‖sdt1 + C‖f̃‖s (3.2.19)

であるから f̃ = G1f として (3.2.18)が従う．G = G2G1 が有限伝播であることを確かめ
よう．U1 を閉錐集合，U2 をコンパクト錐集合で U1 ∩ U2 = ∅とする． 開錐集合 V，コ
ンパクト錐集合W を U2 ⋐ V ⋐ W かつ U1 ∩W = ∅ である様に選ぶ．さらに ϕ ∈ S0

を suppϕ ⊂ W で V 上では ϕ = 1である様に選ぶ．hi ∈ S0, supphi ⊂ Ui とするとき
op(h2)Gop(h1)は

op(h2)G2op(ϕ)G1op(h1), op(h2)G2op(1− ϕ)G1op(h1) (3.2.20)

の和なのでそれぞれについて調べる．(3.2.20)の最初の項は (3.2.19)より
1∑
j=0

‖op(h2)Dj
tG2op(ϕ)G1op(h1)f‖l1−j ≤ C

∫ t

τ

‖op(ϕ)G1op(h1)f‖l1dt1

+C‖op(ϕ)G1op(h1)f‖l1−1
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と評価される．ここで U1 ∩W = ∅より G1 の有限伝播性を利用すれば (3.2.17) (m = 2)

が容易に従う．つぎに (3.2.20)の 2番目の項は G1f = f̃ とおくと ϕc = 1− ϕとして
1∑
j=0

‖op(h2)Dj
tG2op(ϕ

c)f̃‖l1−j ≤ C‖op(h2)op(λ2)G2op(ϕ
c)f̃‖l1−1

+C‖op(h2)G2op(ϕ
c)f̃‖l1 + C‖op(h2)op(ϕc)f̃‖l1−1

と評価されるが h2#λ2 − λ2#h2 − h̃N ∈ S−N となる h̃N ∈ S0, supp h̃N ⊂ U2 を用いる
と右辺はさらに

C
(
‖op(h2)G2op(ϕ

c)f̃‖l1 + ‖op(h̃N )G2op(ϕ
c)f̃‖l1−1

+‖G2op(ϕ
c)f̃‖l1−N + ‖op(h2)op(ϕc)f̃‖l1−1

)
で評価される．suppϕc ⊂ V c で V c ∩ U2 = ∅であるから第 1, 2項については G2 の有限
伝播性より

‖op(h2)G2op(ϕ
c)f̃‖l1 + ‖op(h̃N )G2op(ϕ

c)f̃‖l1−1 ≤ C

∫ t

τ

‖f̃‖l2dt1

が成り立つ．残りの項は h2#ϕ
c ∈ S−∞ に注意して N を適当に大きく選ぶと

‖G2op(ϕ
c)f̃‖l1−N + ‖op(h2)op(ϕc)f̃‖l1−1 ≤ C

(
‖f̃‖l2 +

∫ t

τ

‖f̃‖l2dt1
)

と評価される．f̃ = G1f であったから (3.2.16) に注意すれば (3.2.17) (m = 2) が成り
立つ．
Pi (i = 1, 2) を mi 階の微分作用素とし Gi を有限伝播な Pi の解作用素とするとき

G = G2G1 が P1P2 の有限伝播な解作用素であることも同様にして示される．
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第 4章

実効的双曲型特性点

微分作用素の主シンボルを p とするとき p = 0 の危点が実効的双曲型であることの定
義とその幾何的特徴づけを与える．この幾何的特徴づけからエネルギー不等式に用いる
weight が得られる．

4.1 序
以下しばらくの間 t, τ の代わりに x0, ξ0 また x = (x0, x

′) = (x0, x1, . . . , xd), ξ =

(ξ0, ξ
′) = (ξ0, ξ1, . . . , ξd) と書く．初期値問題を考えるので定理 1.1.1 を考慮して特性根

が実である場合のみを考えることにし

Pm(x, ξ) = p(x, ξ)

とおき∇p(x, ξ)で t
(
∂p(x, ξ)/∂x, ∂p(x, ξ)/∂ξ

)をまた∇2pで pの Hesse行列を表すこと
にする．

補題 4.1.1. Ω を R1+d の開集合とし特性方程式 p(x, ξ0, ξ
′) = 0 の根 (特性根) は任

意の (x, ξ′) ∈ Ω × (Rd \ 0) に対し実であるとする．このとき ξ̄0 が p(x̄, ξ0, ξ̄
′
) = 0,

(x̄, ξ̄
′
) ∈ Ω× (Rd \ 0)の重複根なら ∇p(x̄, ξ̄0, ξ̄′0) = 0, すなわち (x̄, ξ̄0, ξ̄

′
0)は p = 0の危

点である．さらに ξ̄0 が重複度 3以上の根なら ∇2p(x̄, ξ̄0, ξ̄
′
0) = O である．

この補題の証明は与えないので詳しくは [9] あるいは [5] を参照のこと．p = 0 が危点
を持つ場合の初期値問題の適切性に関する V.Ivrii の基本的結果 ([9]) を述べるためにま
ず Hamilton 行列 (基本行列) を導入しよう ([9] では基本行列と呼んでいるが Hamilton

ベクトル場との関係から現在では Hamilton 写像と呼ばれることが多い)．記号を簡単に
するためにX = (x, ξ) ∈ R1+d ×R1+d = V などと書くことにする．次の Hamilton方程
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式を考えよう．
d

ds
X =

d

ds

(
x
ξ

)
=

(
∂p(x, ξ)/∂ξ
−∂p(x, ξ)/∂x

)
= σ∇p(X), σ =

(
O I
−I O

)
．

ここで I は d+ 1次の単位行列を表す．また σ∇pは pの Hamiltonベクトル場と呼ばれ
Hp = σ∇pと表される．この σ を表現行列とする 2次形式 σ(X,Y ) = 〈σX, Y 〉は V 上
の標準的なシンプレクティック形式

σ(X,Y ) = 〈ξ, y〉 − 〈η, x〉, X = (x, ξ), Y = (y, η) ∈ V

である．ここで 〈·, ·〉は R1+d の通常の内積を表す．以下 2次形式 σ とその表現行列を同
じ文字 σ で表すことにする．ρ ∈ R1+d × (R1+d \ 0)を p = 0の危点とする．∇p(ρ) = 0

なのでこの Hamilton 方程式を ρ で線形化すると線形化方程式は dX/ds = σ∇2p(ρ)X

となる．線形化方程式の係数行列 σ∇2p(ρ)を Fp(ρ)と書き pの ρにおける Hamilton 行
列と呼ぶ．したがって Hesse行列から定まる 2次形式を Q(X,Y ) = 〈X,∇2p(ρ)Y 〉と表
すと tσσ = I2+2d より

Q(X,Y ) = 〈σX,Fp(ρ)Y 〉 (4.1.1)

である．また局所座標系 (x, ξ)を用いれば

Fp =
1

2

(
∂2p/∂x∂ξ ∂2p/∂ξ∂ξ
−∂2p/∂x∂x −∂2p/∂ξ∂x

)
と表される．

定義 4.1.1. p = 0の危点で Hamilton行列が 0でない実の固有値を持つとき，その危点
を実効的双曲型 (特性点) という．また pはその危点で実効的双曲型であるといい危点が
すべて実効的双曲型であるような p (または op(P ))を実効的双曲型 (作用素)と呼ぶ．

2 階の実効的双曲型作用素の例をいくつか見てみよう．最初に一般的な注意とし
て x = (xa, xb), xa = (x0, x1, . . . , xℓ), xb = (xℓ+1, . . . , xd) (1 ≤ ℓ ≤ d − 1) とし
P1 = D2

0−A(xa, D′
a), D

′
a = (D1, . . . , Dℓ)が R1+ℓで実効的双曲型作用素で E(xb, Db)は

Rd−ℓで楕円型，すなわちその主シンボル e(xb, ξb)はある c > 0について e(xb, ξb) ≥ c |ξb|2

を満すとする. このとき P = P1 − E は R1+d で実効的双曲型である．実際 ρ = (x̄, ξ̄)を
p = p1 − e の危点とすると ξ̄0 = 0 で A の主シンボルが非負であることより (x̄b, ξ̄b) で
e = 0,∇e = 0となり (x̄a, ξ̄a)は p1 = 0の危点である．定義より Fp は Fp1 と Fe の直和
に相似であるから Fp1 の固有値は Fp の固有値でもある．次に d = 1として

P = D2
0 − a(x)D2

1, p = ξ20 − a(x)ξ21 , x = (x0, x1) ∈ R2

を考える．特性根が実より a(x)は非負値である．この P が実効的双曲型であるための必
要十分条件は a(x) = 0なら ∂2x0

a(x) 6= 0 (従って ∂2x0
a(x) > 0) の成立することである．
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実際 ρ = (x̄, ξ̄)が危点なら ξ̄0 = 0かつ a(x̄) = 0であり a(x)が非負関数であることから
∂αx a(x̄) = 0 (|α| = 1)を利用すると Fp(ρ)の固有値は 0と ±

√
∂2x0

a(x̄)/2 ξ̄1 であること
が容易にわかる．この例は d = 1の特殊性によっているので d ≥ 2のときは注意が必要
である．d ≥ 2とし qi, ri (1 ≤ i ≤ d− 1)を正数として

P = D2
0 −

d−1∑
i=1

qi(xi−1 − xi)
2D2

d −
d−1∑
i=1

riD
2
i

を考えよう．{(x, ξ);x0 = x1 = · · · = xd−1, ξ0 = ξ1 = · · · = ξd−1 = 0}が p = 0の危点
集合でありこの P が実効的双曲型であるための必要十分条件は ri が

∑d−1
i=1 r

−1
i > 1 を

満たすことである．もう少し一般的に ℓ (≤ d − 1) を自然数とし ρ = (0, ξ̄), ξ̄0 = ξ̄1 =

· · · = ξ̄ℓ = 0 を p = 0 の危点とするとき (0, ξ̄′) の近傍で滑らかな正値の実数値関数
qi(x, ξ

′), ri(x, ξ
′) (1 ≤ i ≤ ℓ) があって

p = ξ20 −
ℓ∑
i=1

(xi−1 − xi)
2qi(x, ξ

′)−
ℓ∑
i=1

ξ2i ri(x, ξ
′)

と書けるとする．このとき ρ が実効的双曲型特性点であるための必要十分条件は∑ℓ
i=1 r

−1
i (0, ξ̄′) > 1 の成立することである．これを確かめるには後に述べる補題 4.2.2

の (i)を示すのが一番簡単である．本書では立ち入らないが危点が実効的双曲型であると
いう性質が正準座標系の選び方によらないこと (局所座標系 xの選び方によらないことは
補題 6.3.1で示す)を利用すると

P = D2
0 − q1(x0Dd −D1)

2 −
d−1∑
i=2

qi(Di−1 −Di)
2 −

d−1∑
i=1

rix
2
iD

2
d

が実効的双曲型であるための必要十分条件も同じく∑d−1
i=1 r

−1
i > 1であることがわかる．

次に P が滑らかな実数値関数を係数にもつ 1階の微分作用素の積

P = (D0 −
d∑
j=1

b1j(x)Dj)(D0 −
d∑
j=1

b2j(x)Dj)

である場合を考える．この P が実効的双曲型であるための必要十分条件は pi(x, ξ) =∑d
j=1 bij(x)ξj とおくとき p1(ρ) = p2(ρ) = 0 なら {p1, p2}(ρ) 6= 0 の成立することで

ある．もう少し一般的に危点 ρ の近傍で定義された実の滑らかな関数 pi(x, ξ) (pi(ρ) =

0,∇pi(ρ) 6= 0) があって ρ の近傍で p = p1p2 と書けているとする．このとき ρ が
実効的双曲型特性点であるための必要十分条件は {p1, p2}(ρ) 6= 0 である．実際 ρ で
Fp = σ∇p2t∇p1 + σ∇p1t∇p2 であるから t∇piσ∇pi = 0と t∇p1σ∇p2 = {p2, p1}に注
意すると

Fpσ∇p1 = {p1, p2}σ∇p1, Fpσ∇p2 = {p2, p1}σ∇p2



36 第 4章 実効的双曲型特性点

となり ±{p1, p2}(ρ)は Fp の実固有値である (それ以外の固有値はすべて 0であることが
示される)．
ここで Ivrii による基本結果を述べよう．

定理 4.1.1. P に対する初期値問題は任意の低階 Pj, j ≤ m − 1 に対して定義 1.1.2

の意味で原点の近傍で C∞ 適切とする．このとき原点近傍 Ω があって p = 0 の危点
(x, ξ) ∈ Ω× (R1+d \ 0) は実効的双曲型である．

補題 4.1.1より定義 1.1.2の意味で適切な初期値問題においては危点 (x̄, ξ̄)が実効的双
曲型なら ξ̄0 は p(x̄, ξ0, ξ̄

′) = 0の 2重特性根となっている．以上の考察をもとに以下本書
では主として 2階の微分作用素

P = −D2
0 +

∑
|α|≤2,α0<2

aα(x)D
α (4.1.2)

で特性根が実の場合を考える．考察の都合上 D2
0 の係数は −1 とすることが多い．

p(x, ξ) = −ξ20 + a1(x, ξ
′)ξ0 + a2(x, ξ

′)と書くとき，特性根が実であることより aj(x, ξ
′)

は実数値である．そこで局所座標 x0 を不変に保つ局所座標系 xの適当な変換

y0 = x0, yj = yj(x), yj(0, x
′) = xj , j = 1, . . . , d

を行なって a1 = 0と仮定できる．したがって以下

p(x, ξ) = −ξ20 + a(x, ξ′)

と仮定する．a(x, ξ′)は ξ′の斉次 2次多項式であり，また特性根が実であるから a(x, ξ′) ≥
0である．今 ρ = (0, ξ̄) ∈ R1+d × (R1+d \ 0)を p = 0の危点とすると ∂ξ0p(0, ξ̄) = 0よ
り ξ̄0 = 0が従う．以後 ρ′ = (0, ξ̄

′
) ∈ R1+d × (Rd \ 0)と書くことにし ρを 1つ固定して

考える．

4.2 実効的双曲型特性点での Hamilton写像
Q(X,Y )を Hesse行列∇2p(ρ)から定まる 2次形式とし Q(X) = Q(X,X)と書くこと

にする．このとき p(ρ+ϵX) = −ϵ2ξ20+a(ρ′+ϵX)+O(ϵ3) = ϵ2Q(X)/2+O(ϵ3) (ϵ→ 0)

であるが a(x, ξ′)が ρ′ の近傍で非負であることより ∇2a(ρ′)は半正定符号で，したがっ
て Q の符号は (r, 1), r ∈ N であるが r = 0 なら Q(X) = −ξ20 となって Fp は 0 以外の
固有値を持たない．よって r ≥ 1である．さらにMorseの補題から ρ′ の適当な錐近傍で
a(x, ξ′)は次のように書くことができる ([7, Lemma C.6.2]を参照)；

a(x, ξ′) =
r∑
j=1

ϕ2j (x, ξ
′) + g(x, ξ′). (4.2.3)
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ここで ϕ1, . . . , ϕr は ρ′ で 0，ρ′ の錐近傍で ξ′ について斉次 1 次の C∞ 関数で
∇ϕ1, . . . ,∇ϕr は ρ′ で１次独立，また g は ρ′ で 0，ρ′ の錐近傍で ξ′ について斉次 2次の
C∞ 関数で g ≥ 0, ∇2g(ρ′) = O を満たす．ξ0 = ϕ0 とおくと

Q(X,Y ) = −〈∇ϕ0, X〉〈∇ϕ0, Y 〉+
r∑
j=1

〈∇ϕj , X〉〈∇ϕj , Y 〉 (4.2.4)

と書ける．Hϕj
= σ∇ϕj を ϕj の Hamiltonベクトル場とすると 〈∇ϕj , X〉 = σ(X,Hϕj

)

なので

Q(X,Y ) = σ
(
X,−σ(Y,Hϕ0)Hϕ0 +

r∑
j=1

σ(Y,Hϕj )Hϕj

)
が成り立つ．よって FpY = −σ(Y,Hϕ0

)Hϕ0
+

∑r
j=1 σ(Y,Hϕj

)Hϕj
．これより Fp の核

KerFp と像 ImFp は

KerFp = {X ∈ V ;σ(X,Hϕj
) = 0, j = 0, . . . , r},

ImFp = {X ∈ V ;X =
r∑
j=0

αjHϕj
, αj ∈ R} (4.2.5)

で与えられる．つぎに

Γ = {(x, ξ) = X ∈ V ;Q(X) < 0, ξ0 > 0} (4.2.6)

で Γを定義するとこれは V 内の凸開錐で {X ∈ V ;Q(X) 6= 0}の正の ξ0 軸を含む連結成
分である．ここで次の補題に注意しよう．

補題 4.2.1. Fp(ρ)が 0でない実の固有値をもつとすると Γ ∩ ImFp 6= {0}である.

証明. まず λ 6= 0 を実の固有値とするとき −λ も Fp の固有値となることを示す．Fp
は実行列ゆえ 0 6= X+ ∈ V が存在して FpX+ = λX+ である．Q は対称，σ は反対
称 2 次形式であることから Fp は σ に関して反対称ゆえ 0 = σ((Fp − λ)X+, Y ) =

σ(X+, (−Fp − λ)Y ), Y ∈ V が成り立ち Fp + λ が全射でないこと，したがって −λ
が固有値であることが分かる. FpX± = ±λX±, 0 6= X± ∈ V とすると λ 6= 0 よ
り X± ∈ ImFp である．以下 X+ と X− の適当な 1 次結合が Γ に属することを示す．
Q(X,Y ) = σ(X,FpY ) = −σ(FpX,Y ) より Q は V0 = V/KerFp 上の 2 次形式として
well-defined であるからそれを Q̄と表すと Q̄は V0 上非退化である．今 σ(X+, X−) = 0

と仮定すると σ(X,X) = 0 (X ∈ V )であるから任意の α, β ∈ Rについて

Q̄(α[X+] + β[X−]) = Q(αX+ + βX−)

= σ(αX+ + βX−, αλX+ − βλX−) = 0
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が成立する．[X+], [X−]が V0 上 1次独立であることは明らかであり Q̄は [X+], [X−]で
張られる 2次元ベクトル空間上で 0となるので Q̄が V0 上の非退化な 2次形式で負の慣
性指数が 1 であることに反する．これより σ(X+, X−) 6= 0 が従う．X = αX+ + βX−

とすると

Q(X) = σ(αX+ + βX−, λαX+ − λβX−) = −2αβλσ(X+, X−)

より，α, β を αβλσ(X+, X−) > 0と選べば Q(X) = Q(−X) < 0とできる．したがっ
て X あるいは −X のいずれかは Γに属すことがわかる．

Q̄ = 0

α[X+] + β[X−]

[X+]

Q̄ < 0[X−]

KerFp

=⇒
V0 = V/KerFp

Q = 0

KerFp

X+

X = αX+ + βX−

X−
Γ

以下 V の部分空間 S に対してその σ -直交空間を Sσ = {X ∈ V ;σ(X,Y ) = 0, ∀Y ∈
S}で定義する．σは非退化なので (Sσ)σ = S が成り立ち，したがって ImFp = (KerFp)

σ

である． またX ∈ V に対して 〈X〉でX を含む直線を表すことにする．Γの σ に関する
双対錐 C を

C = {X ∈ V ;σ(X,Y ) ≤ 0, ∀Y ∈ Γ}

で定義する．次の補題が実効的双曲型特性点を幾何的に特徴づけるときの鍵となる．

補題 4.2.2. θ を ξ0 軸の正方向の単位ベクトルとする．次の 3条件は同値である；

(i) Γ ∩ ImFp 6= {0},
(ii) H ∩ C = {0}かつ KerFp + 〈θ〉 ⊂ H をみたす超平面 H ⊂ V が存在する，
(iii) Γ ∩ ImFp ∩ 〈θ〉σ 6= {0}.

証明. この証明では KerFp = Λと書くことにする．最初に

X ∈ Γ =⇒ 〈X〉σ ∩ C = {0} (4.2.7)

に注意する．実際 Γが開集合であることより |Z|が十分小さければ X + Z ∈ Γである．
一方 〈X〉σ ∩ C 3 Y 6= 0 なる Y が存在すれば σ(X + Z, Y ) = σ(Z, Y ) ≤ 0 が成立し
Y 6= 0に矛盾する．
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(i) =⇒ (ii). まず θ ∈ Λ + Λσ の場合を考えよう．(4.1.1) より Γ ∩ Λ = ∅ および
Γ + Λ ⊂ Γは明らか．したがって θ = X1 +X2, X1 ∈ Λ, X2 ∈ Λσ と書くとき θ ∈ Γよ
り 0 6= X2 ∈ Γである．Λ ⊂ 〈X2〉σ および X2 ∈ 〈X2〉σ より θ ∈ 〈X2〉σ も明らかである．
(4.2.7)よりこの H = 〈X2〉σ が求めるものである．
次に θ 6∈ Λ+Λσ の場合を考えよう．したがって (Λ+Λσ)∩ 〈θ〉 = {0}でまた仮定より

0 6= Z ∈ Γ∩Λσ が存在する．Λ ⊂ 〈Z〉σ は明らかである．(4.2.7)より 〈Z〉σ ∩C = {0}で
あるが一方 Γ+Λ ⊂ Γより C ⊂ Λσ であるから Λ+Λσ 6⊂ 〈Z〉σ を得る．〈Z〉σ は V の超
平面なので 〈Z〉σ+(Λ+Λσ) = V となり dim (〈Z〉σ ∩ (Λ+Λσ)) = dim(Λ+Λσ)−1が従
う．そこで V = (Λ+Λσ)⊕ 〈θ〉 ⊕W と直和に書くとH = (〈Z〉σ ∩ (Λ+Λσ))⊕ 〈θ〉 ⊕W

が求めるものになっている．
(ii) =⇒ (iii). 0 6= X ∈ V を 〈X〉 = Hσ となるよう選ぶと Λ + 〈θ〉 ⊂ H より 〈X〉 ⊂
(Λ + 〈θ〉)σ = Λσ ∩ 〈θ〉σ である. X または −X のいずれかは Γ に属すことを示そう．
そうでないとすると 〈X〉 ∩ Γ = ∅ であるが，このとき Hahn-Banach の定理によって
σ(Z, Y ) ≤ 0, ∀Y ∈ Γ および σ(Z, Y ) ≥ 0, ∀Y ∈ 〈X〉 (したがって σ(Z, Y ) = 0, ∀Y ∈
〈X〉) をみたす 0 6= Z ∈ V が存在し Z ∈ C かつ Z ∈ 〈X〉σ = H となって H ∩ C = {0}
に反する．
(iii) =⇒ (i)は自明．

系 4.2.1. Fp(ρ)が 0でない実の固有値をもつとすると C ∩KerFp = {0}である.

証明. 補題 4.2.1と補題 4.2.2の (ii)から明らか．

本書では必要としないので証明しないが，補題 4.2.2 の同値な 3条件は，ρが実効的双
曲型特性点であるための十分条件にもなっている ([5], [33])．

4.3 実効的双曲型特性点の幾何的特徴付け
ここでは元の記法に戻って x0 を t, ξ0 を τ と書き，また x = (x1, . . . , xd), ξ =

(ξ1, . . . , ξd)と表すことにする．このとき

p(t, x, τ, ξ) = −τ2 + a(t, x, ξ) (4.3.8)

である．ここで a(t, x, ξ) は ξ について斉次 2 次で (0, 0) ∈ R1+d のある近傍 Ωがあって
(t, x, ξ) ∈ Ω× Rd で非負である．

命題 4.3.1. p は (4.3.8) の形をしているとし (0, 0, 0, ξ̄) を実効的双曲型特性点とする．
このとき x = 0の周りの ξ̄ = ed = (0, . . . , 0, 1)となる局所座標系を適当に選ぶと以下の
ことが成立する；(0, ed)の錐近傍で滑らかな ξ について斉次 0次の ψ(x, ξ), ψ(0, ed) = 0
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と (0, 0, ed)の錐近傍で滑らかな ξ について斉次 1次の ℓ(t, x, ξ), ℓ(0, 0, ed) = 0と斉次 2

次の q(t, x, ξ) ≥ 0, q(0, 0, ed) = 0が存在して (0, 0, ed)の錐近傍で

p(t, x, τ, ξ) = −τ2 + ℓ2(t, x, ξ) + q(t, x, ξ), q(t, x, ξ) ≥ c̄(t− ψ)2|ξ|2 (4.3.9)

と書ける．ここで c̄ > 0 はある正定数であり ψ の (0, ed) での微分は dψ = dξ1 または
dψ = εdx1 + cdxd ( ここで c ∈ R で ε は 0 または 1) である．さらに ψ, ℓ, q は次を満
たす．

|{ℓ, ψ}(0, 0, ed)| < 1, {ψ, {ψ, q}}(0, 0, ed) = 0. (4.3.10)

またこの局所座標系の変換は x = 0の適当な近傍の外側では線形変換であるような Rd 上
の微分同相写像に拡張される．

dψ = dξ1 または dψ = εx1 + cxd に対応して ψ は次のように書ける．

ψ(x, ξ) = ξ1/|ξ|+ r(x, ξ), ψ(x, ξ) = εx1 + cxd + r(x, ξ) (4.3.11)

ここで dr(0, ed) = 0である．ε = 0の場合は ε = 1の場合と並行に議論すればよく (より
易しい）必要な変更はほとんど明らかなので以下 ε = 1 と仮定する．斉次関数に関する
Eulerの恒等式より ∂2ξjξdq(0, 0, ed) = 0, 1 ≤ j ≤ dに注意すると {ψ, {ψ, q}}(0, 0, ed) = 0

より dψ = dξ1 あるいは dψ = dx1 + cdxd に応じて

∂2x1
q(0, 0, ed) = 0, ∂2ξ1q(0, 0, ed) = 0 (4.3.12)

となることに注意しよう．以下，座標変換で dψ = dξ1 となる場合を場合 (a), dψ =

dx1 + cdxd となる場合を場合 (b)と呼ぶことする．
証明に入る前に条件 (4.3.9) と (4.3.10) の意味を粗くみておこう．f = t − ψ(x, ξ) と

おく．p = 0 の危点は {τ = 0, ℓ = 0, q = 0} に含まれる．したがって (4.3.9) より超曲
面 {f = 0} に含まれることがわかる．次に ℓ2 + q 6= 0 なら p = 0 は単純根しかもたず
p = −(τ −

√
ℓ2 + q)(τ +

√
ℓ2 + q)と分解される．τ ±

√
ℓ2 + q の Hamilton ベクトル

場と超曲面 f = 0の交わり方をみるため

〈H
τ±

√
ℓ2+q

,∇f〉 = 1∓ {ℓ2 + q, ψ}/(2
√
ℓ2 + q)

= 1∓ {ℓ, ψ}ℓ/
√
ℓ2 + q ∓ {q, ψ}/(2

√
ℓ2 + q)

≥ 1− |{ℓ, ψ}| −
∣∣{q, ψ}|/(2√ℓ2 + q)

を考える．{ψ, {ψ, q}} は q の Hψ 方向の 2 階微分であるから q ≥ 0 より Glaeser の不
等式によれば |{ψ, q}|2 ≤ C|{ψ, {ψ, q}}|q が得られ (4.3.10)より (0, ed)の近傍を縮めれ
ば右辺第 3項はいくらでも小さくできる．したがって (4.3.10) よりある c > 0があって∣∣〈H

τ±
√
ℓ2+q

,∇f〉
∣∣ ≥ c が従う．ゆえに τ ±

√
ℓ2 + q の Hamilton ベクトル場 (の長さを
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1に正規化したもの) の f = 0への極限が存在すれば (実際に存在しこれは Hamilton 写
像の実固有値に対応する固有ベクトルである) この極限は曲面 f = 0と横断的であること
がわかる．

命題 4.3.1 の証明：局所座標系 x の線形変換によって ξ̄ = (0, . . . , 0, 1) = ed と仮定
できる．以下 ρ′ = (0, 0, ed) ∈ R1+d × Rd, ρ′′ = (0, ed) ∈ Rd × Rd と表すことにす
る．補題 4.2.2 より 0 6= X ∈ Γ ∩ ImFp ∩ 〈θ〉σ を選ぶことができる．(4.2.5) より X は
Hϕj (ρ

′)の 1次結合であり X =
∑r
j=1 αjHϕj (ρ

′) + α0Hϕ0(ρ
′)と書けるが X ∈ 〈θ〉σ よ

り 0 = σ(X, θ) = −α0 = 0である．f を

f(t, x, ξ) =
r∑
j=1

αjϕj(t, x, ξ)/|ξ|

で定めると X = Hf (ρ
′) = σ∇f(ρ′) ∈ Γより (4.2.6)に注意すると ρ′ で ∂f/∂t < 0が成

り立つ．したがって陰関数定理より ψ(x, ξ)が存在して f(t, x, ξ) = e(t, x, ξ)(t− ψ(x, ξ))

と書ける (e(ρ′) < 0)．(4.2.3) より c1 > 0が存在して

a(t, x, ξ) ≥ c1(t− ψ(x, ξ))2|ξ|2 (4.3.13)

が成立する．Hf (ρ
′) = e(ρ′)Ht−ψ(ρ

′) ∈ Γと (4.2.4)より

1 >
r∑
j=1

〈∇ϕj(ρ′),Ht−ψ(ρ
′)〉2 =

r∑
j=1

{ϕj , ψ}2(ρ′)

が従う．(4.2.3) を用いて {ψ, {ψ, g}}(ρ′) = 0 に注意して {ψ, {ψ, a}} を計算すると
∇2g(ρ′) = O より

∣∣{ψ, {ψ, a}}(ρ′)∣∣ = 2
∣∣ r∑
j=1

{ψ, ϕj}2(ρ′)
∣∣ < 2 (4.3.14)

が得られる．ここで次のよく知られた補題を準備しよう．

補題 4.3.1. ρ′′ で dψ 6= 0は dxd に平行ではないとする．このとき x = 0の周りの局所
座標系 x = (x1, . . . , xd)を dψ = dξ1 または dψ = dx1 + cdxd (c ∈ R)が ρ′′ で成立する
ように選べる．

証明. 斉次関数に関するEulerの恒等式より ∂ξdψ(ρ
′′) = 0となるので ρ′′の周りのTaylor

展開より ψ(x, ξ) = 〈ã, ξ̃〉+ 〈b̃, x̃〉+ bdxd + r(x, ξ) と書ける．ここで ξ̃ = (ξ1, . . . , xd−1),

x̃ = (x1, . . . , xd−1)で r は ρ′′ で 2次で 0になる．もし ã = 0なら仮定より b̃ 6= 0なので
座標系 x̃ の線形変換を行うと ρ′′ で dψ = dx1 + bddxd とできる．もし ã 6= 0 なら座標
xj , 1 ≤ j ≤ d− 1の番号の付け替えと伸縮で 〈ã, ξ̃〉 = ξ1 + · · ·+ ξk と仮定してよい．次



42 第 4章 実効的双曲型特性点

に座標 xd を xd −
∑k
j=1 bjx

2
j/2に変換すると 〈b̃, x̃〉+ bdxd =

∑d
j=k+1 bjxj と仮定でき，

さらに座標 xd を xd − x1
∑d
j=k+1 bjxj に変換すると bk+1 = · · · = bd = 0とできる．最

後に座標系 (x1, . . . , xk)の線形変換を行うと ρ′′ で dψ = dξ1 となる．

命題 4.3.1 の証明の続き： dψ が ρ′′ で 0 または dxd に平行なら ℓ = 0, q = a と選
べばよい．実際 Euler の恒等式より ∂2ξda(ρ

′) = 0 なので {ψ, {ψ, a}}(ρ′) = 0 が従
う． 次に dψ(ρ′′) 6= 0 が dxd に平行ではないとすると補題 4.3.1 より dψ = dξ1 また
は dψ = dx1 + cdxd と仮定できる．まず ∇a(ρ′) = 0 に注意しておく．最初に ρ′′ で
dψ = dξ1 のときを考えよう．{ψ, a} = ∂x1

a+ r と書け r は ρ′ で 2次で 0になる．従っ
て ∂2x1

a(ρ′) = 0 なら {ψ, {ψ, a}}(ρ′) = 0 ゆえ ℓ = 0, q = a と選べる．そうでなければ
Malgrange の準備定理 (例えば [6, Theorem 7.5.5])より ρ′ の錐近傍で

a(t, x, ξ) = e(t, x, ξ)((x1 − h(t, x′, ξ))2 + g(t, x′, ξ)), x′ = (x2, . . . , xd)

と表すことができる．ここで e(ρ′) > 0で h, g は ρ′ で 0で ξ に関して斉次 0次の滑らか
な関数である．ℓと q を

ℓ(t, x, ξ) = e1/2(t, x, ξ)(x1 − h(t, x′, ξ)), q(t, x, ξ) = e(t, x, ξ)g(t, x′, ξ)

で定義し ψ1(t, x
′, ξ) = ψ(h(t, x′, ξ), x′, ξ)とおく．このとき dψ1(ρ

′) = dξ1 は明らかであ
る．a(t, h, x′, ξ) = e(t, h, x′, ξ)g(t, x′, ξ)であるから (4.3.13)より c2 > 0 が存在して

q(t, x, ξ) ≥ c2(t− ψ1(t, x
′, ξ))2|ξ|2

が成り立つ．ρ′ で ∂ψ1/∂t = 0 であるから t − ψ1(t, x
′, ξ) に陰関数定理を適用すると

t− ψ1(t, x
′, ξ) = e′(t, x′, ξ)(t− ψ2(x

′, ξ))と表せる．dψ2(ρ
′′) = dψ1(ρ

′) = dξ1 で g ≥ 0

は x1 によらないので {ψ2, {ψ2, q}}(ρ′) = 0 は容易である．したがって (4.3.14) から
{ℓ, ψ2}2(ρ′) < 1 が従いこの ψ2 が求めるものである．dψ = dx1 + cdxd のときも同様
に証明できる．{ψ, a} = −∂ξ1a − c∂ξda + r と書く．ここで r は ρ′ で 2 次で 0 になる．
Eulerの恒等式によれば ∂2ξjξda(ρ

′) = 0なので ∂2ξ1a(ρ
′) = 0のときは {ψ, {ψ, a}}(ρ′) = 0

となり ℓ = 0, q = aと選べる．そうでなければMalgrange の準備定理より ρ′ の錐近傍で
a(t, x, ξ) = e(t, x, ξ)((ξ1 − h(t, x, ξ′))2 + g(t, x, ξ′)), ξ′ = (ξ2, . . . , ξd)

と表すことができる．ℓと q を
ℓ(t, x, ξ) = e1/2(t, x, ξ)(ξ1 − h(t, x, ξ′)), q(t, x, ξ) = e(t, x, ξ)g(t, x, ξ′)

で定義し ψ1(t, x, ξ
′) = ψ(x, h(t, x, ξ′), ξ′)とおき，Eulerの恒等式に注意しながら dψ =

dξ1 の場合の証明を繰り返えせばよい．最後に補題 4.3.1で用いた座標変換は Aを正則行
列，q(x)を xの 2次形式として y = Ax+ q(x) の形をしていたので q(x)を x = 0の小
さな近傍の外側で切り落とし，その外側に 0で拡張するとこの座標変換は Rd の微分同相
で x = 0の近傍の外では線形変換 Axとなっている．
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第 5章

エネルギー評価

この章では実効的双曲型特性点の周りに局所化された微分作用素に対して第 4 章で得
られた weight を用いてエネルギー不等式を導く．

5.1 シンボルの局所化
ここでは命題 4.3.1 にしたがって局所座標系の変換 (a) または (b) を行なった後
に得られるシンボルを (0, ed) の周りにパラメーター M 付きで局所化し，この M を
用いて条件 (4.3.10) を量的に表現することにする．最初に座標関数を局所化する．ま
ず χ(s) ∈ C∞(R) を |s| ≤ 1 では s, |s| ≥ 2 では |χ(s)| が定数で，すべての点で
0 ≤ dχ(s)/ds = χ(1)(s) ≤ 1となるものを 1つ固定し，つぎに y(x) = (y1(x), . . . , yd(x))

および η(ξ) = (η1(ξ), . . . , ηd(ξ))を

yj(x) =M−1χ(Mxj), ηj(ξ) =M−1χ(M(ξj〈ξ〉−1
γ − δjd)), j = 1, 2, . . . , d

で定義する．ここで 〈ξ〉γ = (γ2 + |ξ|2)1/2 で δij はクロネッカーのデルタとする．また
M , γ はパラメーターで，以下常に次の制限の下で動くものとする．

γ ≥M4 ≥ 1. (5.1.1)

適当に C > 0を選ぶと

|y(x)| ≤ CM−1, |η(ξ)| ≤ CM−1, (x, ξ) ∈ Rd × Rd (5.1.2)

が成り立つので (y(x), η(ξ)+ ed)はM とともに小さくなる (0, ed)の近傍に含まれる．一
方で (0, ed)の “錐様”の近傍;

WM,γ =
{
(x, ξ); |x| ≤M−1, |ξ/|ξ| − ed| ≤M−1/2, |ξ| ≥ γM1/2

}
(5.1.3)
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では (y, (η(ξ) + ed)〈ξ〉γ) = (x, ξ)が成立している．実際 (x, ξ) ∈WM,γ のとき |ξ/〈ξ〉γ −
ed| ≤ |ξ/〈ξ〉γ − ξ/|ξ||+ |ξ/|ξ| − ed|および 〈ξ〉γ ≥ |ξ|より∣∣∣ ξ

〈ξ〉γ
− ξ

|ξ|

∣∣∣ = |〈ξ〉γ − |ξ||
〈ξ〉γ

=
γ2

〈ξ〉γ(〈ξ〉γ + |ξ|)
≤ γ2

2|ξ|2
≤ M−1

2

に注意すれば |ξ/〈ξ〉γ − ed| ≤ M−1 が従う．以下 T0 > 0を 1つ固定し時刻 tも t = 0の
近くに局所化し

|t| < T0M
−1 (5.1.4)

の範囲で考えることにする．

定義 5.1.1. f(t, x, ξ) を (t, x, ξ) = (0, 0, ed) の近傍で定義された滑らかな関数とすると
き f の局所化を fM (t, x, ξ) = f(t, y(x), η(ξ) + ed)で定義する．f(t, x, ξ)が (0, 0, ed)の
錐近傍で定義された ξ について斉次 m次の関数のときは fM (t, x, ξ) = f(t, y(x), η(ξ) +

ed)〈ξ〉mγ と定義する．fM はパラメーター γ にも依存するが記号をできるだけ簡単にする
ために以下では γ は省くことにする．

fM はM が大きいときにはWM,γ で f に一致する．命題 4.3.1で与えられた局所座標
系の変換を (x = 0の適当な近傍の外側では線形変換であるように) Rd の微分同相写像に
拡張したものを x 7→ κ(x)と表すことにし (Tu)(t, x) = u(t, κ(x))と定義するとき微分作
用素 T−1PT のシンボルの局所化は

P̂ (t, x, τ, ξ) = −τ2 + ℓ2M (t, x, ξ) + qM (t, x, ξ) + a1(t, x, ξ) + a0(t, x, ξ)τ

と表される．ここで aj(t, x, ξ)はある j 次以下の微分作用素のシンボルの局所化であるが
以下の考察では具体的な形は必要でない．命題 4.3.1の局所座標変換を行なって得られる
シンボルについて，どちらの局所座標変換を行なって得られたものかを明示するために

命題, 主張 (a) (命題, 主張 (b))

と書くことにする．命題，主張 (a) と書くときはこの命題や主張が座標変換 (a)を行なっ
た場合に成立することを意味し．命題, 主張 (b) と書くときについても同様とする．も
し，命題や主張に (ϵ)が含まれていれば，座標変換が (ϵ) = (a)のときは ϵ = aとした命
題や主張が成り立ち，座標変換が (ϵ) = (b)のときは ϵ = bとした命題や主張が成り立つ
こととする．また命題や主張が (a), (b), (ϵ)のいずれも含まない場合は，どちらの座標変
換 (a), (b)を行なってもその命題や主張が成り立つこととする．
条件 (4.3.10) を量的に表現するためM > 0, γ > 0 をパラメーターとする次の metric

を考える．

G(x,ξ)(y, η) =M2|y|2 +M2〈ξ〉−2
γ |η|2, (x, ξ), (y, η) ∈ Rd × Rd.



5.1 シンボルの局所化 45

m(x, ξ)を正値関数とするとき a ∈ S(m,G)とはM,γ によらない Cα,β > 0が存在して∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣ ≲M |α+β|〈ξ〉−|β|
γ m(x, ξ)

の成立することである．以後断らない限り A ≲ B は「A,B が含むすべてのパラメーター
(この節ではM,γ) によらない」定数 C > 0が存在して A ≤ CB の成り立つこととする．
yj ∈ S(M−1, G)は明らかで∣∣∂αξ ηj(ξ)∣∣ ≲ ∑

α=α1+···+αs, |αi|≥1

M−1|χ(s)(M(ξj〈ξ〉−1
γ − δjd))|

×|∂α
1

ξ (M(ξj〈ξ〉−1
γ − δjd))| · · · |∂α

s

ξ (M(ξj〈ξ〉−1
γ − δjd))|

≲
∑
s≤|α|

M−1Ms〈ξ〉−|α|
γ ≲M−1+|α|〈ξ〉−|α|

γ , |α| ≥ 1

より ηj ∈ S(M−1, G)も容易に分かる．また (5.1.4)の制限より tk ∈ S(M−k, G), k ≥ 0

でもある．

補題 5.1.1. ∂ηj/∂ξk − δjkχ
(1)(Mξj〈ξ〉−1

γ )〈ξ〉−1
γ ∈ S(M−1〈ξ〉−1

γ , G) (1 ≤ j ≤ d − 1,

1 ≤ k ≤ d).

証明. j 6= dとすると

∂ηj/∂ξj = χ(1)(Mξj〈ξ〉−1
γ )〈ξ〉−1

γ −M−2χ(1)(Mξj〈ξ〉−1
γ )(Mξj〈ξ〉−1

γ )2〈ξ〉−1
γ

で χ(1)(Mξj〈ξ〉−1
γ )(Mξj〈ξ〉−1

γ )2 ∈ S(1, G)に注意する．いま k 6= j とすると

∂ηj/∂ξk = −M−1χ(1)(Mξj〈ξ〉−1
γ )(Mξj〈ξ〉−1

γ )(ξk〈ξ〉−1
γ )〈ξ〉−1

γ

ゆえ χ(1)(Mξj〈ξ〉−1
γ )(Mξj〈ξ〉−1

γ ) ∈ S(1, G)に注意すればよい．

補題 5.1.2. f(t, x, ξ) は (0, 0, ed) の近傍で滑らかで ∂kt ∂
α
x ∂

β
ξ f(0, 0, ed) = 0 (k + |α| +

|β| < r)を満たすとする．このとき fM ∈ S(M−r, G)で

fM (t, x, ξ)−
∑

|α+β|+k=r

1

k!α!β!
∂kt ∂

α
x ∂

β
ξ f(0, 0, ed)t

kyαηβ ∈ S(M−r−1, G) (5.1.5)

である．また ∂tfM (x, ξ) ∈ S(M−r+1, G)である. 今∑
|α+β|+k=r · · · の項が yl (1 ≤ l ≤

d)を含まなければ ∂xl
fM ∈ S(M−r, G)，ηd を含まなければ ∂ξdfM ∈ S(M−r〈ξ〉−1

γ , G)

さらに ηl (1 ≤ l ≤ d− 1)と ηd を含まなければ ∂ξlfM ∈ S(M−r〈ξ〉−1
γ , G)である．
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証明. f(t, y, η + ed)を (t, y, η) = (0, 0, 0)の周りで Taylor展開すると

f(t, y, η + ed) =
∑

|α+β|+k=r

1

k!α!β!
∂kt ∂

α
y ∂

β
η f(0, 0, ed)t

kyαηβ

+
∑

|α+β|+k=r+1

r + 1

k!α!β!
tkyαηβ

∫ 1

0

(1− θ)r∂kt ∂
α
y ∂

β
η f(θt, θy, θη + ed)dθ

と書ける．ここで tkyαηβ ∈ S(M−|α+β|−k, G) に注意する．|(t, y, η)| ≤ CM−1 より積
分項は S(1, G)に属すので右辺第 2項は S(M−r−1, G)に属す．∂tfM ∈ S(M−r+1, G)は
この式より明らか．次に∑

|α+β|+k=r · · · の項が yl を含まなければ (5.1.5)より ∂xl
fM ∈

S(M−r, G)は明らか．ηl, ηd を含まないときは補題 5.1.1を (5.1.5)に適用すれば結論が
従う．

補題 5.1.3. C > 0 が存在して∣∣∂x1
qM

∣∣ ≤ CM−1/2√qM 〈ξ〉γ ,
∣∣∂xjqM

∣∣ ≤ C
√
qM 〈ξ〉γ , j 6= 1, (a),∣∣∂ξjqM ∣∣ ≤ CM−1/2√qM , j = 1, d,

∣∣∂ξjqM ∣∣ ≤ C
√
qM , j 6= 1, d, (b).

証明. まず q(t, y, η+ed)が非負値で ∂kt ∂
α
x ∂

β
ξ q(0, 0, ed) = 0 (k+ |α|+ |β| < 2)より f = q

のときの (5.1.5)において |α+β|+ k = 2の項は半正定符号の 2次形式であることに注意
する．(a)の場合は (4.3.12)より ∂2x1

q(0, 0, ed) = 0なのでこの 2次形式の項は y1 を含ま
ない．したがって補題 5.1.2から ∂2x1

qM ∈ S(M−1〈ξ〉2γ , G)および ∂2xj
qM ∈ S(〈ξ〉2γ , G)が

従うので以下 qM に Glaeserの不等式を適用すればよい．次に (b)を考える．斉次関数に
関する Eulerの恒等式から ∂2ξdq(0, 0, ed) = 0であるから (5.1.5)の 2次形式項は ηd を含
まないので ∂2ξdqM ∈ S(M−1, G)となる．したがって再び Glaeserの不等式を適用すれば∣∣∂ξdqM ∣∣ ≤ CM−1/2√qM が得られる．次に (4.3.12) より ∂2ξ1q(0, 0, ed) = 0 なので同じ
議論を繰り返して

∣∣∂ξ1qM ∣∣ ≤ CM−1/2√qM を得る．j 6= 1, dのときは ∂2ξjqM ∈ S(1, G)

より |∂ξjqM | ≤ C
√
qM を得る．

補題 5.1.4. ψM ∈ S(M−1, G)でさらに
ψM (x, ξ)−M−1χ(Mξ1〈ξ〉−1

γ ) ∈ S(M−2, G),

∂xj
ψM (x, ξ) ∈ S(M−1, G), ∀j,

∂ξkψM (x, ξ)− δ1kχ
(1)(Mξ1〈ξ〉−1

γ )〈ξ〉−1
γ ∈ S(M−1〈ξ〉−1

γ , G)

(a)


ψM (x, ξ)−M−1χ(Mx1)− cM−1χ(Mxd) ∈ S(M−2, G),

∂ξjψM (x, ξ) ∈ S(M−1〈ξ〉−1
γ , G), ∀j,

∂xk
ψM − δ1kχ

(1)(Mx1)− c δdkχ
(1)(Mxd) ∈ S(M−1, G).

(b)

証明. (a)の場合を示す．|η(ξ)+ed|2 =
∑d−1
j=1 η

2
j+(ηd+1)2 = 1+k, k ∈ S(M−1, G)に注

意すると 1/|η(ξ)+ed| = 1+ k̃, k̃ ∈ S(M−1, G)がわかるので η1(ξ)/|η(ξ)+ed|−η1(ξ) ∈
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S(M−2, G)が従う．補題 5.1.2より ψM (x, ξ) − η1(ξ)/|η(ξ) + ed| ∈ S(M−2, G)なので
最初の主張が得られる．2番目の主張は (4.3.11)と補題 5.1.2から明らかである．3番目
の主張は 1番目の主張から直ちに従う．場合 (b)についても同様である．

補題 5.1.2 より ψM (x, ξ) ∈ S(M−1, G), ℓM ∈ S(M−1〈ξ〉γ , G), qM ∈ S(M−2〈ξ〉2γ , G)
である．次の 2つの命題が条件 (4.3.10)を量的に表現したものとなっている．

命題 5.1.1. {ψM , qM} ∈ S(M−2〈ξ〉γ , G)．また
∣∣{qM , ψM}

∣∣ ≤ CM−1/2√qM .

証明. (a) の場合に示す．補題 5.1.3 の証明から f = q のときの (5.1.5) の 2 次形式項は
y1 を含まない．したがって補題 5.1.2から ∂x1qM ∈ S(M−2〈ξ〉2γ , G)が従う．従って補題
5.1.4より最初の結論を得る．2番目の主張は補題 5.1.3 と 補題 5.1.4から従う．(b)の場
合も同様である．

命題 5.1.2. {ℓM , ψM} ∈ S(1, G) である．また sup
∣∣{ℓM , ψM}

∣∣ ≤ |κ| + CM−1 が成り
立つ．ここで κ = ∂x1ℓ(0, ed), (a) または κ = −∂ξ1ℓ(0, ed), (b)である．特に |κ| < 1.

証明. Euler の斉次関数に関する恒等式より ∂ξdℓ(0, 0, ed) = 0 なので補題 5.1.2 より
∂ξdℓM ∈ S(M−1, G)となる．|α| = 1のとき ∂αxψM ∈ S(M−1, G), (a)および ∂αξ ψM ∈
S(M−1〈ξ〉−1

γ , G), (b)なので補題 5.1.4から

{ℓM , ψM}+ κχ(1)(Mx1)χ
(1)(Mξ1〈ξ〉−1

γ ) ∈ S(M−1, G)

が直ちに従う．また χ(1)(Mx1)χ
(1)(Mξ1〈ξ〉−1

γ ) ∈ S(1, G)でその絶対値は 1以下であり
一方 (4.3.10)から |κ| < 1である．

以後記号を簡単にするためにM を省略してを ψM , ℓM , qM を単に ψ(x, ξ), ℓ(t, x, ξ),

q(t, x, ξ) と書くことにする．|η(ξ) + ed| ≥ (1 − CM−1) および (4.3.9) より M1 > 0,

c > 0があってM ≥M1 のとき次式が成り立つ．

q(t, x, ξ) ≥
¯
c (t− ψ(x, ξ))2〈ξ〉2γ . (5.1.6)

5.2 非負シンボルの局所化に関連する weight

この節では非負シンボル 0 ≤ a(x, ξ) ∈ S(M−2〈ξ〉2γ , G)の扱いに有用な weightについ
て考察する．次の ḡ は admissible metric (定義 7.1.3, 補題 7.1.3)で本書全体を通じて利
用する．

ḡz(w) = 〈ξ〉γ |y|2 + 〈ξ〉−1
γ |η|2, z = (x, ξ), w = (y, η) ∈ Rd × Rd. (5.2.7)
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ここで 〈ξ〉γ = (γ2 + |ξ|2)1/2 で γ ≥ 1は正のパラメーターで (5.1.1)の制限下で動くもの
とする．a ∈ S(m, ḡ)とは Cα,β が存在して∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣ ≤ Cα,βm(x, ξ)〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , α, β ∈ Nd

が成立すること (定義 7.2.1) であるから (5.1.1) より M2〈ξ〉−1
γ ≤ 1 に注意すると

M |α+β|〈ξ〉−|β|
γ ≤ (M2〈ξ〉−1

γ )|α+β|/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ より S(m,G) ⊂ S(m, ḡ) は明らかで

ある．パラメーター λ ≥ 1を導入して

b(t, x, ξ) =
(
a(t, x, ξ) + λ〈ξ〉γ

)1/2
(5.2.8)

とおく．ここで λは
λM2 ≤ γ, λ ≥ 1 (5.2.9)

の制限の下で動くものとする．したがって λ〈ξ〉−1
γ ≤ M−2 が成り立っている．以前に約

束したようにこの節ではパラメーター λ, M , γ ((5.1.1), (5.2.9) の制限下で動く)によら
ない C が存在して A ≤ CB が成り立つとき A ≲ B と表す．

補題 5.2.1. |α + β| ≥ 1 のとき ∂αx ∂
β
ξ b

±1 ∈ S(λ−1/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ b±1, ḡ). 特に b±1 ∈

S(b±1, ḡ).

証明. b = b+1 の場合を考えよう．

ā = a(t, x, ξ)〈ξ〉−2
γ , b̄ = (ā+ λ〈ξ〉−1

γ )1/2 (5.2.10)

とおくと b = 〈ξ〉γ b̄ である．CM−1 ≥ b̄ ≥ λ1/2〈ξ〉−1/2
γ より (b̄λ−1/2)k ≥ 〈ξ〉−k/2γ

(k ≥ 0) でこの評価は以下よく利用する．0 ≤ ā ∈ S(M−2, G) より Glaeser の不等式を
適用すると

|∂αx ∂
β
ξ ā| ≲ 〈ξ〉−|β|

γ

√
ā ≲ 〈ξ〉−1/2

γ

√
ā 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , |α+ β| = 1 (5.2.11)

が成立する．また |∂αx ∂
β
ξ λ〈ξ〉−1

γ |は

≲ λ〈ξ〉−1−|β|
γ ≲ λ〈ξ〉−3/2

γ 〈ξ〉−(|α+β|−1)/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ (5.2.12)

と評価される．これより √
ā ≤ b̄に注意すれば |α+ β| = 1のとき

|∂αx ∂
β
ξ b̄| ≲ |∂αx ∂

β
ξ (ā+ λ〈ξ〉−1

γ )|/b̄ ≲ λ−1/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ b̄ (5.2.13)

は明らかである．いま 1 ≤ |α + β| ≤ l のとき (5.2.13) が成立すると仮定する．b̄2 =

ā+ λ〈ξ〉−1
γ を微分すると |α+ β| = l + 1 ≥ 2として

b̄ ∂αx ∂
β
ξ b̄ =

∑
1≤|α′+β′|≤l

C...∂
α′

x ∂
β′

ξ b̄ · ∂
α′′

x ∂β
′′

ξ b̄+ ∂αx ∂
β
ξ ā+ λ∂αx ∂

β
ξ 〈ξ〉

−1
γ (5.2.14)
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を得る．右辺第 2項は ā ∈ S(M−2, G)より

|∂αx ∂
β
ξ ā| ≲M−2+|α+β|〈ξ〉−|β|

γ

≲ 〈ξ〉−1
γ (M2〈ξ〉−1

γ )(|α+β|−2)/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ ≲ b̄

2
λ−1〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ

(5.2.15)

と評価される．(5.2.14) の右辺第 3 項には (5.2.12) を利用すればよい．したがって
(5.2.14)に帰納法の仮定を用いると (5.2.13)が |α + β| = l + 1のときも成立することが
分かる．bの評価は (5.2.13)から直ちに従う．∂αx ∂βξ b−1 の評価は b−1b = 1を微分すれば
∂αx ∂

β
ξ bの評価と帰納法から得られる．

補題 5.2.2. b±1 は ḡ admissible weight (定義 7.1.5) でさらに b±1 ∈ S(b±1, ḡ).

証明. b±1 ∈ S(b±1, ḡ) は補題 5.2.1 で示した．〈ξ〉γ は ḡ admissible weight である (補
題 7.1.3) から b̄ が ḡ admissible weight であることを示せばよい．|α + β| = 1 のとき
(5.2.11)より |∂αx ∂

β
ξ ā|/b̄ ≲ 〈ξ〉−|β|

γ でまた |∂βξ λ〈ξ〉−1
γ | ≲ λ〈ξ〉−1−|β|

γ ≲ b̄2〈ξ〉−|β|
γ であるか

ら |∂αx ∂
β
ξ b̄| ≲ 〈ξ〉−|β|

γ である．|η| ≤ c 〈ξ〉γ とすると (7.1.15)より C が存在して

〈ξ + sη〉γ/C ≤ 〈ξ〉γ ≤ C〈ξ + sη〉γ , |s| ≤ 1 (5.2.16)

が成立する．したがって有限増分の定理より
|b̄(z + w)− b̄(z)| ≤ C(|y|+ 〈ξ〉−1

γ |η|) ≤ C〈ξ〉−1/2
γ ḡ1/2z (w) ≤ Cb̄(z)ḡ1/2z (w)

すなわち
b̄(z + w) ≤ Cb̄(z)(1 + ḡz(w))

1/2 (5.2.17)

が成り立つ．|η| ≥ c〈ξ〉γ のときは ḡz(w) ≥ c2〈ξ〉γ であるから

b̄(z + w) ≤ C ≤ Cb̄(z)〈ξ〉1/2γ ≤ C ′b̄(z)(1 + ḡz(w))
1/2

よりこの場合も (5.2.17)が成り立ち b̄は ḡ admissible weight である．bが ḡ admissible

weight なら b−1 もそうであることは補題 7.1.2から従う．

補題 5.2.3. a ∈ S(b2, ḡ)で |α+ β| = 1のとき ∂αx ∂
β
ξ a ∈ S(b〈ξ〉1−|β|

γ , ḡ)．

証明. 〈ξ〉γ ≤ b2 より 〈ξ〉γ ∈ S(b2, ḡ) ゆえ a ∈ S(b2, ḡ) は明らかである．つぎに一般に
ã ∈ S(M−1−k〈ξ〉ℓγ , G)のとき b ≥ (λ〈ξ〉γ)1/2 ≥ 〈ξ〉1/2γ より

|∂αx ∂
β
ξ ã| ≲M−1−k+|α+β|〈ξ〉ℓ−|β|

γ ≲M−k(M2〈ξ〉−1
γ

)(|α+β|−1)/2

×〈ξ〉ℓ−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ ≲M−kb〈ξ〉ℓ−1
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , |α+ β| ≥ 1
(5.2.18)

に注意する．|α+β| = 1のときは (5.2.11)より |∂αx ∂
β
ξ a| ≤ Cb〈ξ〉1−|β|

γ である．|α+β| ≥
2のときは上の注意を ã = ∂α

′

x ∂
β′

ξ a ∈ S(M−1〈ξ〉2−|β′|
γ , G), |α′ + β′| = 1として適用すれ

ばよい．
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命題 5.2.1. M および γ によらない λ1 ≥ 1 が存在し，λ ≥ λ1 なる λ に対して
b#b̃ = b̃#b = 1を満たす b̃ ∈ S(b−1, ḡ)が存在する．

証明. 補題 5.2.2より b±1 は ḡ admissible weight で補題 5.2.1より b±1 ∈ S(b±1, ḡ)でさ
らに |α + β| = 1 のとき ∂αx ∂

β
ξ b

±1 ∈ S(λ−1/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ b±1, ḡ) である．したがって定

理 7.3.1 より b#b−1 = 1− r, r ∈ S(λ−1, ḡ) となる．これより λ1 が存在し λ ≥ λ1 のと
き定理 7.5.1が適用できて

r̃(x, ξ) =
∞∑
j=0

r#j ∈ S(1, ḡ)

が成立する．ゆえに b#(b−1#r̃) = 1 である．同様にして r̂ ∈ S(1, ḡ) が存在して
r̂#b−1#b = 1 となる．r̂#b−1#b#(b−1#r̃)#b = 1 より (b−1#r̃)#b = 1 でもある．
いま b̃ = b−1#r̃ ∈ S(b−1, ḡ)とおけばこれが求めるものである．

補題 5.2.4. M および γ によらない λ2 ≥ λ1 が存在し，λ ≥ λ2 のとき

(op(a+ λ〈ξ〉γ)v, v) = (op(b2)v, v) ≥ ‖op(b)v‖2/2, v ∈ S

が成立する．

証明. 補題 5.2.1より ∂αx ∂
β
ξ b ∈ S(λ−1/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ b, ḡ), |α+ β| = 2に注意すると定理
7.3.1より b#b = b2 + r, r ∈ S(λ−1b2, ḡ)が従う．ここで λ ≥ λ1 とすると命題 5.2.1の
b̃ ∈ S(b−1, ḡ)が存在するので r = b#(b̃#r#b̃)#bと書くとき b̃#r#b̃ ∈ S(λ−1, ḡ)で定理
7.4.1より λによらない C > 0があって ‖op(b̃#r#b̃)v‖ ≤ Cλ−1‖v‖2 が成立する．従っ
て |(op(r)v, v)| ≤ Cλ−1‖op(b)v‖2 である．以上より

(op(b2)v, v) = ‖op(b)v‖2 − (op(r)v, v) ≥ (1− Cλ−1)‖op(b)v‖2

が成立する．ゆえに λ2 ≥ λ1 を 1− Cλ2 ≤ 1/2と選べばよい．

つぎの不等式は強形 G̊arding 不等式と呼ばれる．

系 5.2.1. 0 ≤ a(x, ξ) ∈ S2 とすると C > 0が存在して次が成り立つ．

Re (op(a)u, u) ≥ −C‖〈D〉1/2u‖2, u ∈ S.

証明. M = 1, γ ≥ λ2 を固定すると a ∈ S(〈ξ〉2γ , G)であるから補題 5.2.4を λ = λ2 とし
て適用すると

(op(a)v, v) ≥ ‖op((a+ λ2〈ξ〉γ)1/2)v‖2/2− λ2‖〈D〉1/2γ v‖2 ≥ −C‖〈D〉1/2v‖2

を得る．
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5.3 局所化シンボルを持つ擬微分作用素の有界性,可逆性
この節でもすべての定数はパラメーター M , γ によらない．局所座標系の変換 (a) と

(b)に関係した次の metric を導入する．

gϵ(y, η) =M−2δϵa〈ξ〉γ |y|2 +M−2δϵb〈ξ〉−1
γ |η|2, γ ≥M4 ≥ 1,

ϵ(α, β) = |α|δϵa + |β|δϵb.
(5.3.19)

ここで ϵは ϵ = aまたは ϵ = bで ϵ = ϵ′ のとき δϵϵ′ = 1でそれ以外は δϵϵ′ = 0と約束す
る．gϵ は admissible metric で 〈ξ〉sγ , s ∈ Rは gϵ admissible weight である (補題 7.1.3)．
a(x, ξ) ∈ S(m, gϵ)とは∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣ ≤ Cα,βm(x, ξ)M−ϵ(α,β)〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , α, β ∈ Nd

が成立することであるから 0 ≤ ϵ(α, β) ≤ |α + β| に注意すると M |α+β|〈ξ〉−|β|
γ ≤

(M4〈ξ〉−1
γ )|α+β|/2M−ϵ(α,β)〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ より S(m,G) ⊂ S(m, gϵ) は明らかである．
(7.1.4)より gϵ,z/g

σ
ϵ,z =M−2(δϵa+δϵb) =M−2 であるから

gϵ/g
σ
ϵ ≤M−2, gϵ ≤ ḡ (5.3.20)

が成り立っている．gϵ ≤ ḡ より m が gϵ admissible weight なら m は ḡ admissible

weight (定義 7.1.5) で S(m, gϵ) ⊂ S(m, ḡ)である．この節では以下 g は (5.3.20)および
(7.1.12)と (7.1.13)を満たす admissible metric とする．

補題 5.3.1. m を g admissible weight で m ∈ S(m, g) とする．このとき M0 > 0 と
k ∈ S(M−1, g) (M > M0)が存在して次を満たす．

m#m−1#(1 + k) = 1, (1 + k)#m#m−1 = 1, m−1#(1 + k)#m = 1.

証明. 補題 7.1.2 より m−1 は g admissible weight で m−1 ∈ S(m−1, g) であるから系
7.3.1よりm#m−1 = 1− r, r ∈ S(M−1, g) ⊂ S(M−1, ḡ)と書ける．定理 7.5.1よりM0

が存在し M > M0 のとき
∑∞
ℓ=0 r

#ℓ は S(1, ḡ) で収束する． k =
∑∞
ℓ=1 r

#ℓ ∈ S(1, ḡ)

(M > M0)とおくと (1− r)#(1 + k) = (1 + k)#(1− r) = 1である．よって最初の 2式
は示された．k ∈ S(M−1, g)を示すことが残っているが任意の α ∈ N2d に対して

∂αz k ∈ S(M−1
∏

g1/2z (ti), ḡ), ∂αz =
∏

∂tiz , |ti| = 1, α ∈ N2d (5.3.21)

が成立することを示せば十分である．(7.5.44) より k ∈ S(M−1, ḡ) であるから |α| = 0

のときは成立する．|α| ≤ l のとき (5.3.21) が成立するとして |α| = l + 1のときを考え
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よう．k は k = r + r#k を満たすので (7.3.27)より

∂αz k = ∂αz r +
∑

α′+α′′=α,|α′′|≤l

Cα′,α′′(∂α
′

z r)#(∂α
′′

z k) + r#(∂αz k)

が成り立つ．これより

∂αz k = (1 + k)#(1− r)#
(
∂αz r +

∑
α′+α′′=α,|α′′|≤l

Cα′,α′′(∂α
′

z r)#(∂α
′′

z k)
)

が従うので 1 + k, 1 − r ∈ S(1, ḡ) に注意して定理 7.3.1 を適用すると仮定より右辺は
S(M−1

∏
g
1/2
z (ti), ḡ), (∂

α
z =

∏
∂tiz , |ti| = 1) に属す．以上より |α| = l + 1 のときも

(5.3.21)が成立する．ゆえに帰納法よりすべての αに対し成立し k ∈ S(M−1, g)がわか
る．同様にして (1 + k̃)#m−1#m = 1 (M > M0) を満たす k̃ ∈ S(M−1, g) が存在する
のでこれより第 3式が従う．

補題 5.3.2. mi > 0, i = 1, 2は g admissible weight で mi ∈ S(mi, g)とする．m̄を ḡ

admissible weight で a ∈ S(m̄m1m2, ḡ)とするとM0 > 0と ã ∈ S(m̄, ḡ) (M > M0)が
存在して a = m1#ã#m2 と書ける．m̄が g admissible weight で a ∈ S(m̄m1m2, g)と
すると ã ∈ S(m̄, g)は (m1m2)

−1a+ r, r ∈ S(M−1m̄, g)で与えられる．

証明. 補題 5.3.1より k, k̃ ∈ S(M−1, g) (M > M0)でm1#(1+k)#m−1
1 = 1,m−1

2 #(1+

k̃)#m2 = 1 を満たすものがある．ã = (1 + k)#m−1
1 #a#m−1

2 #(1 + k̃) とおくとこの
ã ∈ S(m̄, ḡ)が求めるものである．m̄も g admissible weight で a ∈ S(m̄m1m2, g)なら
ば系 7.3.1を適用して ã− (m1m2)

−1a ∈ S(M−1m̄, g)が従う．

補題 5.3.3. mi > 0, i = 1, 2は g admissible weightで mi ∈ S(mi, g)とする．いま m̄

を ḡ admissible weight とし a ∈ S(m̄m1m2, ḡ) または a ∈ S(m̄m1, ḡ) とするとM0 と
ã ∈ S(m̄, ḡ) (M > M0)が存在しそれぞれ∣∣(op(a)u, v)∣∣ ≤ ‖op(ã)op(m1)u‖‖op(m2)v‖,

‖op(a)u‖ ≤ ‖op(ã)op(m1)u‖

が成立する．m̄ > 0 も g admissible weight かつ m̄ ∈ S(m̄, g) で a ∈ S(m̄m1m2, g) ま
たは a ∈ S(m̄m1, g)とする．このとき ã = (m1m2)

−1a ∈ S(m̄, g)または ã = m−1
1 a ∈

S(m̄, g)とおくとそれぞれ次が成立する．

|(op(a)u, v)| ≤ ‖op(ã)op(m1)u‖‖op(m2)v‖
+CM−1‖op(m̄)op(m1)u‖‖op(m2)v‖,

‖op(a)u‖ ≤ ‖op(ã)op(m1)u‖+ CM−1‖op(m̄)op(m1)u‖.
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証明. 最初の 2 つの主張は補題 5.3.2 から容易に従う．m̄ を g admissible weight で
m̄ ∈ S(m̄, g)とする．補題 5.3.2より r ∈ S(M−1m̄, g)があって a = m2#(ã + r)#m1

と書けるので
∣∣(op(a)u, v)∣∣ ≤ ‖op(ã+ r)op(m1)u‖‖op(m2)v‖ が従う．再び補題 5.3.2

より r = r̃#m̄, r̃ ∈ S(M−1, g) と書くと定理 7.4.1 より ‖op(ã+ r)v‖ ≤ ‖op(ã)v‖ +

CM−1‖op(m̄)v‖であるから v = op(m1)uとして結論を得る．最後の主張はこの証明で
m2 = 1とすればよい．

系 5.3.1. a ∈ S(〈ξ〉sγm1m2, ḡ)とし s1 + s2 = sとする．このとき

|(op(a)u, v)| ≤ C‖〈D〉s1γ op(m1)u‖‖〈D〉s2γ op(m2)v‖.

証明. a = 〈ξ〉s2γ #ã#〈ξ〉s1γ , ã = 〈ξ〉−s2γ #a#〈ξ〉−s1γ ∈ S(m1m2, ḡ) と書いて ã に補題
5.3.3 を適用すると |(op(a)u, v)| は C‖op(m1)〈D〉s1γ u‖‖op(m2)〈D〉s2γ v‖ で評価され再び
補題 5.3.3よりさらに C‖〈D〉s1γ op(m1)u‖‖〈D〉s2γ op(m2)v‖で評価される．

系 5.3.2. m > 0を g admissible weightで m ∈ S(m, g)とする．このとき C > 0が存
在し (op(m)u, u) ≥ (1−CM−1)‖op(

√
m)u‖2 が成立する．a ∈ S(m, g)はある c > 0に

ついて a ≥ cm を満たすとする．このとき C > 0が存在し C‖op(a)u‖ ≥ ‖op(m)u‖お
よび C(op(a)u, u) ≥ ‖op(

√
m)u‖2 が成り立つ．

証明. 補題 7.1.2 より √
m は g admissible weight で √

m ∈ S(
√
m, g) より m ∈

S(
√
m
√
m, g)と考えて補題 5.3.2を適用するとm =

√
m#(1+ r)#

√
m, r ∈ S(M−1, g)

と書けるから後は明らかである．次に C1 > 0 があって m/C1 ≤ a ≤ C1m より a は
g admissible weight で m ∈ S(a, g) であるから補題 5.3.3 を適用 して C‖op(a)u‖ ≥
‖op(m)u‖ を得る．また a ∈ S(a, g) でもあるから最初の主張より C(op(a)u, u) ≥
‖op(

√
a)u‖2 が成り立つ．ここで √

a ∈ S(
√
m, g)より 2番目の結果を √

aに適用すれば
最後の主張が得られる．

補題 5.3.4. mi > 0, i = 1, 2は g admissible weightで mi ∈ S(mi, g)とし，w > 0は ḡ

admissible weightかつ w ∈ S(w, ḡ)でさらに w̃#w = w#w̃ = 1となる w̃ ∈ S(w−1, ḡ)

が存在するとする．いま m̄ を ḡ admissible weight とし a ∈ S(m̄m1m2w, ḡ) とすると
M0 と â ∈ S(m̄, ḡ) (M > M0)が存在し∣∣(op(a)u, v)∣∣ ≤ ‖op(â)op(m1)u‖‖op(w)op(m2)v‖,

‖op(a)u‖ ≤ ‖op(â)op(m2)op(w)op(m1)u‖

が成立する．また a ∈ S(m1m2w
2, ḡ)のとき次が成り立つ．∣∣(op(a)u, v)∣∣ ≤ C‖op(w)op(m1)u‖‖op(w)op(m2)v‖.
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証明. 補題 5.3.2 より ã ∈ S(m̄w, ḡ) が存在し a = m2#ã#m1 と書ける．従って w̃ ∈
S(w−1, ḡ) を用いて ã = w#(w̃#ã) と書けば â = w̃#ã ∈ S(m̄, ḡ) より最初の主張を得
る．つぎに m2#ã = m2#ã#w̃#w と書き m2#(ã#w̃) ∈ S(m̄m2, ḡ)に注意して再び補
題 5.3.2 よりこれを â#m2, â ∈ S(m̄, ḡ)と書けば 2番目の評価を得る．最後の評価は 1

番目の評価を m̄ = w として 2番目の評価を m̄ = 1, m2 = 1として利用すればよい．

系 5.3.3. a ∈ S(〈ξ〉sγm1m2w, ḡ) あるいは a ∈ S(〈ξ〉sγm1m2w
2, ḡ) で s1 + s2 = s とす

る．このときそれぞれ次が成立する．

|(op(a)u, v)| ≤ C‖〈D〉s1γ op(w)op(m1)u‖‖〈D〉s2γ op(m2)v‖,
|(op(a)u, v)| ≤ C‖〈D〉s1γ op(w)op(m1)u‖‖〈D〉s2γ op(w)op(m2)v‖.

証明. a = 〈ξ〉s2γ #ã#〈ξ〉s1γ と書いて補題 5.3.4 を ã ∈ S(m1m2w, ḡ) または
ã ∈ S(m1m2w

2, ḡ)に適用し系 5.3.1の証明に倣えばよい．

補題 5.3.5. a ∈ S(1, G)はある定数 cについて a ≥ cを満たすとする．このとき C > 0

が存在し次が成立する． (
op(a)u, u

)
≥ (c− CM−1)‖u‖2. (5.3.22)

証明. a − c を考えることにより c = 0 と仮定できる．0 ≤ a ∈ S(1, G) より |∂αx a| ≤
CM2, |∂βξ a| ≤ CM2〈ξ〉−2

γ (|α| = |β| = 2) ゆえ Glaeser の不等式から |α + β| = 1 の
とき |∂αx ∂

β
ξ a| ≤ CM〈ξ〉−1/2

γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ

√
a ≤ CM−1〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ
√
a が従う．ゆえに

b(x, ξ) = (a(x, ξ) +M−1)1/2 ≥M−1/2 とおくと |α+ β| = 1のとき

|∂αx ∂
β
ξ b| ≤ CM−1〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ

√
a/b ≤ CM−1/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ b

が成り立つ．これから出発して b2 = a+M−1 を微分することによって

|b∂αx ∂
β
ξ b| ≲

∑
0<|α′+β′|<|α+β|

|∂α
′

x ∂
β′

ξ b||∂
α′′

x ∂β
′′

ξ b|+ |∂αx ∂
β
ξ a|

が従う．M−1 ≤ b2 より |∂αx ∂
β
ξ a| ≲M−|α+β|+1〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ b2 に注意すると帰納法で

|∂αx ∂
β
ξ b| ≤ CαβM

−|α+β|/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ b (5.3.23)

が成立することを示すのは容易である．次に bが ḡ admissible weight であることを示そ
う．それには補題 5.2.2の証明 (の一部)を繰り返せばよい．z = (x, ξ), w = (y, η)と書
くことにすると |η| < 〈ξ〉γ/2のときは有限増分の定理より

|b(z + w)− b(z)| ≤ CM−1/2ḡ1/2z (w) ≤ C b(z)(1 + ḡz(w))
1/2 (5.3.24)
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が成立する．つぎに |η| ≥ 〈ξ〉γ/2とすると ḡz(w) ≥ 〈ξ〉γ/4 ≥M4/4より

|b(z + w)| ≤ C ≤ CM−1/2M1/2 ≤ C b(z)(1 + ḡz(w))
1/8 (5.3.25)

が成立する．ゆえに bは ḡ admissible weight で b ∈ S(b, ḡ)である．したがって (5.3.23)

と定理 7.3.1 より b#b = a +M−1 − r, r ∈ S(M−2b2, ḡ) ⊂ S(M−2, ḡ) である．定理
7.4.1を op(r)に適用すると

(op(a+M−1)u, u) = ‖op(b)u‖2 + (op(r)u, u) ≥ −CM−2‖u‖2

が得られ証明が終わる．

系 5.3.4. a ∈ S(1, G)とすると C > 0 が存在し次が成り立つ；

‖op(a)u‖ ≤
(
sup |a|+ CM−1/2

)
‖u‖.

証明. ‖op(a)u‖2 = (op(ā#a)u, u)で定理 7.3.1より ā#a = |a|2+r, r ∈ S(M2〈ξ〉−1
γ , ḡ),

M2〈ξ〉−1
γ ≤ M−2 であるから (op(|a|2)u, u)を考えればよい．(sup |a|)2 − |a|2 ≥ 0に補

題 5.3.5を適用すると

(op(|a|2)u, u) ≤ ((sup |a|)2 + CM−1)‖u‖2 ≤ (sup |a|+ CM−1/2)2‖u‖2

が得られ，これより結論が従う．

5.4 エネルギー評価のための weight

命題 4.3.1 で得た ψ に関係する weight の 1つを

ω(t, x, ξ) = ((t− ψ(x, ξ))2 + 〈ξ〉−1
γ )1/2 (5.4.26)

で定義する．ψ ∈ S(M−1, G)なので (5.1.1)と (5.1.4)より 〈ξ〉−1/2
γ ≤ ω ≤ CM−1 は明

らか．つぎにエネルギー評価を導くための重要な weight ϕ を

ϕ(t, x, ξ) = ω + t− ψ, ω =

√
(t− ψ)2 + 〈ξ〉−1

γ

で定義する．最初に ϕ の粗い描像をみておく．ϕ の代わりに ϕ̃ = 〈ξ〉1/2γ ϕ を考えると
t = ψ 上では ϕ̃ = 1 で t > ψ では 2(t − ψ)〈ξ〉1/2γ ≤ ϕ̃ ≤ 2(t − ψ)〈ξ〉1/2γ + 1 である．
他方 t < ψ では (2|t − ψ|〈ξ〉1/2γ + 1)−1 ≤ ϕ̃ ≤ 〈ξ〉−1/2

γ /2|t − ψ| が成り立つ．すなわち
時間 t が時刻 ψ(x, ξ) より過去から ψ(x, ξ) に至りさらに ψ(x, ξ) より未来に進むとき，
ϕ̃(t, x, ξ)は 〈ξ〉−1/2

γ から 〈ξ〉1/2γ へと連続的に変化していく．ここで (5.1.1), (5.1.4)およ
び ψ ∈ S(M−1, G)より次は明らかである．

CM−1 ≥ ϕ ≥ 〈ξ〉−1
γ /(ω + |t− ψ|) ≥ 〈ξ〉−1

γ /(2ω) ≥M〈ξ〉−1
γ /C. (5.4.27)
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また ϕが次の関係式を満たすことも容易に確かめられる．

∂ϕ/∂t = ω−1ϕ, ∂αx ∂
β
ξ ϕ =

−∂αx ∂
β
ξ ψ

ω
ϕ+

∂αx ∂
β
ξ 〈ξ〉−1

γ

2ω
(|α+ β| = 1). (5.4.28)

補題 5.4.1. |α + β| ≥ 1のとき ∂αx ∂
β
ξ ψ ∈ S(〈ξ〉−1/2

γ M−ϵ(α,β)〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ , gϵ). ここで

ϵ(α, β)は (5.3.19)で定義したもの．

証明. 補題 5.1.4より ψ = η1(ξ) + r, (a) または ψ = y1(x) + cyd(x) + r, (b)である．こ
こで r ∈ S(M−2, G). したがって ν = β′ + β, |β| ≥ 1のとき

|∂νξψ| ≲M−1−δϵb+|ν|〈ξ〉−|ν|
γ ≲ 〈ξ〉−1/2

γ M−ϵ(0,ν)〈ξ〉−|ν|/2
γ (M2+2δϵb〈ξ〉−1

γ )(|ν|−1)/2

が成り立つ．µ = α′ + α, |α| ≥ 1のときは

|∂µxψ| ≲M−1−δϵa+|µ| ≲ 〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(µ,0)〈ξ〉|µ|/2γ (M2+2δϵa〈ξ〉−1

γ )(|µ|−1)/2

と評価される．つぎに µ = α′ + α, |α| ≥ 1 かつ ν = β′ + β, |β| ≥ 1 のときは
2|µ+ ν| − ϵ(µ, ν) ≥ |µ+ ν|に注意して

|∂µx∂νξψ| ≲M−2+|µ+ν|〈ξ〉−|ν|
γ

≲ 〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(µ,ν)〈ξ〉(|µ|−|ν|)/2

γ (M4〈ξ〉−1
γ )(|µ+ν|−1)/2

と評価される．ここで (5.1.1) よりM2+2δϵϵ′ 〈ξ〉−1
γ ≤ M4〈ξ〉−1

γ ≤ 1に注意すれば証明は
明らかである．

補題 5.4.2. s ∈ R, |α + β| ≥ 1のとき ∂αx ∂
β
ξ ω

s ∈ S(ωs−1〈ξ〉−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , gϵ)．特
に ωs ∈ S(ωs, gϵ).

証明. 最初に s = 2 の場合を示す．ω2 = (t − ψ)2 + 〈ξ〉−1
γ ゆえ ω〈ξ〉1/2γ ≥ 1 および

|t− ψ| ≤ ω に注意すると補題 5.1.4より ν = β′ + β, |β| ≥ 1として∣∣∂νξ ω2
∣∣ ≲ ωM−1−δϵb+|ν|〈ξ〉−|ν|

γ +M−2−2δϵb+|ν|〈ξ〉−|ν|
γ + 〈ξ〉−1−|ν|

γ

≲ ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(0,ν)〈ξ〉−|ν|/2

γ (M2+2δϵb〈ξ〉−1
γ )(|ν|−1)/2

+ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(0,ν)〈ξ〉−|ν|/2

γ (M2+2δϵb〈ξ〉−1
γ )(|ν|−2)/2 + ω〈ξ〉−1/2

γ 〈ξ〉−|ν|
γ

と評価される．ここで右辺の第 2項M−2−2δϵb+|ν|〈ξ〉−|ν|
γ は |ν| = 1のときは無いものと

理解する．右辺最後の項は 〈ξ〉−|ν|
γ ≤ (M2〈ξ〉−1

γ )−|ν|/2M−ϵ(0,ν)〈ξ〉−|ν|/2
γ を用いて評価す

る．µ = α′ + α, |α| ≥ 1のときは∣∣∂µxω2
∣∣ ≲ ωM−1−δϵa+|µ| +M−2−2δϵa+|µ|

≲ ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(µ,0)〈ξ〉|µ|/2γ (M2+2δϵa〈ξ〉−1

γ )(|µ|−1)/2

+ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(µ,0)〈ξ〉|µ|/2γ (M2+2δϵa〈ξ〉−1

γ )(|µ|−2)/2
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と評価される．ここでも |µ| = 1のときは右辺第 2項のM−2−2δϵa+|µ| は無いものとする．
つぎに µ = α′ + α, ν = β′ + β, |α+ β| ≥ 1, |µ| ≥ 1かつ |ν| ≥ 1 とする. rを補題 5.4.1

の証明中のそれとするとき ∂µx∂
ν
ξψ = ∂µx∂

ν
ξ r と ∂µxψ∂

ν
ξψ ∈ S(M−3+|µ+ν|〈ξ〉−|ν|

γ , G)に注
意すると ∣∣∂µx∂νξ ω2

∣∣ ≲ |ω∂µx∂νξ r|+M−3+|µ+ν|〈ξ〉−|ν|
γ

≲ ωM−2+|µ+ν|〈ξ〉−|ν|
γ +M1−|µ+ν|〈ξ〉−1

γ (M4〈ξ〉−1
γ )(|µ+ν|−2)/2〈ξ〉−(|µ|−|ν|)/2

γ

≲ ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(µ,ν)〈ξ〉(|µ|−|ν|)/2

γ (M4〈ξ〉−1
γ )(|µ+ν|−1)/2

+ω〈ξ〉−1/2
γ M−ϵ(α′,β′)〈ξ〉(|α

′|−|β′|)/2
γ (M4〈ξ〉−1

γ )(|µ+ν|−2)/2〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ

が成立する．ここで 1− |µ+ ν| ≤ −ϵ(α′, β′)や 〈ξ〉−1
γ ≤ ω〈ξ〉−1/2

γ を利用した．したがっ
て s = 2とき主張が成立していることが分かる．〈ξ〉−1/2

γ ≤ ω であるから ω2 ∈ S(ω2, gϵ)

は明らかである．一般の s ∈ Rのときは ωs = (ω2)s/2 と書いて ω2 に対する結果を適用
すれば ∂αx ∂

β
ξ ω

s の評価が得られる．

補題 5.4.3. ϕ ∈ S(ϕ, gϵ).

証明. |α+ β| = 1のとき (5.4.28)を用いて

∂αx ∂
β
ξ ϕ =

−∂αx ∂
β
ξ ψ

ω
ϕ+

∂αx ∂
β
ξ 〈ξ〉−1

γ

2ω
= ϕαβϕ+ ψαβ (5.4.29)

とおく．補題 5.4.2 より ω−1∂αx ∂
β
ξ 〈ξ〉−1

γ ∈ S(ω−1〈ξ〉−1−|β|
γ , gϵ)であるから (5.4.27)およ

び 〈ξ〉−1/2
γ ≤M−1 より∣∣∂µx∂νξ (ψαβ)∣∣ ≲ ω−1〈ξ〉−1

γ M−ϵ(µ,ν)〈ξ〉(|α+µ|−|β+ν|)/2
γ 〈ξ〉−1/2

γ

≲ ϕM−ϵ(α+µ,β+ν)〈ξ〉(|α+µ|−|β+ν|)/2
γ

(5.4.30)

が従う．他方 ω−1 ∈ S(〈ξ〉1/2γ , gϵ)に注意すると補題 5.4.1から

ϕαβ ∈ S(〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ , gϵ), |α+ β| ≥ 1 (5.4.31)

が従う．関係式 (5.4.29) および (5.4.30), (5.4.31) を利用すると |α + β|に関する帰納法
で結論が得られる．

命題 5.4.1. ωs ∈ S(ωs, gϵ) および ϕs ∈ S(ϕs, gϵ). さらに |α+ β| ≥ 1のとき

∂αx ∂
β
ξ ω

s ∈ S(ω−1〈ξ〉−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ ωs, gϵ),

∂αx ∂
β
ξ ϕ

s ∈ S(ω−1〈ξ〉−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ ϕs, gϵ).

証明. ωsについては補題 5.4.2で示した．ϕαβ , ψαβ は (5.4.29)のそれとする．補題 5.4.1

より |α + β| ≥ 1のとき ϕαβ ∈ S(ω−1〈ξ〉−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ , gϵ)である．一方 (5.4.30)と
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(5.4.27)から ψαβ ∈ S(ω−1〈ξ〉−1/2
γ 〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ ϕ, gϵ), |α+ β| ≥ 1を得る．補題 5.4.3よ
り ϕ ∈ S(ϕ, gϵ)なので (5.4.29)から ϕs に対する s = 1のときの主張が従う．ϕs につい
ては ϕの主張から従う．

命題 5.4.2. ω と ϕは gϵ admissible weight (定義 7.1.5)である．

証明. 次を示せば十分である．

ω(z + w) ≤ Cω(z)(1 + gϵ,z(w)), ϕ(z + w) ≤ Cϕ(z)(1 + gϵ,z(w))
2. (5.4.32)

いま |η| ≥ 〈ξ〉γ/2とすると 〈ξ〉−1/2
γ ≤ ω ≤ CM−1 に注意して

gϵ,z(w) ≥M−2〈ξ〉−1
γ |η|2 ≥M−2〈ξ〉γ/4 ≥

(
M−2〈ξ〉1/2γ

)
〈ξ〉1/2γ /4 ≥ 〈ξ〉1/2γ /4

を得る．ゆえに (5.4.27)に注意して

ω(z + w) ≤ CM−1 ≤ CM−1〈ξ〉1/2γ ω(z) ≤ Cω(z)(1 + gϵ,z(w)),

ϕ(z + w) ≤ CM−1 ≤ CM−2〈ξ〉γϕ(z) ≤ Cϕ(z)(1 + gϵ,z(w))
2

(5.4.33)

が成立する．つぎに |η| < 〈ξ〉γ/2 と仮定する．f = t − ψ および h = 〈ξ〉−1/2
γ とおくと

ω2 = f2 + h2 である．|f(z+w) + f(z)|/|ω(z+w) + ω(z)|と |h(z+w) + h(z)|/|ω(z+
w) + ω(z)| は 2以下ゆえ次が成立する．

|ω(z + w)− ω(z)| = |ω2(z + w)− ω2(z)|/|ω(z + w) + ω(z)|
≤ 2|f(z + w)− f(z)|+ 2|h(z + w)− h(z)|.

(5.4.34)

他方 |f(z + w)− f(z)| = |ψ(z + w)− ψ(z)|ゆえ補題 5.4.1と (5.2.16)より

|f(z + w)− f(z)| ≤ C(M−δϵa |y|+M−δϵb〈ξ + sη〉−1
γ |η|)

≤ C〈ξ〉−1/2
γ (M−δϵa〈ξ〉1/2γ |y|+M−δϵb〈ξ〉−1/2

γ |η|) ≤ Cω(z)g1/2ϵ,z (w)
(5.4.35)

と評価できる．同様に g
1/2
ϵ,z (w) ≥ M−1〈ξ〉−1/2

γ |η| に注意すると |h(z + w) − h(z)| ≤
C〈ξ〉−3/2

γ |η| ≤ CM〈ξ〉−1
γ g

1/2
ϵ,z (w) ≤ Cω(z)g

1/2
ϵ,z (w)を得る． ゆえに (5.4.34)より

|ω(z + w)− ω(z)| ≤ Cω(z)g1/2ϵ,z (w) (5.4.36)

が成立する．(5.4.33) と合わせて ω は gϵ admissible weight である．次に ϕについて考
える．ϕ = ω + f より ϕ(z + w)− ϕ(z)は次のように書ける．

(f(z + w)− f(z))(ϕ(z + w) + ϕ(z)) + h2(z + w)− h2(z)

ω(z + w) + ω(z)
. (5.4.37)
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(5.4.35)より |f(z +w)− f(z)| ≤ C〈ξ〉−1/2
γ g

1/2
ϵ,z (w)である．また |h2(z +w)− h2(z)| ≤

CM〈ξ〉−3/2
γ g

1/2
ϵ,z (w)も容易である．これらの評価を (5.4.37)に代入すると

|ϕ(z + w)− ϕ(z)| ≤ C
( 〈ξ〉−1/2

γ

ω(z + w) + ω(z)
(ϕ(z + w) + ϕ(z))

+
M〈ξ〉−3/2

γ

ω(z + w) + ω(z)

)
g1/2ϵ,z (w)

(5.4.38)

を得る．(5.4.27)より ϕ(z) ≥M〈ξ〉−1
γ /C であるから

|ϕ(z + w)− ϕ(z)| ≤ C(ϕ(z + w) + 2ϕ(z))
〈ξ〉−1/2

γ

ω(z + w) + ω(z)
g1/2ϵ,z (w)

が従う．もし C〈ξ〉−1/2
γ g

1/2
ϵ,z (w)

/
(ω(z+w) +ω(z)) < 1/3ならば

∣∣ϕ(z+w)/ϕ(z)− 1
∣∣ ≤

(ϕ(z + w)/ϕ(z) + 2)/3より
2ϕ(z + w)/5 ≤ ϕ(z) ≤ 4ϕ(z + w) (5.4.39)

が成立する．もし C〈ξ〉−1/2
γ g

1/2
ϵ,z (w)

/
(ω(z + w) + ω(z)) ≥ 1/3 ならば C2gϵ,z(w) ≥

〈ξ〉γ(ω(z +w) + ω(z))2/9 ≥ 2〈ξ〉γω(z +w)ω(z)/9であるから ϕ(z) ≥ 〈ξ〉−1
γ /(2ω(z))に

注意し，自明な不等式 2ω(z + w) ≥ ϕ(z + w)を利用すると
18C2(1 + gϵ,z(w)) ≥ ϕ(z + w)

/
ϕ(z)

が得られる．(5.4.33)と合わせて ϕは gϵ admissible weight である．

5.5 エネルギー不等式
まず P̂ (t, x, τ, ξ)を次のように書きなおそう．

P̂ (t, x, τ, ξ) = −τ2 + ℓ2(t, x, ξ) + (q(t, x, ξ) + λ〈ξ〉γ)
+(a1(t, x, ξ)− λ)〈ξ〉γ + a0(t, x, ξ)τ.

ここで aj(t, x, ξ) ∈ S(〈ξ〉jγ , G)である．いま

b = (q(t, x, ξ) + λ〈ξ〉γ)1/2

とおくと 0 ≤ q ∈ S(M−2〈ξ〉2γ , G)であったから第 5.2節 よりM,γ によらない λ̄が存在
して λ ≥ λ̄ のとき命題 5.2.1 および補題 5.2.4 が成立するとしてよい．以下そのような
λ = λ̄を一つ固定する．また λ̄ ≥

¯
cとしてよく，このとき (5.1.6)より bは

b =
(
q + λ̄〈ξ〉γ

)1/2 ≥
(̄
c (t− ψ)2〈ξ〉2γ + λ̄〈ξ〉γ

)1/2
≥ √

¯
c ω−1〈ξ〉γ

(
(t− ψ)2ω2 + ω2〈ξ〉−1

γ

)1/2
≥ √

¯
c ω−1〈ξ〉γ

(
|t− ψ|4 + 〈ξ〉−2

γ

)1/2 ≥
√
¯
c /2ω〈ξ〉γ

(5.5.40)
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を満たすことがわかる．さらに

補題 5.5.1. k + |α + β| = 1 のとき ∂kt ∂
α
x ∂

β
ξ q ∈ S(〈ξ〉1−|β|

γ b, ḡ) である．また {q, ψ} ∈
S(M−1/2b, ḡ)が成り立つ．

証明. 最初の主張は補題 5.2.3から直ちに従う．2番目の主張は 命題 5.1.1 と (5.2.18) か
ら従う．

次のようにおく．

P̂ = op(P̂ (t, x, τ, ξ)), L = op(ℓ),

Q = op(q + λ̄〈ξ〉γ),
√
Q = op(b) = op((q + λ̄〈ξ〉γ)1/2).

以後 P̂ は作用素を表し，そのシンボルを表すときは P̂ (t, x, τ, ξ)と書くので誤解の恐れは
ないと思う．ℓ ∈ S(M−1〈ξ〉γ , G)より |α + β| = 2のとき ∂αx ∂

β
ξ ℓ ∈ S(M〈ξ〉1−|β|

γ , gϵ) ゆ
え定理 7.3.1 より ℓ#ℓ− ℓ2 ∈ S(M2, gϵ)が従い

op(ℓ2) = L2 + op(r), r ∈ S(M2, gϵ) (5.5.41)

と書ける．M2 ≤ 〈ξ〉1/2γ に注意すると P̂ は

P̂ = −D2
t + L2 +Q+B0Dt +B1, Bi = op(ãi), ãi ∈ S(〈ξ〉iγ , gϵ) (5.5.42)

と書ける．つぎに θ > 0 をパラメーターとして P̂θ = e−θtP̂ eθt を考えると (Dt − iθ) =

e−θtDte
θt より P̂θ は

P̂θ = −A2 + L2 +Q+B0A+B1, A = Dt − iθ (5.5.43)

となる．ここでエネルギー評価を導くときに用いる weight を定義しよう．

定義 5.5.1. Φk♯n = op(ω−k/2ϕ−n), Ψk♯n = op(ω1−k/2〈ξ〉γϕ−n), k = 0, 1, . . . とおく．
Φ0♯
n , Φ1♯

n はそれぞれ単に Φn, Φ
♯
n と書くものとする．Ψk♯n についても同様である．以下記

号を簡単にするためにパラメーター nを省略して単に Φk♯, Ψk♯ と書くが，これらはパラ
メーターとして n, M , γ を含んでいることに注意しよう．

この節を通じて小文字で表された定数 c, ĉ, c̄, ci などは n, M , γ, θ に依存しないもの
とし，大文字で表す定数 C は nには依存するが M , γ, θ には依存しない一般には行ごと
に異なる定数を表すものとする．

補題 5.5.2. K∗ = K とすると

2Im(ΦKu,ΦAu) = ∂t(KΦu,Φu) + 2θ(KΦu,Φu)

+2Im([Φ,K]u, ΦAu) + 2Im(KΦu, [Φ,A]u)− Re((∂tK)Φu,Φu)
(5.5.44)
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が成立する．またつぎの等式が成立する．

2Im(ΦK2u, ΦAu) = ∂t‖ΦKu‖2 + 2θ‖ΦKu‖2

+2Im(Φ[A,K]u, ΦKu) + 2Im([A,Φ]Ku,ΦKu)

+2Im([Φ,K]Au,ΦKu) + 2Im(ΦAu, [K,Φ]Ku).

(5.5.45)

証明. 最初の等式は

(ΦKu,ΦAu) = ([Φ,K]u, ΦAu) + (KΦu, [Φ,A]u) + (KΦu,AΦu)

と書いて ∂t = iA − θ より 2Im(KΦu,AΦu) = ∂t(KΦu,Φu) + 2θ(KΦu,Φu) −
Re((∂tK)Φu,Φu) に注意すればよい．次の等式は (ΦK2u, ΦAu)を変形すると

(ΦK2u, ΦAu) = ([Φ,K]Ku,ΦAu) + (KΦKu,ΦAu)

= ([Φ,K]Ku,ΦAu) + (ΦKu, [K,Φ]Au) + (ΦKu,ΦKAu)

= ([Φ,K]Ku,ΦAu) + (ΦKu, [K,Φ]Au) + (ΦKu,Φ[K,A]u) + (ΦKu,ΦAKu)

= ([Φ,K]Ku,ΦAu) + (ΦKu, [K,Φ]Au) + (ΦKu,Φ[K,A]u)

+(ΦKu, [Φ,A]Ku) + (ΦKu,AΦKu)

を得るが右辺の 5項中 (ΦKu,AΦKu)以外の 4項は虚部の 2倍を考えれば (5.5.45)の右辺
の最後の 4項に一致している．したがって 2Im(ΦKu,AΦKu) = ∂t‖ΦKu‖2+2θ‖ΦKu‖2

を示せばよいがこれは明らかである．

以下 2Im(ΦP̂θu, ΦAu) を評価してゆく．最初に 2Im(ΦL2u, ΦAu) を考察する．まず
2Im([A,Φ]Lu,ΦLu) を評価する．∂tϕ = ω−1ϕ であったから [A,Φ] = in op(ω−1ϕ−n)

で，したがって

2Im([A,Φ]Lu,ΦLu) = 2nRe(op(ω−1ϕ−n)Lu, op(ϕ−n)Lu)

である．ϕ−n#(ω−1ϕ−n)− ω−1ϕ−2n ∈ S(M−1ω−1ϕ−2n, gϵ)であるから系 5.3.2と補題
5.3.3より

2Im([A,Φ]Lu,ΦLu) ≥ 2n(1− CM−1)‖Φ♯Lu‖2 (5.5.46)

を得る．つぎに 2Im(ΦAu, [L,Φ]Lu)を評価しよう．まず

ϕ−n#(ℓ#ϕ−n − ϕ−n#ℓ) = −n{ℓ, ψ}ω−1ϕ−2n + r1 + r2,

r1 ∈ S(M−1ω−1ϕ−2n, gϵ), r2 ∈ S(ϕ−2n, gϵ)
(5.5.47)

と書けることをみよう．∂αx ∂βξ ℓ ∈ S(M2〈ξ〉1−|β|
γ , gϵ), |α + β| = 3 ゆえ定理 7.3.1 と

補題 5.4.3 より ℓ#ϕ−n − ϕ−n#ℓ + i{ℓ, ϕ−n} ∈ S(ϕ−n, gϵ) である．一方 (5.4.28)

より {ℓ, ϕ−n} = −in ω−1{ℓ, ψ}ϕ−n + in ω−1{ℓ, 〈ξ〉−1
γ }ϕ−n−1 で (5.4.27) より
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ω−1{ℓ, 〈ξ〉−1
γ }ϕ−n−1 ∈ S(ϕ−n, gϵ)である．命題 5.1.2より {ℓ, ψ} ∈ S(1, gϵ)に注意する

と系 7.3.1より (5.5.47)が従う．(5.5.47)を考慮すると補題 5.3.3より∣∣(ΦAu, [L,Φ]Lu)∣∣ ≤ n‖op({ℓ, ψ})Φ♯Au‖‖Φ♯Lu‖

+CM−1‖Φ♯Au‖‖Φ♯Lu‖+ C‖ΦAu‖‖ΦLu‖

と評価される．命題 5.1.2と系 5.3.4より ‖(op({ℓ, ψ})v‖ ≤ (|κ| + CM−1/2)‖v‖ が成り
立つので

|(ΦAu, [L,Φ]Lu)| ≤ n(|κ|+ CM−1/2)‖Φ♯Au‖‖Φ♯Lu‖+ C‖ΦAu‖‖ΦLu‖

が成立する．|([Φ,L]Au,ΦLu)|も同様にして評価されるので結局
2|(ΦAu, [L,Φ]Lu)|+ 2|([Φ,L]Au,ΦLu)|

≤ 2n(|κ|+ CM−1/2)
(
‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ♯Lu‖2

)
+C

(
‖ΦAu‖2 + ‖ΦLu‖2

) (5.5.48)

を得る．次に [A,L] = −i op(∂tℓ) で ∂tℓ ∈ S(〈ξ〉γ , gϵ) より ϕ−n#ϕ−n#(∂tℓ) =

(∂tℓ)ϕ
−2n + r, r ∈ S(M−1〈ξ〉γϕ−2n, gϵ)であるから補題 5.3.3より

2|(Φ[A,L]u, ΦLu)| ≤ 2‖op(∂tℓ〈ξ〉−1
γ )Ψ ♯u‖‖Φ♯Lu‖

+CM−1‖Ψ ♯u‖‖Φ♯Lu‖ ≤ (c0 + CM−1)
(
‖Ψ ♯u‖2 + ‖Φ♯Lu‖2

) (5.5.49)

が成り立つ．以上 (5.5.45), (5.5.46), (5.5.48) および (5.5.49) から次を得る．

補題 5.5.3. 次が成立する．

2Im(ΦL2u, ΦAu) ≥ ∂t‖ΦLu‖2 + (2θ − C)‖ΦLu‖2

+2n(1− |κ| − c0/2n− CM−1/2)‖Φ♯Lu‖2 − 2n(|κ|+ CM−1/2)‖Φ♯Au‖2

−(c0 + CM−1/2)‖Ψ ♯u‖2 − C‖ΦAu‖2.

次に −2Im(ΦA2u, ΦAu)を考えよう．(5.5.44)で K = I とし，(5.5.46)を L = I とし
て適用すると

−2Im(ΦAu,Φu) = ∂t‖Φu‖2 + 2θ‖Φu‖2 + 2Im([A,Φ]u, Φu)

≥ ∂t‖Φu‖2 + 2θ‖Φu‖2 + 2n(1− CM−1)‖Φ♯u‖2
(5.5.50)

が成立する．同様の議論を Φを Φ2♯ に置き換えて行うと

−2Im(Φ2♯Au,Φ2♯u) ≥ ∂t‖Φ2♯u‖2 + 2θ‖Φ2♯u‖2 + 2n(1− CM−1)‖Φ3♯u‖2

を得る．補題 5.3.3より

2|(Φ2♯Au,Φ2♯u)| ≤ 2(1 + CM−1)‖Φ♯Au‖‖Φ3♯u‖

≤ n−1‖Φ♯Au‖2 + n(1 + CM−1)‖Φ3♯u‖2



5.5 エネルギー不等式 63

が従うので

‖Φ♯Au‖2 ≥ n∂t‖Φ2♯u‖2 + 2θn‖Φ2♯u‖2 + n2(1− CM−1)‖Φ3♯u‖2 (5.5.51)

が成立する．一方 (5.5.50)で u を Au で置き換えると

−2Im(ΦA2u, ΦAu) ≥ ∂t‖ΦAu‖2 + 2θ‖ΦAu‖2 + 2n(1− CM−1)‖Φ♯Au‖2

を得るが右辺の 2n(1 − CM−1)‖Φ♯Au‖2 のうち nν‖Φ♯Au‖2 (0 < ν < 2)を (5.5.51)の
評価で置き換えて次の補題を得る．

補題 5.5.4. 任意の 0 < ν < 2に対し次の評価が成立する．

−2Im(ΦA2u, ΦAu) ≥ ∂t‖ΦAu‖2 + 2θ‖ΦAu‖2

+2n(1− ν/2− CM−1)‖Φ♯Au‖2

+νn2∂t‖Φ2♯u‖2 + 2νθn2‖Φ2♯u‖2 + νn3(1− CM−1)‖Φ3♯u‖2.
(5.5.52)

最後に Im(ΦQu,ΦAu) を評価する．まず Im([Φ,Q]u, ΦAu) を評価しよう．命題 5.4.1

と定理 7.3.1より ϕ−n#(ϕ−n#〈ξ〉γ − 〈ξ〉γ#ϕ−n) ∈ S(ω−1ϕ−2n, gϵ)ゆえ補題 5.3.3より

|([Φ, 〈D〉γ ]u, ΦAu)| ≤ C‖Φ2♯u‖‖ΦAu‖ ≤ C(‖Φ2♯u‖2 + ‖ΦAu‖2)

は明らかである．つぎに Im([Φ, op(q)]u, ΦAu)を評価しよう．まず

ϕ−n#q − q#ϕ−n = −inω−1{ψ, q}ϕ−n + r1 + r2,

r1 ∈ S(bϕ−n, ḡ), r2 ∈ S(Mω−1ϕ−n, gϵ)
(5.5.53)

と書けることを確かめよう．|α+β| = 3のとき ∂αx ∂
β
ξ q ∈ S(M〈ξ〉2−|β|

γ , gϵ)より命題 5.4.1

と定理 7.3.1 から ϕ−n#q− q#ϕ−n = −i{ϕ−n, q}+ r, r ∈ S(Mω−1ϕ−n, gϵ)となる．一
方 (5.4.28)から {ϕ−n, q} = nω−1{ψ, q}ϕ−n − nω−1{〈ξ〉−1

γ , q}ϕ−n−1/2 であるが右辺第
2 項は補題 5.5.1 と (5.4.27) より S(bϕ−n, ḡ) であるから (5.5.53) を得る．補題 5.5.1 よ
り {ψ, q} ∈ S(M−1/2b, ḡ)であるから (5.5.53)の右辺第 1項は S(M−1/2ω−1bϕ−n, ḡ)と
なる．従って補題 5.3.4と補題 5.3.3より次を得る．∣∣([Φ,Q]u, ΦAu)

∣∣ ≤ CM−1/2
(
‖
√
QΦ♯u‖2 + ‖Φ♯Au‖2

)
+C‖

√
QΦu‖2 + CM

(
‖ΦAu‖2 + ‖Φ2♯u‖2

)
.

(5.5.54)

補題 5.5.5. 次が成立する．

2Im(QΦu, [Φ,A]u) ≥ (n− CM−1/2)‖
√
QΦ♯u‖2

−CM−1/2‖Φ3♯u‖2 − C‖
√
QΦu‖2 − CM‖Φ2♯u‖2.
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証明. まず 2Im(QΦu, [Φ,A]u) = 2nRe
(
Qop(ϕ−n)u, op(ω−1ϕ−n)u

) である．補題
5.3.2 を使って ω−1ϕ−n = ω−1/2#(1 + k)#(ω−1/2ϕ−n) および ω−1/2#ϕ−n =

(1 + k̃)#(ω−1/2ϕ−n), k, k̃ ∈ S(M−1, gϵ)と書くと(
Qop(ϕ−n)u, op(ω−1ϕ−n)u

)
=

(
op(1 + k̄)Qop(1 + k̃)Φ♯u, Φ♯u)

+
(
op(1 + k̄)[op(ω−1/2), Q]Φu,Φ♯u)

と書け [op(ω−1/2), Q]は op(ri)の和である．ここで

r1 ∈ S(M−1/2ω−3/2b, ḡ), r2 ∈ S(ω−1/2b, ḡ), r3 ∈ S(Mω−3/2, gϵ). (5.5.55)

実際 ω−1/2#〈ξ〉γ − 〈ξ〉γ#ω−1/2 ∈ S(ω−3/2, gϵ) は命題 5.4.1 と定理 7.3.1 より明らか．
同様にして ω−1/2#q − q#ω−1/2 + i{ω−1/2, q} ∈ S(Mω−3/2, gϵ)が従う．つぎに

{ω−1/2, q} = ω−5/2(t− ψ){ψ, q}/2− ω−5/2{〈ξ〉−1
γ , q}/4 (5.5.56)

であるが右辺第 1 項は補題 5.5.1 と (t − ψ) ∈ S(ω, gϵ) より S(M−1/2ω−3/2b, ḡ) であり
右辺第 2項は補題 5.5.1と ω−2 ≤ 〈ξ〉γ より S(ω−1/2b, ḡ)となる．ゆえに補題 5.3.4より∣∣(op(1 + k̄)[op(ω−1/2), Q]Φu,Φ♯u)

∣∣ ≤ CM−1/2
(
‖
√
QΦ♯u‖2 + ‖Φ3♯u‖2

)
+C‖

√
QΦu‖2 + CM‖Φ2♯u‖2

を得る．次に (
op(1 + k̄)Qop(1 + k̃)Φ♯u, Φ♯u) を評価する．k̄#(q + λ̄〈ξ〉γ) ∈

S(M−1b2, ḡ) であるから補題 5.3.4 より
∣∣(op(k̄)QΦ♯u, Φ♯u)∣∣ ≤ CM−1‖

√
QΦ♯u‖2

を得る．
∣∣(Qop(k̃)Φ♯u, Φ♯u)

∣∣なども同様に評価できる．最後に (QΦ♯u, Φ♯u)に補題 5.2.4

を適用すればよい．

補題 5.5.6. c1 > 0が存在して

|((∂tQ)Φu,Φu)| ≤ (c1 + CM−1/2)(‖
√
QΦ♯u‖2 + ‖Ψ ♯u‖2) (5.5.57)

が成立する．

証明. 補題 5.5.1, 5.3.2 より ϕ−n#∂tq#ϕ
−n = (ω1/2〈ξ〉γϕ−n)#r#(ω−1/2ϕ−n),

r ∈ S(b, gϵ) と書くと |((∂tQ)Φu,Φu)| ≤ ‖op(r)Φ♯u‖‖Ψ ♯u‖ である．補題
5.3.2 より k, k̃ ∈ S(M−1, gϵ) があって (ω−1/2ϕ−n)#(1 + k)#(ω1/2ϕn) = 1,

(ω−1/2〈ξ〉−1
γ ϕn)#(1 + k̃)#(ω1/2〈ξ〉γϕ−n) = 1と書けるので

r = (ω−1/2〈ξ〉−1
γ ϕn)#(1 + k̃)#ϕ−n#(∂tq)#ϕ

−n#(1 + k)#(ω1/2ϕn)

である．系 7.3.1 より ϕ−n#(1 + k)#(ω1/2ϕn) − ω1/2 = l ∈ S(M−1ω1/2, gϵ) と
(ω−1/2〈ξ〉−1

γ ϕn)#(1 + k̃)#ϕ−n − ω−1/2〈ξ〉−1
γ = l̃ ∈ S(M−1ω−1/2〈ξ〉−1

γ , gϵ) ゆえ
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r = (〈ξ〉−1
γ ω−1/2 + l̃)#(∂tq)#(ω1/2 + l) = (〈ξ〉−1

γ ω−1/2)#(∂tq)#ω
1/2 + r̃ と書け補題

5.5.1 より r̃ ∈ S(M−1b, ḡ)．また (〈ξ〉−1
γ ω−1/2)#(∂tq)#ω

1/2 ∈ S(b, ḡ) でこれは n によ
らない．故に補題 5.3.4 より c1 > 0があって ‖op(r)v‖ ≤ (c1 + CM−1)‖

√
Qv‖が成り

立ち v = Φ♯uとして結論を得る．

(5.5.44)でK = Qと選ぶと (5.5.54)および補題 5.5.5, 5.5.6から

2Im(ΦQu,ΦAu) ≥ ∂t(QΦu,Φu) + (θ − C)‖
√
QΦu‖2

+(n− c1 − CM−1/2)‖
√
QΦ♯u‖2 − (c1 + CM−1/2)‖Ψ♯u‖2

−CM−1/2
(
‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ3♯u‖2

)
− CM

(
‖ΦAu‖2 + ‖Φ2♯u‖2

) (5.5.58)

が成立する．
つぎに ω1−k/2ϕ−n〈ξ〉γ = (〈ξ〉γω)(ω−k/2ϕ−n)と書くと補題 5.3.3より

(1− CM−1)‖Ψk♯u‖ ≤ ‖op(〈ξ〉γω)Φk♯u‖ (5.5.59)

を得る．命題 5.2.1 で得た b̃ ∈ S(b−1, ḡ) は (5.5.40) より b̃ ∈ S(ω−1〈ξ〉−1
γ , ḡ) である．

したがって 〈ξ〉γω = (〈ξ〉γω)#b̃#b と書くと (〈ξ〉γω)#b̃ ∈ S(1, ḡ) ゆえ定理 7.4.1 より
ĉ > 0があって ‖op(〈ξ〉γω)v‖ ≤ ĉ‖

√
Qv‖ が成立する．そこで v を Φk♯uで置き換えると

(5.5.59) よりつぎの補題を得る．

補題 5.5.7. ĉ > 0, c > 0, C > 0が存在して k = 0, 1, 2に対し次が成立する．

c(1− CM−1)‖〈D〉1/2+k/4γ Φu‖

≤ (1− CM−1)‖Ψk♯u‖ ≤ ĉ‖
√
QΦk♯u‖.

(5.5.60)

証明. 左側の不等式を示す．ϕ−n〈ξ〉1/2+k/4γ = (ω1/2〈ξ〉1/4γ )−2+k(ω1−k/2ϕ−n〈ξ〉γ) と
書くと ω1/2〈ξ〉1/4γ ≥ 1 であるから k ≤ 2 のとき補題 5.3.3 より c > 0 があって
c‖〈D〉1/2+k/4γ Φu‖ ≤ (1 + CM−1)‖Ψk♯u‖が成立する．

(5.5.58)の右辺の ‖Ψ ♯u‖2 に (5.5.60)の評価式を適用してまとめると

補題 5.5.8. 次が成立する．

2Im(ΦQu,ΦAu) ≥ ∂t(QΦu,Φu) + (θ − C)‖
√
QΦu‖2

+n(1− c1(1 + ĉ)/n− CM−1/2)‖
√
QΦ♯u‖2

−CM−1/2
(
‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ3♯u‖2

)
− CM

(
‖ΦAu‖2 + ‖Φ2♯u‖2

)
.

最後に低階の項 B0A+B1 を評価する．ãj ∈ S(〈ξ〉jγ , gϵ)ゆえ補題 5.3.3から

2
∣∣(ΦB1u, ΦAu)

∣∣ ≤ 2‖op(ã1〈ξ〉−1
γ )Φ♯Au‖‖Ψ ♯u‖

+CM−1‖Φ♯Au‖‖Ψ ♯u‖ ≤ (c̄+ CM−1)(‖Φ♯Au‖2 + ‖Ψ ♯u‖2)
(5.5.61)
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が成立する．また 2|(ΦB0Au,ΦAu)| ≤ C‖ΦAu‖2 も同様である．したがって補題 5.5.3,

5.5.4, 5.5.8と低階の評価から次を得る．

命題 5.5.1. 次が成立する．

2Im(ΦP̂θu, ΦAu) ≥ ∂t
{
‖ΦLu‖2 + ‖ΦAu‖2 + (QΦu,Φu)

+νn2‖Φ2♯u‖2
}
+ (θ − CM)

(
‖ΦLu‖2 + ‖ΦAu‖2 + ‖

√
QΦu‖2

)
+2n(1− |κ| − ν/2− (c0 + c̄)/2n− CM−1/2)

(
‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ♯Lu‖2

)
+n(1− ĉ(c0 + c̄)/n− c1(1 + ĉ)/n− CM−1/2)‖

√
QΦ♯u‖2

+(2νθn2 − CM)‖Φ2♯u‖2 + (νn3 − CM−1/2)‖Φ3♯u‖2.

補題 5.5.9. n ≥ 1とする．C > 0が存在して次が成立する．

‖Φu‖ ≤ C‖〈D〉nγu‖, ‖u‖ ≤ C‖Φu‖, ‖〈D〉γu‖ ≤ C‖
√
QΦu‖.

証明. 1番目の不等式は (5.4.27)より ϕ−n ≤ Cωn〈ξ〉nγ ≤ C ′〈ξ〉nγ から ϕ−n ∈ S(〈ξ〉nγ , gϵ)
ゆえ補題 5.3.3 から明らかである．つぎに ϕ ≤ 2ω から ϕ−n ≥ (2ω)−n ≥ C > 0 よ
り 1 ∈ S(ϕ−n, gϵ) であるから 2 番目の不等式を得る．3 番目の不等式は ωϕ−n〈ξ〉γ ≥
Cω1−n〈ξ〉γ ≥ C ′〈ξ〉γ より補題 5.5.7から従う．

さて命題 5.5.1 において 1 − |κ| − ν/2 > 0 となる ν > 0 を 1 つ選んで固定する．次
に n を

1− |κ| − ν/2− (c0 + c̄)/2n > 0, 1− ĉ(c0 + c̄)/n− c1(1 + ĉ)/n > 0 (5.5.62)

を満たすように選んで固定する．このとき，そのような nより大なる任意の nについて
上の条件が満たされることを注意しておく．次にそのように選んだ nに対してM を本章
の計算が正当化されるように，すなわち第 5.3 節の補題と系が

m, mi = ωk〈ξ〉sγϕl, |k| ≤ 2, |s| ≤ 1, |l| ≤ n (5.5.63)

に対して成立するように，さらに命題 5.5.1の右辺最後の 4項の係数，および補題 5.5.7

の不等式の係数が正になるようにM を選びそれを固定する．このとき，このように選ん
だM より大なる任意のM についてこの性質が成り立つことは自明である．最後に γ を
γ ≥M4 かつ γ ≥ λ̄M2 を満たすように選んでそれを固定する．θ はまだ固定せず動かす
ものとする．M と γ を固定すると正定数 C,Cs が存在して

¯
g で γ = 1 としたものを g0

と書くと
〈ξ〉s/Cs ≤ 〈ξ〉sγ ≤ Cs〈ξ〉s, g0/C ≤ G ≤ Cg0

が成り立つ．したがって S(〈ξ〉sγ , G) = S(〈ξ〉s, g0) = Ss である．特に ‖〈D〉sγ · ‖ と
‖〈D〉s · ‖は同値である．またM を固定すると (5.1.4) より tの動く範囲も決まる．以下
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記号を簡略化して 〈ξ〉γ を 〈ξ〉と書くことにする．このように n, M , γ を選んで固定し補
題 5.5.7に注意すると次を得る．

命題 5.5.2. 正定数 c > 0, c∗ > 0, δ0 > 0, θ0 > 0, が存在して |t| ≤ δ0, θ ≥ θ0 のとき次
が成り立つ．

2Im(ΦP̂θu, ΦAu) ≥ ∂t
{
‖ΦAu‖2 + ‖ΦLu‖2 + (QΦu,Φu) + c∗‖Φ2♯u‖2

}
+c θ

(
‖ΦAu‖2 + ‖ΦLu‖2 + ‖

√
QΦu‖2 + ‖〈D〉1/2Φu‖2

)
+c

(
‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ♯Lu‖2 + ‖

√
QΦ♯u‖+ ‖〈D〉3/4Φu‖2

)
.

定義 5.5.2. 次のようにおく．

Ẽ2
(u) = ‖ΦAu‖2 + ‖ΦLu‖2 + (QΦu,Φu) + c∗‖Φ2♯u‖2,

Ẽ2

♯ (u) = ‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ♯Lu‖2 + ‖Φ♯
√
Qu‖2 + ‖〈D〉3/4Φu‖2.

また Ẽ2
(u)と Ẽ2

♯ (u)において Aを Dt で置き換えたものをそれぞれ E2(u)と E2
♯ (u)で表

すことにする．

以下でこのエネルギー不等式を利用する際により使い易いように
L† = op(b1) = op((ℓ2 + λ̄〈ξ〉γ)1/2), b1 = (ℓ2 + λ̄〈ξ〉γ)1/2

を導入する．ℓ2 ∈ S(M−2〈ξ〉2γ , G) であるから第 5.2 節より λ̄ は命題 5.2.1 および補題
5.2.4が成立するように選べているとしてよい．

補題 5.5.10. C > 0が存在して

‖ΦAu‖2 + ‖ΦL†u‖2 + ‖Φ
√
Qu‖2 + ‖〈D〉1/2Φu‖2 ≤ CẼ2

(u)

≤ C ′(‖ΦAu‖2 + ‖ΦLu‖2 + ‖Φ
√
Qu‖2 + ‖〈D〉1/2Φu‖2),

‖Φ♯Au‖2 + ‖Φ♯L†u‖2 + ‖Φ♯
√
Qu‖2 + ‖〈D〉3/4Φu‖2 ≤ CẼ2

♯ (u).

証明. 補題 5.3.4より ‖
√
QΦu‖/C ≤ ‖Φ

√
Qu‖ ≤ C‖

√
QΦu‖, C‖

√
QΦu‖2 ≥ (QΦu,Φu)

が従う．また補題 5.2.4, 5.5.7 より (QΦu,Φu) ≥ ‖
√
QΦu‖2/2 ≥ ‖〈D〉1/2Φu‖/C を得

る．同様に ‖ΦL†u‖2 ≤ C(op(b21)Φu,Φu) ≤ C ′(‖LΦu‖2 + ‖〈D〉1/2Φu‖2) が成り立つ．
さらに命題 5.4.1 と定理 7.3.1 より ‖LΦu‖ ≤ C(‖ΦLu‖ + ‖〈D〉1/2Φu‖) を得るのであ
とは ω−1ϕ−n ∈ S(〈ξ〉1/2γ ϕ−n, gϵ) に注意すればよい．もう一つの主張の証明も同様であ
る．

以上のことから命題 5.5.2はつぎのように述べることができる．

命題 5.5.3. 正定数 c > 0, c∗ > 0, δ0 > 0, θ0 > 0, が存在して |t| ≤ δ0, θ ≥ θ0 のとき
2Im(ΦP̂θu, ΦAu) ≥ ∂tẼ

2
(u) + c θẼ2

(u) + c Ẽ2

♯ (u)が成り立つ．
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5.6 高次のエネルギー評価
以下この節では n, M , γ は固定されているとする．n, M , γ の選び方で注意したよう

に第 5.3 節の補題と系が (5.5.63)の m,mi に対して成立する．以下簡単のために次のよ
うにも書くことにする．

Ẽ(〈D〉su) = Ẽs(u), Ẽ♯(〈D〉su) = Ẽ♯s(u).

補題 5.6.1. Cs > 0が存在して次が成立する．

‖ΦAu‖2s + ‖ΦL†u‖2s + ‖Φ
√
Qu‖2s + ‖Φu‖2s+1/2 ≤ CsẼ

2

s (u),

‖Φ♯Au‖2s + ‖Φ♯L†u‖2s + ‖Φ♯
√
Qu‖2s + ‖Φu‖2s+3/4 ≤ CsẼ

2

♯s(u).

証明. 証明は補題 5.5.10および系 5.3.1，5.3.3より従う．

この節では 〈D〉su, s ∈ Rを評価する．まず P̂θ を

P̂θ = −A2 +H +B′
0A+B′

1, H = op(h) = op(ℓ2 + q) (5.6.64)

と書こう．ここで B′
i = op(ã′i), ã

′
i ∈ Si である. 〈D〉sP̂θ = P̂θ〈D〉s + [〈D〉s, P̂ ] に注意し

|(Φ[〈D〉s, P̂ ]u, ΦA〈D〉su)|を評価する．定理 7.3.1と補題 5.2.3より

〈ξ〉s#h− h#〈ξ〉s = r + r̃, r ∈ S(〈ξ〉sb, ḡ) + S(〈ξ〉sb1, ḡ), r̃ ∈ Ss (5.6.65)

と書ける．従って系 5.3.1, 5.3.3 から∣∣(Φ[〈D〉s,H]u, ΦA〈D〉su)
∣∣ ≤ C‖ΦAu‖s(‖ΦL†u‖s + ‖Φ

√
Qu‖s) (5.6.66)

が得られる．低階から生ずる 〈D〉s との交換子も同様に系 5.3.1より

|(Φ[〈D〉s, B′
0]Au,ΦA〈D〉su)| ≤ C‖ΦAu‖2s,

|(Φ[〈D〉s, B′
1]u, ΦA〈D〉su)| ≤ C‖Φu‖s‖ΦAu‖s

(5.6.67)

と評価される．

命題 5.6.1. 任意の s ∈ Rに対し cs, θs > 0が存在し |t| ≤ δ0, θ ≥ θs のとき

2Im(Φ〈D〉sP̂θu, ΦA〈D〉su) ≥ ∂tẼ
2

s (u) + csθẼ
2

s (u) + csẼ
2

♯s(u)

が成り立つ．
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証明. 2Im(Φ〈D〉sP̂θu, ΦA〈D〉su)を

2Im(ΦP̂θ〈D〉su, ΦA〈D〉su) + 2Im(Φ[〈D〉s, P̂θ]u, ΦA〈D〉su)

と書き第 1 項に命題 5.5.2 を適用する．(5.6.66), (5.6.67) より θ を大きく選べば
|(Φ[〈D〉s, P̂ ]u, ΦA〈D〉su)|は θẼ2

s (u)に吸収される．

命題 5.6.2. |τ | ≤ δ0 とする．任意の s ∈ Rに対して Cs, C
′
s > 0が存在し

1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−j ≤ Cs

(
Es(u(t)) +

∫ t

τ

E♯s(u(t′))dt′
)

≤ C ′
s

( 1∑
j=0

‖Dj
tu(τ)‖s+n+1−j +

∫ t

τ

‖P̂ u(t′)‖n+sdt′
) (5.6.68)

が任意の u ∈ ∩2
j=0C

j([τ, δ0];H
s+n+2−j)について成立する．

証明. uを e−θtuで置き換え Ae−θt = e−θtDt, P̂θe
−θt = e−θtP̂ に注意すると命題 5.6.1

から

2e−2θt‖Φ〈D〉sP̂ u‖‖Φ〈D〉sDtu‖ ≥ ∂t
{
e−2θtE2

s (u(t))
}
+ cse

−2θtE2
♯s(u(t))

が得られる．τ から t (−δ0 ≤ τ < t ≤ δ0) まで積分して

E2
s (u(t)) +

∫ t

τ

E2
♯s(u(t

′))dt′ ≤ CsE2
s (u(τ))

+Cs

∫ t

τ

‖Φ〈D〉sP̂ u(t′)‖‖Φ〈D〉sDtu(t
′)‖dt′

が従う．Schwarzの不等式より(
Es(u) +

∫ t

τ

E♯s(u)dt′
)2

≤ 2E2
s (u) + 4δ0

∫ t

τ

E2
♯s(u)dt

′

であるから K = supτ≤t′≤t
{
Es(u(t′)) +

∫ t′
τ
E♯s(u(t1))dt1

}とおいて第 3.1 節と同様に議
論すると supτ≤t′≤t ‖Φ〈D〉sDtu(t

′)‖ ≤ K や補題 5.5.9に注意して

Es(u(t)) +
∫ t

τ

E♯s(u(t′))dt′ ≤ C ′
s

(
Es(u(τ)) +

∫ t

τ

‖P̂ u(t′)‖n+sdt′
)

が得られる．補題 5.5.9, 5.6.1より C = Cs があって
1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−j/C ≤ Es(u(t)) ≤ C

1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+n+1−j (5.6.69)

が成り立つのでこれより証明は明らかである．
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ここで P̂ の随伴作用素 P̂ ∗ = op(P̂ (t, x, τ, ξ)) を考えよう．P̂ (t, x, τ, ξ)は P̂ (t, x, τ, ξ)

で aj(t, x, ξ) が aj(t, x, ξ) に置き換わっただけであるから扱いは全く同じである． n を
−n, θ を −θ に置き換えて同様の議論を繰り返すと

2e2θt‖Φ−n〈D〉sP̂ ∗u‖‖Φ−n〈D〉sDtu‖

≥ −∂t
{
e2θt(E∗

s )
2(u)

}
+ cse

2θt(E∗
♯s)

2(u)
(5.6.70)

が成立する．ただし

(E∗
s )

2(u) = ‖Φ−n〈D〉sDtu‖2 + ‖Φ−nL〈D〉su‖2

+(QΦ−n〈D〉su, Φ−n〈D〉su) + c∗‖Φ2♯
−n〈D〉su‖2,

(E∗
♯s)

2(u) = ‖Φ♯−nDtu‖2s + ‖Φ♯−nLu‖2s + ‖Φ♯−n
√
Qu‖2s + ‖Φ−nu‖2s+3/4

で Φk♯−n = op(ω−k/2ϕn), Φ0♯
−n = Φ−n である．〈ξ〉−1

γ ≤ Cϕ ≤ C ′ より

‖〈D〉−nu‖/C ≤ ‖Φ−nu‖ ≤ C‖u‖ (5.6.71)

が分かる．また補題 5.5.7 の証明を繰り返すと C‖Φ−n
√
Qu‖ ≥ ‖op(ωϕn〈ξ〉)u‖ が従い

(5.4.27)より 〈ξ〉−n ≤ (2ωϕ)n ≤ Cωϕn なので

‖〈D〉−n+1u‖ ≤ C‖Φ−n
√
Qu‖, n ≥ 1 (5.6.72)

が得られる．(5.6.70) を [t, τ ] 上で積分して命題 5.6.2 の証明を繰り返すと

命題 5.6.3. |τ | ≤ δ0 とする．任意の s ∈ Rに対して Cs, C
′
s > 0が存在し

1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−n−j ≤ Cs

(
E∗
s (u(t)) +

∫ τ

t

E∗
♯s(u(t

′))dt′
)

≤ C ′
s

( 1∑
j=0

‖Dj
tu(τ)‖s+1−j +

∫ τ

t

‖P̂ ∗u(t′)‖sdt′
) (5.6.73)

が任意の u ∈ ∩2
j=0C

j([−δ0, τ ];Hs+2−j)に対して成立する．
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解の局所存在と一意性

第 5 章で得られたエネルギー不等式を基に局所化された作用素に対して有限伝播な解
作用素の存在を示し，これを用いて初期値問題の局所解の存在と一意性を示す．

6.1 局所存在定理
最初に P̂ に対する初期値問題の解の存在と一意性について調べる．

定理 6.1.1. n > 0 を (5.5.62) を満たす正数とするとき次のような δ0 > 0 が存在する．
|τ | < δ0, s ∈ R とすると任意の f ∈ L1((τ, δ0);H

s+n) および任意の ϕj ∈ Hs+n+1−j

(j = 0, 1)に対して初期値問題{
P̂ u = f, τ < t < δ0, x ∈ Rd,
Dj
tu(τ, x) = ϕj(x), j = 0, 1, x ∈ Rd

(6.1.1)

の一意的な解 u ∈ ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
s+1−j)が存在する．この u(t)は (5.6.68)を満たす．

証明. 定理 3.1.1の証明を繰り返せばよい．一意性は (5.6.68)から従う．uの存在を示そ
う．{P̂ ∗v; v ∈ C∞

0 ({(t, x); t < δ0})}上の反線形形式

L : P̂ ∗ 7→ i(ϕ0, Dtv(τ)) + i(ϕ1 −B0(τ)ϕ0, v(τ)) +

∫ δ0

τ

(f, v)dt

を考える．ここで B0 = op(ã0) は (5.5.42) で定義したものである．(5.6.73) より∣∣i(ϕ0, Dtv(τ)) + i(ϕ1 −B0(τ)ϕ0, v(τ))
∣∣は

C(‖ϕ0‖s+n+1 + ‖ϕ1‖s+n)(‖v(τ)‖−s−n + ‖Dtv(τ)‖−s−n−1)

≤ C
1∑
j=0

‖ϕj‖s+n+1−j

∫ δ0

τ

‖P̂ ∗v(t)‖−s−1dt
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で評価され
∣∣ ∫ δ0
τ
(f, v)dt

∣∣は∣∣∣ ∫ δ0

τ

(f, v)dt
∣∣∣ ≤ sup

τ≤t≤δ0
‖v(t)‖−s−n

∫ δ0

τ

‖f(t)‖s+ndt

≤ C

∫ δ0

τ

‖P̂ ∗v(t)‖−s−1dt

∫ δ0

τ

‖f(t)‖s+ndt

と評価される．定理 3.1.1の証明を繰り返すと u ∈ L∞([τ, δ0];H
s+1)が存在して

i(ϕ0, Dtv(τ)) + i(ϕ1 −B0(τ)ϕ0, v(τ)) +

∫ δ0

τ

(f, v)dt =

∫ δ0

τ

(u, P̂ ∗v)dt (6.1.2)

が任意の v ∈ C∞
0 ({(t, x); t < δ0}) について成立する．v を C∞

0 ({(t, x); τ < t < δ0})
に制限することによって u は超関数の意味で P̂ u = f を (τ, δ0) × Rd で満たすことが
わかる．これより Dj

tu(t) ∈ L2([τ, δ0];H
s+1−j), j = 0, 1, 2 が従う．念のためにこの証

明は後で与えることにする．従って u ∈ ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
s−j) となり (6.1.2) において

v(τ), Dtv(τ) ∈ C∞
0 (Rd) は任意に選べるので Dj

tu(τ) = ϕj , j = 0, 1 が成り立つ．いま
ϕjν ∈ S(Rd), fν ∈ S(R1+d)を

‖ϕj − ϕjν‖s+n+1−j → 0,

∫ T

τ

‖f − fν‖s+ndt→ 0 (ν → ∞)

となるように選ぶと P̂ uν = fν の解 uν(t) ∈ ∩2
j=0C

j([τ, δ0];H
s+n+2−j) で Dj

tuν(τ) =

ϕjν を満たすものがある．(5.6.68)より ν → ∞のとき uν は ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
s+1−j)の

Cauchy列となりその極限が求める解である．証明より極限の uが (5.6.68)を満たすこと
は明らかである．

補題 6.1.1. u ∈ L2([τ, δ0];H
s)，f ∈ L2([τ, δ0];H

s−2)が P̂ u = f を (τ, δ0)×Rd で満た
しているとする．このとき Dj

tu ∈ L2([τ, δ0];H
s−j), j = 0, 1, 2である．

証明. m, s ∈ R に対して H(m,s) = {u ∈ S ′(R1+d); 〈Dt, D〉m〈D〉su ∈ L2(R1+d)}
とする．ここで 〈τ, ξ〉 = (1 + τ2 + |ξ|2)1/2 で H(m,s) にはノルム ‖u‖(m,s) =

‖〈Dt, D〉m〈D〉su‖L2(R1+d) を与えるものとする．定義から

H(m1,s1) ⊂ H(m2,s2) ⇐⇒ m2 ≤ m1 かつ m2 + s2 ≤ m1 + s1 (6.1.3)

は明らかである．いま X = {(t, x) ∈ R1+d; t > 0} とおき関数空間 H+
(m,s) を u = U

∣∣
X

となる U ∈ H(m,s) が存在する uの全体として定義し，ノルムを

‖u‖H+
(m,s)

= inf
{
‖U‖(m,s);U

∣∣
X

= u, U ∈ H(m,s)

}
で与える．明らかに ‖u‖H+

(0,s)
は ( ∫∞

0
‖u(t, ·)‖2sdt

)1/2 に一致する．また定義から H+
(m,s)

についても (6.1.3) が成り立つことは明らかである．u ∈ H+
(m,s) とすると定義から列
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{Uk}, Uk ∈ H(m,s) で Uk
∣∣
X

= u かつ limk→∞ ‖Uk‖(m,s) = ‖u‖H+
(m,s)

となるものが選べ
るが H(m,s) は Hilbert 空間であるから適当な部分列を考えれば Uk はある U ∈ H(m,s)

に弱収束しているとしてよく，したがって ‖U‖(m,s) ≤ lim infk→∞ ‖Uk‖(m,s) である．ま
た U

∣∣
X

= uは明らかであるから

U
∣∣
X

= u, ‖U‖(m,s) = ‖u‖H+
(m,s)

を満たす U ∈ H(m,s) が存在する．ここで次の補題を準備する．

補題 6.1.2. m ∈ N とするとき u ∈ H+
(m,s) であるためには u ∈ H+

(m−1,s+1) かつ
Dtu ∈ H+

(m−1,s) であることが必要十分であり，このとき

‖u‖2
H+

(m,s)

/
2 ≤ ‖Dtu‖2H+

(m−1,s)

+ ‖u‖2
H+

(m−1,s+1)

≤ ‖u‖2
H+

(m,s)

が成り立つ．

証明. 補題 6.1.1 の証明に必要な十分条件の方だけ示す．V ∈ H(m−1,s+1),

W ∈ H(m−1,s) を X でそれぞれ u, Dtu に一致し ‖V ‖(m−1,s+1) = ‖u‖H+
(m−1,s+1)

,

‖W‖(m−1,s) = ‖Dtu‖H+
(m−1,s)

を満たすものとする．v = W + i〈D〉V ∈ H(m−1,s)

とおく．Λ(τ, ξ) = (τ + i〈ξ〉)−1 とするとき u ∈ S ′(R1+d) が t > 0 で u = 0

なら op(Λ)u も t > 0 で 0 である．実際 û(τ, ξ) を u の Fourier-Laplace 変
換とするとき Λ(τ, ξ)û(τ, ξ) の Im τ > 0 への正則拡張を評価すればよい．
t > 0 では v = (Dt + i〈D〉)V であるから上で確かめたように t > 0 で
op(Λ)v = op(Λ)(Dt + i〈D〉)V = V が従う．op(Λ)v ∈ H(m,s) であるから u ∈ H+

(m,s) を
得る．また ‖u‖2

H+
(m,s)

≤ ‖op(Λ)v‖2(m,s) = ‖v‖2(m−1,s) ≤ 2(‖W‖2(m−1,s) + ‖V ‖2(m−1,s+1))

であるから左側の不等式を得る．

補題 6.1.1の証明に戻る；τ = 0としてよい．χ(t) ∈ C∞(R)を t ≤ δ0/2では χ = 1で
t ≥ δ0 では 0 とする．補題 6.1.2 を m = 0 として適用する．P̂χu = [P̂ , χ]u + χf と
書くとき χu ∈ H+

(0,s), χf ∈ H+
(0,s−2), [P̂ , χ]u ∈ H+

(−1,s) は明らかであり， (6.1.3) から
〈D〉2χu ∈ H+

(0,s−2) ⊂ H+
(−1,s−1) などが従うことに注意するとD2

tχu ∈ H+
(−1,s−1) がわか

る．Dtχu ∈ H+
(−1,s)であるから補題 6.1.2 よりDtχu ∈ H+

(0,s−1) = L2((0,∞);Hs−1)が
従いこれより χDtu ∈ L2((0,∞);Hs−1) を得る．χD2

t u ∈ L2((0,∞);Hs−2) は χP̂u =

χf より明らかである．(1 − χ)u に対して同様の議論を繰り返すと (1 − χ)Dj
tu ∈

L2((−∞, δ0);H
s−j), j = 0, 1, 2が得られるので結論が従う．

P̂ ∗ に対する初期値問題の解の存在についても同様の議論を繰り返せばよい．
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定理 6.1.2. |τ | < δ0, s ∈ R とする．任意の f ∈ L1((−δ0, τ);Hs+n) および任意の
ϕj ∈ Hs+n+1−j (j = 0, 1)に対して初期値問題{

P̂ ∗u = f, −δ0 < t < τ, x ∈ Rd,
Dj
tu(τ, x) = ϕj(x), j = 0, 1, x ∈ Rd

(6.1.4)

の一意的な解 u ∈ ∩1
j=0C

j([−δ0, τ ];Hs+1−j) が存在する．この u(t) は (5.6.73) を満
たす．

第 3.2 節と同様に初期値問題 (6.1.1) で ϕ0 = ϕ1 = 0のときの解作用素

Ĝ : L1((τ, δ0);H
s+n) 3 f(t) 7→ u(t) ∈ ∩1

j=0C
j([τ, δ0];H

s+1−j)

を考える．このとき (τ, δ0)× Rd で P̂ Ĝf = f でありまた
1∑
j=0

‖Dj
t Ĝf(t)‖s+1−j ≤ Cs

∫ t

τ

‖f(t1)‖n+sdt1, τ ≤ t ≤ δ0 (6.1.5)

が成立している．

命題 6.1.1. Ĝは有限伝播である．すなわち Ĝは定義 3.2.3でm = 2としたときの条件
を満たす．

この証明は次節で与えることにする．

定義 6.1.1. Pi (i = 1, 2)を

−D2
t +

1∑
j=0

op(aj)D
j
t , aj(t, x, ξ) ∈ C∞((−T, T );S2−j) (6.1.6)

の形をした 2階の微分作用素 (tに関して微分，xに関して擬微分作用素)とする．η ∈ Rd,
|η| 6= 0に対し (0, η)の適当な錐近傍W と δ > 0が存在して

P1 − P2 =
1∑
j=0

op(cj)D
j
t , cj(t, x, ξ) ∈ C∞([−δ, δ];S2−j ∩ S−∞(W ))

と表されるとき P1 ≡ P2 at (0, η)と書く．

補題 6.1.3. p = 0 の危点 (0, 0, τ, ξ)はすべて実効的双曲型であるとする．このとき任意
の 0 6= η ∈ Rd に対して Pη ≡ P at (0, η)となる (6.1.6)の形をした Pη が存在しこの Pη

は有限伝播な解作用素を持つ．

証明. p(0, 0, τ, η) = 0 が重根を持つとする．このとき重根は τ = 0 で (0, 0, 0, η) は危点
であるから仮定より実効的双曲型である．命題 4.3.1 で ξ̄ = η としたときの局所座標変換
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で Rd の微分同相に拡張したものを x 7→ κ(x)で表し (Tu)(t, x) = u(t, κ(x))とする．P̂
を第 5.1 節で定義した (0, ed) の周りに局所化された作用素とし Pη = T P̂T−1 とおくと
(0, ed)のある近傍 (5.1.3) で (y(x), η(ξ)) = (x, ξ)であったから

P ≡ Pη at (0, η)

は明らかである．第 5 章のエネルギー不等式を基にして定理 6.1.1 で P̂ に対する解作用
素 Ĝ の存在を示したがこれは命題 6.1.1 より有限伝播である．Gη = TĜT−1 とおくと
PηGη = I は明らかでありさらに Gη も有限伝播である．これを確かめるには (3.2.20)と
同様に考えればよい．U1 を閉錐集合，U2 をコンパクト錐集合で U1 ∩ U2 = ∅ とする．
(κ−1)∗Ui, i = 1, 2はそれぞれ閉錐集合，コンパクト錐集合で (κ−1)∗U1 ∩ (κ−1)∗U2 = ∅
であるから開錐集合 Viとコンパクト錐集合Wiを (κ−1)∗U2 ⋐ V2 ⋐W2 ⋐ V1 ⋐W1かつ
W1 ∩ (κ−1)∗U1 = ∅を満たすように選びさらに ϕi ∈ S0 を ϕ1 = 1 on W c

1 , suppϕ1 ⊂ V c1

また ϕ2 = 1 on V2, suppϕ2 ⊂ W2 であるように選ぶ．任意の hi ∈ S0, supphi ⊂ Ui に
対して op(h2)Gηop(h1)を

op(h2)Top(ϕ2)Ĝop(ϕ1)T
−1op(h1) + op(h2)TĜop(ϕ

c
1)T

−1op(h1)

+op(h2)Top(ϕ
c
2)Ĝop(ϕ1)T

−1op(h1), ϕci = 1− ϕi

と分解する．suppϕc1 ⊂W1, W1 ∩ (κ−1)∗U1 = ∅であるから op(ϕc1)T
−1op(h1)には命題

2.3.3 が適用できる．同様に suppϕc2 ⊂ V c2 , U2 ∩ κ∗V c2 = ∅ であるから op(h2)Top(ϕ
c
2)

にも命題 2.3.3 が適用できる．他方W2 ∩ V c1 = ∅より op(ϕ2)Ĝop(ϕ1)の評価には Ĝの
有限伝播性を用いればよい．
次に p(0, 0, τ, η) = 0 が単純根を持つ場合を考える．このときは (0, η) の錐近傍 U お
よび δ > 0 と ξ について斉次 1 次で実数値をとる λi(t, x, ξ) ∈ C∞((−δ, δ) × U) で
inf(−δ,δ)×U |λ1(t, x, ξ)− λ2(t, x, ξ)|/|ξ| > 0を満たすものが存在し

p(t, x, τ, ξ) = −
(
τ + λ1(t, x, ξ)

)(
τ + λ2(t, x, ξ)

)
(6.1.7)

と書ける．定理 2.2.1 を考慮すると

P (t, x, τ, ξ) = −
(
τ + λ1 +

∞∑
j=0

λ1j
)
#
(
τ + λ2 +

∞∑
j=0

λ2j
)

を形式的に満たす ξ について斉次 −j 次の λij ∈ C∞((−δ, δ) × U), j = 0, 1, . . . が一
意的に決まる．V ⋐ U を (0, η) の錐近傍とし χ ∈ S0 を V ∩ {|ξ| ≥ 1} では χ = 1

で suppχ ⊂ U ∩ {|ξ| ≥ 1/2} を満たすものとするとき命題 2.2.1 (の後の注意) より
λ̃i ∼ χλi +

∑∞
j=0 χλij となる λ̃i ∈ S1 が存在する．Pi = Dt + op(λ̃i) とおくと

P ≡ P1P2 at (0, η)
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は明らかである．第 3 章で証明したように各 Pi には有限伝播な解作用素 Gi が存在し，
G2G1 も有限伝播である．したがって Pη = P1P2 が求めるもので Gη = G2G1 がその解
作用素である．

定理 6.1.3. p = 0 の危点 (0, 0, τ, ξ) はすべて実効的双曲型であるとする．このと
き正数 δ > 0, n > 0 および x = 0 の近傍 Ω が存在し, 任意の |τ | < δ と任意の
f ∈ L1((τ, δ);Hs+n)に対して (τ, δ)×Ωで Pu = f を満たす u ∈ ∩1

j=0C
j([τ, δ];Hs+1−j)

で
1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−j ≤ Cs

∫ t

τ

‖f(t′)‖n+sdt′, τ ≤ t ≤ δ (6.1.8)

を満たすものが存在する．

証明. 補題 6.1.3 より任意の |η| = 1に対して (0, η)の錐近傍 Wη，正数 δη > 0，2階微
分作用素 Pη とその有限伝播な解作用素 Gη が存在し，解作用素は n = nη として (6.1.5)

を満たし，Pη は

P − Pη = Rη =

1∑
j=0

op(cη,j)D
j
t , cη,j ∈ S2−j ∩ S−∞(Wη), |t| ≤ δη (6.1.9)

を満たす．{|η| = 1} はコンパクトであるから有限個の ηi と x = 0 の近傍 Ω が存在し
て ∪iWηi ⊃ Ω × (Rd \ {0}) が成り立つ． このとき n = maxi nηi とおくと Gηi はこの
n に対して (6.1.5) を満たすことに注意する．開錐集合からなる Ω × (Rd \ {0}) の開被
覆 {Ui}, {Vi}で Ui ⋐ Vi ⋐ Wηi となるものおよびこの開被覆 {Ui}に付随する単位分解
{αi(x, ξ)}, αi ∈ S0 を選ぶ．このとき ∑

i αi(x, ξ) = α(x) とおくと α(x) は x = 0の近
傍で 1 である．また α(x)の supportはコンパクトとしてよい．Gを

G =
∑
i

Gηiop(αi)

で定義すると (6.1.9)より

PGf =
∑
i

(
Pηi +Rηi

)
Gηiop(αi)f =

(
α(x)− R̃

)
f (6.1.10)

である．ここで R̃ = −
∑
iRηiGηiop(αi) である．いま β(x) ∈ C∞

0 (Rd) を x = 0 の近
傍では 1 で suppβ ⋐ {α = 1} を満たすものとすると β(α − R̃) = β(I − αR̃) であるこ
とに注意し R = αR̃とおく． このとき δ1 > 0, δ′ > 0 が存在して

‖Rf(t)‖s̃ ≤ Cs̃

∫ t

τ

‖f(t′)‖s̃dt′, τ ≤ t ≤ τ + δ′, |τ | ≤ δ1 (6.1.11)
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が成立する．実際 χi ∈ S0 を suppχi ⊂ Wηi かつ Vi 上で χi = 1 となるものとし
α̃ ∈ C∞

0 (Rd)を x = 0の近傍で 1かつ suppα ⋐ {α̃ = 1}と選んで

αRηiGηiop(αi) = αRηi(1− α̃)Gηiop(αi)

+αRηi α̃(op(χi) + op(1− χi))Gηiop(αi)

と書く．ここで α(1 − α̃) = 0 でありまた α̃#χi = κi + ri, suppκi ⊂ Wηi , κi ∈
S0, ri ∈ S−n および α̃#(1 − χi) = κ̃i + r̃i, supp κ̃i ⊂ V ci ∩ supp α̃, κ̃i ∈ S0,

r̃i ∈ S−n と書くと ‖αRηi(1 − α̃)Gηiop(αi)f‖s̃, ‖αRηiop(κi + ri)Gηiop(αi)f‖s̃ およ
び ‖αRηiop(r̃i)Gηiop(αi)f‖が

C

1∑
j=0

‖Dj
tGηiop(αi)f‖s̃−n+1−j ≤ C ′

∫ t

τ

‖f(t′)‖s̃dt′

で評価されることは明らかである．残る ‖αRηiop(κ̃i)Gηiop(αi)f‖s̃ は

C

1∑
j=0

‖Dj
top(κ̃i)Gηiop(αi)f‖s̃+2−j

と評価されるが (V ci ∩ supp α̃) ∩ Ui = ∅であるから Gηi の有限伝播性を利用すればよい．
次に (6.1.11)に e−θt (θ > 0)を乗じて τ (|τ | ≤ δ1)から tまで積分すると∫ t

τ

e−θt
′
‖Rf(t′)‖s̃dt′ ≤

Cs̃
θ

∫ t

τ

e−θt
′
‖f(t′)‖s̃dt′, τ ≤ t ≤ τ + δ′

が任意の f ∈ L1((τ, τ + δ′);H s̃) に対して成り立つ．Cs̃/θ < 1/2 と θ = θs を選ぶと
Sf =

∑∞
l=0R

lf は e−θt を weightとして L1((τ, τ + δ′);H s̃)で収束し∫ t

τ

e−θt
′
‖Sf(t′)‖s̃dt′ ≤ 2

∫ t

τ

e−θt
′
‖f(t′)‖s̃dt′ (6.1.12)

が成立する．βPGSf = β(I − R)Sf = βf であるから {β(x) = 1} 上で P
(
GSf

)
= f

が成り立つ． また f ∈ L1((τ, τ + δ′);Hs+n) とすると G の定義より u = GSf ∈
∩1
j=0C

j([τ, τ + δ′];Hs+1−j)であり (6.1.5)および (6.1.12)で s̃ = s+ nと選んで

e−θt
1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−j ≤ C

∫ t

τ

e−θt
′
‖Sf(t′)‖s+ndt′

≤ 2C

∫ t

τ

e−θt
′
‖f(t′)‖s+ndt′

が成立する．これより (6.1.8)が従う．
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6.2 有限伝播性
この節では命題 6.1.1を証明する．これには第 3.2 節で行った証明を繰り返えせばよい
が基になるエネルギー不等式が命題 5.6.2の weight 付きの不等式なのでその分各段階で
の評価が少し面倒になる．この節でも P̂θ を (5.6.64)の形に書く．

定義 6.2.1. f(t, x, ξ) ∈ C∞((−T, T );S0)がある δ1 > 0, 0 < κ < 1について

∂tf ≥ δ1, 4κ(∂tf)
2h ≥ {h, f}2 (6.2.13)

を満たすとき f は (P̂ に対して) 空間的であるという．

f を空間的とするとき f̄ , f̄1, m, wδ, F
δ, F δ1 などは 第 3.2 節で定義したものと同じと

する．この節でもいちいち断らないが考察はすべて 0 < δ について一様である．評価の過
程を見やすくするために次の定義を導入する．

定義 6.2.2. Si(t, ·), i = 1, 2を C2((−T, T );Hs+n+1) 上の実数値の汎関数とする．任意
の ϵ > 0に対して δ によらない定数 Cϵ = Cϵ(s) > 0が存在して∣∣S1(t, u(t))− S2(t, u(t))

∣∣ ≤ Cϵ
(
Ẽ2

♯(s−1/4)(u) + Ẽ2

s (F
δu)

)
+ϵ‖ΦAF δ1 u(t)‖2s, u(t) ∈ C2((−T, T );Hs+n+1)

が成立するとき S1
s∼ S2 と書く．また S1(t, u(t)) − S2(t, u(t))が上式の右辺で評価され

るとき S1

s

≲ S2 あるいは S2

s

≳ S1 と表す．

以下，定数 c, C は δ には依らないが一般には sに依存し，行ごとに変わり得るものと
する．(Φ〈D〉s[F δ, P̂θ]u, Φ〈D〉sAF δu)を考える．まず次のことに注意する．

補題 6.2.1. ri ∈ S(〈ξ〉liϕ−ni , ḡ) (i = 1, 2, 3, 4) は ∂tri ∈ S(〈ξ〉li+1/2ϕ−ni , ḡ) を満たす
とし Rj = op(rj)とおく．

Σ2
i=1li = 2s+ 1, Σ2

i=1ni = 2n のとき (R1u,R2u)
s∼ 0,

Σ3
i=1li = 2s+ 1/4, Σ3

i=1ni = 2n のとき (R1u,R2AR3u)
s∼ 0,

Σ4
i=1li = 2s− 1/2, Σ4

i=1ni = 2n のとき (R1AR2u,R3AR4u)
s∼ 0.

証明. r̄2#r1 ∈ S(〈ξ〉2s+1ϕ−2n, ḡ) ゆえ系 5.3.1 を適用すると |(R1u,R2u)| ≤
C‖Φu‖2s+1/2 は明らかである．つぎに AR3 = R3A − op(i∂tr3) と書くと同様にして
|(R1u,R2R3Au)| ≤ C‖Φu‖s+1/2‖ΦAu‖s−1/4 を得る．AR3 を op(∂tr3)で置き換えたも
のには 1番目の主張を適用すればよい．最後の主張の証明も同様である．
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(Φ〈D〉s[F δ,H]u, Φ〈D〉sAF δu) を考える．(wδ f̄)#h − h#(wδ f̄) − i{h,wδ f̄} ∈ S0 で
あるから補題 6.2.1より

(Φ〈D〉s[F δ,H]u, ΦA〈D〉sF δu) s∼ (Φ〈D〉sop(i{h,wδ f̄})u, Φ〈D〉sAF δu)

である．{h,wδ f̄} = {h, f̄}wδ + {h,wδ}f̄ と 2項に分けると wδ f̄ −m#(wδ f̄1) ∈ S−1 で
また {h, f̄}wδ ∈ S1 ゆえ (Φ〈D〉sop(i{h, f̄}wδ)u, Φ〈D〉sAF δu)は補題 6.2.1から

s∼ (Φ〈D〉sop(i{h, f̄}wδ)u, Φop(m)〈D〉sAF δ1 u) (6.2.14)

となる．r = 〈ξ〉s#ϕ−n#ϕ−n#m − m#〈ξ〉s#ϕ−n#ϕ−n とおくと定理 7.3.1 より r ∈
S(〈ξ〉s−1/2ϕ−2n, ḡ)でまた {h, f̄}wδ ∈ S1 であるから系 5.3.1より任意の ϵ > 0に対し

|(op(i{h, f̄}wδ)u, op(r)〈D〉sAF δ1 u)| ≤ C‖Φu‖s+1/2‖ΦAF δ1 u‖s
≤ ϵ‖ΦAF δ1 u‖2s + Cϵ‖Φu‖2s+1/2

(6.2.15)

と 評 価 さ れ (6.2.14)
s∼ (Φ〈D〉sop(m)op(i{h, f̄}wδ)u, Φ〈D〉sAF δ1 u) で あ る ．

ところで {h, f̄} = −{h, f}f−2f̄ = −f−1(∂tf)
−1/2{h, f}f̄1 に注意すると

m#({h, f̄}wδ) +
(
{h, f}/∂tf

)
#(wδ f̄1) ∈ S0 ゆえ (6.2.14)は

s∼ −i(Φ〈D〉sop({h, f}/∂tf)F δ1 u, Φ〈D〉sAF δ1 u).

さらに ϕ−n#〈ξ〉s#({h, f}/∂tf) − ({h, f}/∂tf)#ϕ−n#〈ξ〉s ∈ S(〈ξ〉s+1/2ϕ−n, ḡ) より
(6.2.15)と同様にして s∼ −i(op({h, f}/∂tf)Φ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sAF δ1 u)．
{h,wδ}f̄ については k = {h,wδ}w−1

δ ∈ S1 とおくと {h,wδ}f̄ − k#(wδ f̄) ∈ S0

より (Φ〈D〉sop(i{h,wδ}f̄)u, Φ〈D〉sAF δu) s∼ (Φ〈D〉sop(ik)F δu, Φ〈D〉sAF δu) である．
ϕ−n#〈ξ〉s#k − k#ϕ−n#〈ξ〉s ∈ S(〈ξ〉s+1/2ϕ−n, ḡ)よりさらに

s∼ (op(ik)Φ〈D〉sF δu, Φ〈D〉sAF δu)

となる．補題 5.2.3 より k = {h,wδ}w−1
δ ∈ S(b, ḡ) + S(b1, ḡ) であるから系 5.3.3 より

(op({q, wδ}w−1
δ )Φ〈D〉sF δu, Φ〈D〉sAF δu) s∼ 0が従う．以上をまとめると

補題 6.2.2. 次が成り立つ．

(Φ〈D〉s[F δ,H]u, ΦA〈D〉sF δu) s∼ −i(op({h, f}/∂tf)Φ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sAF δ1 u).

次に (Φ〈D〉s[A2, F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)を考察しよう．これを

(Φ〈D〉s[A,F δ]Au,Φ〈D〉sAF δu) + (Φ〈D〉sA[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu) (6.2.16)
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と書いて (Φ〈D〉s[A,F δ]Au,Φ〈D〉sAF δu) に [A,F δ] = op(if−2(∂tf)wδ f̄) ∈ S0 および
m#(f−2(∂tf)wδ f̄) − wδ f̄1 ∈ S−1 に注意してこれまでの議論を適用すると (あるいは
(6.2.16)のもう一方に適用しても同じ結果を得る)

(Φ〈D〉s[A,F δ]Au,Φ〈D〉sAF δu) s∼ i‖Φ〈D〉sAF δ1 u‖2 (6.2.17)

を得る．もう一方の (Φ〈D〉sA[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu) は別の取り扱いをする．

補題 6.2.3. 次が成立する．

Im(Φ〈D〉sA[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv) = −∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv)

+Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sA2v)− nRe(op(ω−1ϕ−n)〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv)

−nRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, op(ω−1ϕ−n)〈D〉sAv)− 2θRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv).

証明. Dt(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv)を計算すると ∂tϕ = ω−1ϕより

Dt(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv) = in(op(ω−1ϕ−n)〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv)

+(Φ〈D〉sA[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv) + in(Φ〈D〉s[A,F δ]u, op(ω−1ϕ−n)〈D〉sAv)

−(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sA2v) + 2iθ(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAv)

となる．両辺の虚部を考えれば結論を得る．

A2F δ = F δA2 + A[A,F δ] + [A,F δ]Aと書き ω−1ϕ−n ∈ S(〈ξ〉1/2ϕ−n, ḡ)に注意して
補題 6.2.3で v = F δuとしたものに補題 6.2.1を適用すると

Im(Φ〈D〉sA[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu) s∼ −∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)

+Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δA2u)

が得られる．ここで A2 を A2 = −P̂ θ + H + B′
0A + B′

1 で置き換えると B′
i = op(ã′i),

ã′i ∈ Si であったから補題 6.2.1 より左辺はさらに
s∼ −∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)− Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δP̂ θu)

+Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δHu)

である．上式の第 3項を整理しよう．

補題 6.2.4. (Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δHu) s∼ i(HΦ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sF δ1 u).

証明. h ∈ S2 より 左辺 s∼ (Φ〈D〉s[A,F δ]u, ΦH〈D〉sF δu) は明らか．補題 5.2.3

より {ϕ−n, h} ∈ S(〈ξ〉1/2ϕ−nb, ḡ) + S(〈ξ〉1/2ϕ−nb1, ḡ) であるから系 5.3.3, 5.3.1

を 用 い て |(Φ〈D〉s[A,F δ]u, op({ϕ−n, h})〈D〉sF δu)| は C‖Φu‖s+1/2Ẽs(F δu) で
評価される．従って 左辺 s∼ (HΦ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δu) を得る．これは補
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題 6.2.1 から s∼ (HΦ〈D〉s[A,F δ]u, Φop(m)〈D〉sF δ1 u) である．ここで op(m) を
[A,F δ] の前まで移動させるときに現れる項はすべて S(b2〈ξ〉2s−1/2ϕ−2n, ḡ) または
S(b21〈ξ〉2s−1/2ϕ−2n, ḡ) であるから系 5.3.3 より CẼ2

s−1/4(u) で評価される．最後に
(HΦ〈D〉sop(m)[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δ1 u) にこれまでと同様の議論を適用して結論が得られ
る．

(6.2.17)と合わせてまとめると

補題 6.2.5. 次が成立する．
Im(Φ〈D〉s[A2, F δ]u, Φ〈D〉sAF δu) s∼ −∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)

−Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δP̂ θu) + ‖Φ〈D〉sAF δ1 u‖2

+Re (HΦ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sF δ1 u).

さて κを定義 6.2.1の正数とする．補題 6.2.2 より∣∣(Φ〈D〉s[F δ,H]u, ΦA〈D〉sF δu)
∣∣

s

≲ κ‖Φ〈D〉sAF δ1 u‖2 + 4−1κ−1‖op({h, f}/∂tf)Φ〈D〉sF δ1 u‖2

と評価され，さらに ({h, f}/∂tf)#({h, f}/∂tf) − ({h, f}/∂tf)2 ∈ S0 ゆえ右辺第 2

項は
s

≲ 4−1κ−1(op(({h, f}/∂tf)2)Φ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sF δ1 u) と評価される．(6.2.13) より
h− 4−1κ−1({h, f}/∂tf)2 ≥ 0 なので系 5.2.1を適用すると

4−1κ−1‖op({h, f}/∂tf)Φ〈D〉sF δ1 u‖2
s

≲ Re (HΦ〈D〉sF δ1 u, Φ〈D〉sF δ1 u)

が従う．よって補題 6.2.5より Im(Φ〈D〉s[F δ, P̂θ]u, Φ〈D〉sAF δu)は
s

≳ −∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)

−Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δP̂ θu) + (1− κ)‖ΦAF δ1 u‖2s
(6.2.18)

と評価される．命題 5.6.1 および (6.2.18)より c > 0, C > 0が存在して

2Im(Φ〈D〉sF δP̂θu, ΦA〈D〉sF δu)

≥ ∂tẼ
2

s (F
δu) + c θẼ2

s (F
δu) + c Ẽ2

♯s(F
δu)

−2∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)

−2Im(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sF δP̂ θu)− Cϵ
(
Ẽ2

♯(s−1/4)(u) + Ẽ2

s (F
δu)

)
+(2(1− κ)− ϵ)‖ΦAF δ1 u‖2s

が成立する．したがって ϵ > 0と θ を ϵ ≤ 2(1− κ)および c θ ≥ Cϵ と選んで

C‖Φ〈D〉sF δP̂θu‖
(
‖ΦA〈D〉sF δu‖+ ‖Φ〈D〉su‖

)
+ CẼ2

♯(s−1/4)(u)

≥ ∂tẼ
2

s (F
δu) + c Ẽ2

♯s(F
δu)− 2∂tRe(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)

(6.2.19)
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が成り立つ．いまある l があって limt↓τ
∑1
j=0 ‖D

j
tu(t)‖l+1−j = 0 が成り立つとしよ

う．このとき Es(u(t)) ≤ C
∑1
j=0 ‖D

j
tu(t)‖n+s+1−j に注意して wδ = 〈δξ〉−ℓ の ℓ を

ℓ ≥ n+ s− lと選べば任意の δ > 0に対して

lim
t↓τ

Es(F δu(t)) = 0, lim
t↓τ

(Φ〈D〉s[A,F δ]u(t), Φ〈D〉sAF δu(t)) = 0

が成立する．|(Φ〈D〉s[A,F δ]u, Φ〈D〉sAF δu)| ≤ CẼ2

s−1/4(u)であるから (6.2.19) の両辺
を τ から t (|t| ≤ δ0) まで積分すると

C

∫ t

τ

‖F δP̂θu(t1)‖n+s
(
‖Φ〈D〉sAF δu(t1)‖+ ‖Φ〈D〉su(t1)‖

)
dt1

+C

∫ t

τ

Ẽ2

♯(s−1/4)(u(t1))dt1 + CẼ2

s−1/4(u(t))

≥ Ẽ2

s(F
δu(t)) + c

∫ t

τ

Ẽ2

♯s(F
δu(t1))dt1

が成立する．ここで uを e−θtu (θ = θs)で置き換えると Ẽs(·)を Es(·)に Ẽ♯s(·)を E♯s(·)
に，また P̂θ を P̂ に置き換えて上の評価が成立する．つぎに

N 2
s (u; t) = sup

τ≤t′≤t

{
E2
s (u(t

′)) +

∫ t′

τ

E2
♯s(u(t1))dt1

}
(6.2.20)

とおくと ‖Φ〈D〉sDtF
δu‖+ ‖Φ〈D〉su‖ ≤ C

(
E1/2
s (F δu) + E1/2

s−1/4(u)
)は明らかゆえ

N 2
s (F

δu; t) ≤ C
{
N 2
s−1/4(u; t) +

(
Ns(F

δu; t) +Ns−1/4(u; t)
)

×
∫ t

τ

‖F δP̂ u(t1)‖n+sdt1
}

が成り立ちこれから

Ns(F
δu; t) ≤ C

(
Ns−1/4(u; t) +

∫ t

τ

‖F δP̂ u(t1)‖n+sdt1
)

が従う．ここで δ ↓ 0とすると F = op(f̄)としてつぎの補題を得る．

補題 6.2.6. f は空間的とし F = op(f̄) とする．u ∈ ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
l+1−j) は

limt↓τ
∑1
j=0 ‖D

j
tu(t)‖l+1−j = 0 を満たすとする．このとき Ns−1/4(u; t) < +∞, τ ≤

t ≤ δ0 かつ FP̂u ∈ L1([τ, δ0];H
n+s) ならば Ns(Fu; t) < +∞, τ1 ≤ t ≤ δ0 である．

また
Ns(Fu; t) ≤ C

(
Ns−1/4(u; t) +

∫ t

τ

‖FP̂u(t1)‖n+sdt1
)

(6.2.21)

が成立する．
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dϵ(x, ξ;w), fϵ(t, x, ξ;w) は第 3.2 節で定義したものとする．ℓ ∈ S(M−1〈ξ〉, G) より
M , ϵ によらない C > 0があって {ℓ2, νdϵ}2 ≤ 4ℓ2ν2{ℓ, dϵ}2 ≤ Cν2ℓ2 が成立する．また
0 ≤ q ∈ G(M−2〈ξ〉2, G) であったから Glaeser の不等式より {q, νdϵ}2 ≤ Cν2q が成り
立つ．よって ν0 > 0が存在して 0 < ν ≤ ν0 のとき fϵ は任意の ϵ > 0に対し空間的であ
る．第 3.2 節と同様に Fϵ = op(f̄ϵ)とおく．

命題 6.2.1. u ∈ ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
l+1−j), limt↓τ

∑1
j=0 ‖D

j
tu(t)‖l+1−j = 0および P̂ u ∈

L1([τ, δ0];H
l′)がある l, l′ ∈ Rについて成立しているとする．いまある ϵ0 > 0, s0 ∈ Rに

対して Fϵ0 P̂ u ∈ L1([τ, δ0];H
s0+n) とすると任意の 0 < ϵ < ϵ0および任意の s ≤ s0−1/4

に対して Fϵu ∈ ∩1
j=0C

j([τ, δ0];H
s+1−j) であり，さらに

1∑
j=0

‖Dj
tFϵu(t)‖s+1−j ≤ C

∫ t

τ

‖Fϵ0 P̂ u‖n+s0dt1 + C
(
Rl(u; t) +

∫ t

τ

‖P̂ u‖l′dt1
)

が成立する．ここで Rl は

Rl(u; t) = sup
τ≤t′≤t

1∑
j=0

(
‖Dj

tu(t
′)‖l+1−j +

∫ t′

τ

‖Dj
tu(t1)‖l+1−jdt1

)
.

証明. 命題 3.2.1 の証明を繰り返えせばよい．まず ϵ < ϵj < ϵ0 を単調減少で j → ∞の
とき ϵj ↓ ϵとなるように選ぶ．ここでも Fj = Fϵj , fj = fϵj と書き j に関する帰納法で
l + j/4 ≤ s0 なる j に対して

Nl+j/4(Fju; t) ≤ CRl(u; t)

+C

∫ t

τ

{
‖F0P̂ u(t1)‖n+s0 + ‖P̂ u(t1)‖l′

}
dt1

(6.2.22)

が成立することを示す．gj ∈ S0 は命題 3.2.1の証明と同じものとする．命題 3.2.1の証
明と同様にして ‖Fj+1P̂op(gj)u‖l+n+(j+1)/4 は

C
{
‖F0P̂ u‖l+n+(j+1)/4 +

1∑
j=0

‖Dj
tu‖l+1−j＋ ‖P̂ u‖l′

}
で評価されるので補題 6.2.6 を s = l + (j + 1)/4 ≤ s0, F = Fj+1, u = op(gj)uとして
適用すると

Nl+(j+1)/4(Fj+1op(gj)u; t) ≤ CNl+j/4(op(gj)u; t)

+C

∫ t

τ

{
‖F0P̂ u(t1)‖n+s0dt1 + ‖P̂ u(t1)‖l′

}
dt1 + CRl(u; t)

(6.2.23)

を得る．同様にNl+j/4(op(gj)u; t) ≤ C
{
Nl+j/4(Fju; t) +Rl(u; t)

} と評価される．また
Nl+(j+1)/4(Fj+1u; t) ≤ C

{
Nl+(j+1)/4(Fj+1op(gj)u; t) + Rl(u; t)

} も同様である．従っ
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て Nl+j/4(op(gj)u; t) の評価に帰納法の仮定を使うと (6.2.22) が l + j/4 ≤ s0 をみ
たす最大の j = j0 について成立することがわかる．ϵ < ϵj0 より k ∈ S0 があって
f̄ϵ − k#f̄j0 ∈ S−∞ と書けることに注意して結論を得る．

命題 6.1.1 の証明： ν > 0, ϵ > 0 を命題 3.2.2 のそれとしその証明を繰り返せばよい．
命題 6.2.1 を u = Ĝop(h1)f ∈ ∩1

j=0C
j([τ, δ0];H

l2−n+1−j), Fϵ0 = Fi,2ϵ, Fϵ = Fi,ϵ,

l = l2 − n, l′ = l2 として適用すると
1∑
j=0

‖Dj
tFi,ϵĜop(h1)f‖s+1−j ≤ C

∫ t

τ

{
‖Fi,2ϵop(h1)f‖p

+‖op(h1)f‖l2
}
dt1 +Rl2−n(Ĝop(h1)f ; t)

が任意の p, s ∈ R, s ≤ p − n − 1/4 について成立する．また (6.1.5) から
Rl2−n(Ĝop(h1)f ; t) ≤ C

∫ t
τ
‖op(h1)f‖l2dt1 であるから s = l1 − 1と選んで

1∑
j=0

‖Dj
tFi,ϵĜop(h1)f‖l1−j ≤ C

∫ t

τ

‖f‖l2dt1

を得る．また命題 3.2.2の証明と同じく
1∑
j=0

‖Dj
top(h2)v‖l1−j ≤ C

1∑
j=0

∑
i

‖Dj
tFi,ϵv‖l1−j + C

1∑
j=0

‖Dj
t v‖l2−n+1−j

が成立するので v = Ĝop(h1)f として命題 6.1.1 が証明された．

初期値問題 (6.1.4) で ϕ0 = ϕ1 = 0のときの解作用素

Ĝ∗ : L1((−δ0, τ) : Hs+n) 3 f(t) 7→ u(t) ∈ ∩1
j=0C

j([−δ0, τ ];Hs+1−j)

についても Ĝに対する議論を繰り返すことによって Ĝ∗ が有限伝播であることがわかる．
したがって P に対する局所解の存在定理の証明と同様にして次が得られる．

定理 6.2.1. p = 0 の危点 (0, 0, τ, ξ) はすべて実効的双曲型であるとする．こ
のとき δ > 0, n > 0 および x = 0 の近傍 Ω が存在し, 任意の |τ | < δ

と任意の f ∈ L1((−δ, τ);Hs+n) に対して (−δ, τ) × Ω で P ∗u = f を満たす
u ∈ ∩1

j=0C
j([−δ, τ ];Hs+1−j)で

1∑
j=0

‖Dj
tu(t)‖s+1−j ≤ Cs

∫ τ

t

‖f(t′)‖n+sdt′, −δ ≤ t ≤ τ

を満たすものが存在する．
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6.3 解の局所一意性
この節では 2階の微分作用素

P = op
(
− τ2 +

∑
j+|α|≤2,j<2

aj,α(t, x)ξ
ατ j

)
(6.3.24)

を考える．ここで aj,α(t, x)は (t, x) = (0, 0) ∈ R1+d の近傍で C∞ とする．P の主シン
ボルは

p(t, x, τ, ξ) = −τ2 +
∑

j+|α|=2,j<2

aj,α(t, x)ξ
ατ j

である．最初に，p のある危点が実効的双曲型である，という事実は t 座標も含めた一
般の局所座標系の変換に不変であることをみておく．そのために t を x0, τ を ξ0 と書
き x = (x0, x1, . . . , xd) = (x0, x

′), ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξd) = (ξ0, ξ
′) と表すことにする．

y = κ(x), κ(0) = 0を局所座標系 xの変換とする．微分作用素 P を座標系 y で考えると
その主シンボル p̃(y, η)は p(κ−1(y), tκ′(x)η)で与えられる．このとき

補題 6.3.1. (0, ξ̄)を pの実効的双曲型特性点とすると (0, η̄), ξ̄ = tκ′(0)η̄ は p̃の実効的
双曲型特性点である．

証明. κ−1(y) = λ(y) と書く．p̃(ϵy, η̄ + ϵη) = p(λ(ϵy), tκ′(λ(ϵy))(η̄ + ϵη)) を考えよう．
ξ̄ = tκ′(0)η̄ より

tκ′(λ(ϵy))(η̄ + ϵη) = ξ̄ + ϵ(Cy + tκ′(0)η) +O(ϵ2) (ϵ→ 0)

である．ここで C = (cij)は d + 1 次正方行列で κ(x) = (κ0(x), κ1(x), . . . , κd(x)) とす
るとき

cij =
∑

0≤k,ℓ≤d

(
∂2κℓ(0)

/
∂xk∂xi

)(
∂λk(0)

/
∂yj

)
η̄ℓ

で与えられる．従って Qを pの Hesse行列から定まる 2次形式とするとき

p̃(ϵy, η̄ + ϵη) = p(ϵλ′(0)y +O(ϵ2), ξ̄ + ϵ(Cy + tκ′(0)η) +O(ϵ2))

= ϵ2Q(λ′(0)y, Cy + tκ′(0)η) +O(ϵ3) (ϵ→ 0)

が成り立つ．ゆえに (0, η̄)での p̃の Hesse 行列を Q̃とすると

Q̃ = tKQK, K =

(
λ′(0) O
C tκ′(0)

)
となる．つぎに Kσ tK = σ, すなわち tK はシンプレクティック行列であることに注意す
る．これを確かめるには λ′(0)κ′(0) = I であるから Cκ′(0)が対称行列であることをいえ
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ばよいがこれは容易である．したがって σQ̃ = σtKQK = K−1(σQ)K となって σQ̃ と
σQは相似となりその固有値は一致する．

次に Holmgren 変換と呼ばれるつぎの局所座標系の変換を考えよう．

y0 = x0 + ϵ
d∑
j=1

x2j , yj = xj , j = 1, 2, . . . , d. (6.3.25)

ここで ϵ > 0は正の小さな定数である．

p̃(y, η) = p(y0 − ϵ|y′|2, y′, η0, η′ + 2ϵη0y
′) (6.3.26)

は容易に確かめられる．このとき

補題 6.3.2. Ωを R1+d の原点の近傍とし，特性方程式 p(x, ξ0, ξ
′) = 0の ξ0 に関する根

は任意の x ∈ Ω, 任意の ξ′ ∈ Rd に対して実であるとする．このとき r > 0と ϵ0 > 0が
存在して，任意の |ϵ| ≤ ϵ0 について p̃(y, η0, η

′) = 0の η0 に関する根は任意の |y| ≤ r, 任
意の η′ ∈ Rd に対して実である．

証明. r > 0 を {|y| ≤ r} が変換 (6.3.25) による Ω の像に含まれるように 1 つ選ぶ．
q(s, τ, η′, y, ϵ) = p(y0 − ϵ|y′|2, y′, τ + s, η′ +2ϵsy′)とおく．q は sの高々 2次の多項式で
s2 の係数を a(y, ϵ)とすると a(y, 0) = −1であるから ϵ0 > 0が存在して |ϵ| ≤ ϵ0, |y| ≤ r

なら 1/2 ≤ |a(y, ϵ)| ≤ 3/2としてよい．故にこのとき q(s, τ, η′, y, ϵ) = 0の sに関する根
は (τ, η′, y, ϵ) ∈ C×Rd×{|y| ≤ r}×{|ϵ| ≤ ϵ0} = U に関して連続である．次に Imτ ≤ 0,

Ims < 0, (τ, η′, y, ϵ) ∈ U のとき q 6= 0を示そう．そうでないとすると Imτ̂ ≤ 0, Imŝ < 0

で q(ŝ, τ̂ , η̂′, ŷ, ϵ̂) = 0 となる (τ̂ , η̂′, ŷ, ϵ̂) ∈ U が存在する．s に関する根は (τ, η′, y, ϵ) に
関して連続であったから必要なら τ̂ を少し動かして Imτ̂ < 0と仮定できる．

F (θ) = min
q(s,τ̂ ,θη̂′,θŷ,θϵ̂)=0

Im s, 0 ≤ θ ≤ 1

とおこう．(τ̂ , η̂′, ŷ, ϵ̂)の選び方から F (1) < 0である．一方 q(s, τ̂ , 0, 0, 0) = −(s+ τ̂)2 =

0 より Ims = −Imτ̂ > 0 なので F (0) > 0 である．F (θ) は θ に関して連続であるから
0 < θ̂ < 1 があって F (θ̂) = 0 となり q(s, τ̂ , θ̂η̂′, θ̂ŷ, θ̂ϵ̂) = 0 となる実の s が存在する．
一方 Imτ̂ < 0であったから pの特性根が実であることに反する．同じ議論を繰り返すと
Imτ ≥ 0, Ims > 0, (τ, η′, y, ϵ) ∈ U のとき q 6= 0が従う．以上のことから τ = 0と選ぶと
|y| ≤ r, |ϵ| ≤ ϵ0 のとき

p̃(y, s, η′) = q(s, 0, η′, y′, ϵ) = 0 =⇒ Ims = 0

となり主張が示された．
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補題 6.3.3. R1+dの原点の近傍 Ωと正数 ϵ̄ > 0, ϵ > 0を適当に選ぶと suppf ⊂ {x;x0 ≤
ϵ̄ − ϵ|x′|2}を満たす任意の f(x) ∈ C∞

0 (Ω)に対して supp v ⊂ {x;x0 ≤ ϵ̄ − ϵ|x′|2}で Ω

で P ∗v = f を満たす v(x) ∈ C2(Ω)が存在する．

証明. 局所座標系の変換 (6.3.25)を行い g(y) = f(x)と表すと Ω̃ = {y; (y0 − ϵ|y′|2, y′) ∈
Ω} とおくとき g(y) ∈ C∞

0 (Ω̃) で y0 ≥ ϵ̄ では g(y) = 0 である．P ∗ = op(p+ P̄1 + P̄0)

であるから P ∗ を局所座標系 y で表すと P ∗ = op(p̃+ P ′
1 + P ′′

0 )となる．補題 6.3.1 より
p̃(0, η) = 0の危点はすべて実効的双曲型であり，補題 6.3.2 より ϵを小さく選べば p̃ = 0

の特性根はすべて実である．したがって Ω を十分小さく選べば Ω̃ も十分小さくよって
定理 6.2.1 を適用できる．ϵ̄ > 0 を {x;−ϵ̄ ≤ x0 ≤ ϵ̄ − ϵ|x′|2} ⋐ Ω となるように選んで
おく．定理 6.2.1 より P ∗w = g を満たす w(y) ∈ C2(Ω̃) で y0 ≥ ϵ̄ では w = 0 となる
ものが存在するが v(x) = w(y) と局所座標系 x で表すと P ∗v = f で v の support が
{x;x0 ≤ ϵ̄− ϵ|x′|2}に含まれるのは明らかである．

最後に初期値問題の解の局所一意性を示そう．今 u(x) は原点の近傍 Ω で C2 級で
Ω ∩ {x0 > τ}で Pu = 0を，Ω ∩ {x0 = τ}で Dj

0u(τ, x
′) = 0, j = 0, 1を満たすとする

(|τ | ≤ ϵ̄)．ここで suppf ⊂ {x;x0 ≤ ϵ̄− ϵ|x′|2}をみたす f ∈ C∞
0 (Ω)に対して補題 6.3.3

の v(x)をとってくると

0 =

∫ ϵ̄

τ

∫
Rd

Pu · vdx0dx′ =
∫ ϵ̄

τ

∫
Rd

u · P ∗vdx0dx
′ =

∫ ϵ̄

τ

∫
Rd

u · fdx0dx′

が成立する．この f は任意に選べるので {x; τ < x0 < ϵ̄− ϵ|x′|2}で u = 0が従う．

τ ≤ x0 ≤ ϵ̄− ϵ|x′|2

x′

x0

ϵ̄

−ϵ̄
τ

suppf

記号を x0 = t, (x0, x
′) = (t, x)に戻して定理として述べておくと

定理 6.3.1. p = 0 の危点 (0, 0, τ, ξ)はすべて実効的双曲型であるとする．このとき原点
の近傍 ω と正数 ϵ > 0が存在し，|τ | ≤ ϵとするとき u ∈ C2(ω)が{

Pu = 0, ω ∩ {t > τ},
Dj
tu(τ, x) = 0, j = 0, 1, x ∈ ω ∩ {t = τ}

を満たすなら ω ∩ {t > τ}で u = 0である．
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第 7章

擬微分作用素

本書で用いた擬微分作用素の合成則，L2 有界性定理および可逆性に関する結果を証明
する．この章では Rd の代わりに Rn で考える．

7.1 Metricと weight

本書では Beals-Fefferman metric と呼ばれる

g(x,ξ)(y, η) = |y|2/ϕ(x, ξ)2 + |η|2/ψ(x, ξ)2 (7.1.1)

の形をした Rn × Rn 上の metric を用いる．ここで ϕ(x, ξ), ψ(x, ξ) は R2n 上の正値関
数で正のパラメーター γ, M を含む．記述を簡単にするためにパラメーターを省略して書
き，また Rn × Rn の点を z = (x, ξ), w = (y, η) などとも表すことにする．以後，定数
と言えば「すべてのパラメーターによらない定数」という意味であるが「パラメーター
によらない」という文言は省略する．第 5 章と同様に定数 C > 0 が存在して A ≤ B

のとき A ≲ B と書き A1 ≲ A2 かつ A2 ≲ A1 のとき A1 ≈ A2 と書くことにする．つ
ぎにWeyl-Hörmander calculus で用いる metric や weight についていくつかの要請を
Hörmander [7] にしたがって定義の形で述べる．

定義 7.1.1. 正数 c, C が存在して

gz(w − z) ≤ c =⇒ gz(t)/C ≤ gw(t) ≤ Cgz(t), t, z, w ∈ R2n (7.1.2)

が成立するとき g は slowly varyingという．

g = ϕ−2(z)|y|2 +ψ−2(z)|η|2 が slowly varyingであるためには c > 0, C > 0が存在し
て gz(w − z) < cのとき

1/C ≤ ϕ(z)/ϕ(w), ψ(z)/ψ(w) ≤ C (7.1.3)
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が成立することである．これは g の局所的性質を制限するものであり，大域的な振る舞い
を制限するために第 4.1 節で用いた R2n 上のシンプレクティック形式 σ に関する gz の
双対 metric

gσz (w) = sup
0 ̸=v∈R2n

∣∣σ(w, v)∣∣2/gz(v), z, w ∈ R2n

を考える．(7.1.1) の g については

gσz (y, η) = sup
0 ̸=(t1,t2)∈R2n

|〈η, t1〉 − 〈y, t2〉|2

ϕ−2(z)|t1|2 + ψ−2(z)|t2|2

= sup
0 ̸=(s1,s2)∈R2n

|〈η, ϕ(z)s1〉 − 〈y, ψ(z)s2〉|2

|s1|2 + |s2|2
= ψ(z)2|y|2 + ϕ2(z)|η|2

となり次が従う．

gσz (w) = ψ(z)2ϕ(z)2gz(w), gz/g
σ
z = ψ−2(z)ϕ−2(z). (7.1.4)

定義 7.1.2. g が slowly varying でさらに適当な定数 C > 0, N > 0について

gσz (v) ≤ Cgσw(v)(1 + gσw(w − z))N , z, w, v ∈ R2n (7.1.5)

を満たすとき g を σ temperateであるという．

gσz の定義から (7.1.5) は次と同値である．

gw(v) ≤ Cgz(v)(1 + gσw(w − z))N , z, w, v ∈ R2n. (7.1.6)

(7.1.1)の g が (7.1.5) を満たすための条件は C > 0, N > 0が存在して

ϕ(z)/ϕ(w) + ψ(z)/ψ(w) ≤ C(1 + gσw(z − w))N (7.1.7)

の成り立つことである．(7.1.5)で v = w − z とすると

gσz (w − z) ≤ C(1 + gσw(w − z))N+1, z, w ∈ R2n (7.1.8)

が成り立つがこれは z, w に関して対称である．

定義 7.1.3. g が σ temperate で gz ≤ gσz を満たすとき g を admissible metricと呼ぶ．

定義 7.1.4. g を σ temperateな metric としmを R2n 上の正値関数とする．正数 c, C

が存在して

gz(w − z) < c =⇒ m(z)/C ≤ m(w) ≤ Cm(z), (7.1.9)

m(w) ≤ Cm(z)
(
1 + gσw(w − z)

)N
, w, z ∈ R2n (7.1.10)

が成り立つときmを σ, g temperate という．
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(7.1.10) は (7.1.8)より C ′ > 0, N ′ > 0が存在して

m(w) ≤ C ′m(z)
(
1 + gσz (w − z)

)N ′

, w, z ∈ R2n

の成立することと同値である．Weyl-Hörmander calculusでは σ, g temperate な正値関
数mを weightとして扱うが本書ではこれよりも強い条件を課したものを weightとして
採用する．

定義 7.1.5. g は admissible metric で m は正値関数とする．適当な C > 0, N > 0 が
あって

m(w) ≤ Cm(z)
(
1 + max {gw(w − z), gz(w − z)}

)N
, w, z ∈ R2n (7.1.11)

が成立するときmを g admissible weight と呼ぶ．

定義から明らかなように m > 0 が g admissible weight なら m は任意の admissible

metric g̃ ≥ g に対し g̃ admissible weight である．

補題 7.1.1. g を admissible metric, mを g admissible weight とする．このとき mは
σ, g temperateである．

証明. gz(w − z) < c なら (7.1.2) と (7.1.11) より m(w) ≤ C ′(1 + cC)m(z) が成り立
つ．また max {gw(w − z), gz(w − z)} は w, z に関して対称であるから (7.1.9) が従う．
max {gw(w − z), gz(w − z)} ≤ max {gσw(w − z), gσz (w − z)}は gz ≤ gσz より明らかであ
るから (7.1.8)を考慮すれば (7.1.10)が得られる．

補題 7.1.2. m > 0 を g admissible weight とすると任意の s ∈ R について ms も
g admissible weight である．mi (i = 1, 2) が g admissible weight なら m1m2 も g

admissible weightである．

証明. 定義から容易にわかるように正値関数mが g admissible weight ならm−1 = 1/m

も g admissible weight である．これより ms は g admissible weight が従う．積の場合
も明らか．

本書では 0 < δ < 1, c > 0が存在して ϕ, ψ が

〈ξ〉−δγ ≲ ϕ ≲ 1, ψ ≲ 〈ξ〉γ , (7.1.12)

|ξ − η|/〈ξ〉γ < c =⇒ ϕ(z) ≈ ϕ(w), ψ(z) ≈ ψ(w) (7.1.13)

を満たすような admissible metric g = ϕ−2(z)|y|2 + ψ−2(z)|η|2 を考える．また考察の
便宜上次の metricも考える．

¯
g(y, η) = |y|2 + 〈ξ〉−2

γ |η|2, γ ≥ 1. (7.1.14)
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補題 7.1.3. metric
¯
g, gϵ, ḡ は (7.1.12)と (7.1.13)を満たす admissible metricである．

また 〈ξ〉sγ は任意の s ∈ Rについて
¯
g, gϵ, ḡ admissible weight である.

証明. (7.1.12)は明らかに δ = 1/2として成立する．次に |ξ − η| < c〈ξ〉γ のとき 〈η〉γ ≥
(γ + |η|)/

√
2 ≥ (γ + |ξ| − |ξ − η|)/

√
2 ≥ (1 − c)〈ξ〉γ/

√
2 および 〈η〉γ ≤ (γ + |η|) ≤

(γ + |ξ|+ |ξ − η|) ≤
√
2(1 + c)〈ξ〉γ が成り立つので

|ξ − η| < c〈ξ〉γ =⇒ (1− c)〈ξ〉γ/
√
2 ≤ 〈η〉γ ≤

√
2(1 + c)〈ξ〉γ (7.1.15)

を得る．これより (7.1.13)は明らか．いま gを
¯
g, gϵ, ḡのいずれかとする．gz(z−w) < c2

とすると |ξ−η| < cψ(z) ≤ c〈ξ〉γ であるから (7.1.13), (7.1.3)より gは slowly varyingで
ある．次に 〈η〉γ ≤ 〈ξ〉γ/2

√
2なら |ξ−η| ≥ (γ+|ξ|)−(γ+|η|) ≥ 〈ξ〉γ−

√
2〈η〉γ ≥ 〈ξ〉γ/2

ゆえ c > 0があって |ξ − η| ≥ c〈ξ〉1−δγ 〈η〉δγ，他方 〈η〉γ ≥ 2
√
2〈ξ〉γ なら |ξ − η| ≥ 〈η〉γ/2

より |ξ − η| ≥ c〈η〉1−δγ 〈η〉δγ に注意する．これらより C が存在して

〈ξ〉γ/〈η〉γ + 〈η〉γ/〈ξ〉γ ≤ C
(
1 + 〈η〉−δγ |ξ − η|

)1/(1−δ)
, ξ, η ∈ Rn (7.1.16)

が成立する．gσw(z − w) ≥ ϕ2(w)|ξ − η|2 ≥ 〈η〉−2δ
γ |ξ − η|2/C であるから (7.1.7)より g

は σ temperateである．一方 ϕψ ≥ 1は明らかであるから gz ≤ gσz は (7.1.4)から従う．
次の主張は

¯
g ≤ gϵ ≤ ḡ より 〈ξ〉γ が

¯
g admissible weight であることを確かめればよい

が有限増分の定理より

|〈ξ + η〉γ − 〈ξ〉γ | ≤ C|η| ≤ C〈ξ〉γ(〈ξ〉−1
γ |η|) ≤ C〈ξ〉γ

¯
g1/2z (w) (7.1.17)

ゆえ 〈ξ + η〉γ ≤ C〈ξ〉γ(1 +
¯
gz(w))

1/2 が成り立つので明らかである．

7.2 シンボルクラスと擬微分作用素
定義 7.2.1. gz(w) = ϕ−2(z)|y|2 +ψ−2(z)|η|2 を admissible metric, m(z)を正値関数と
する．任意の k ∈ Nに対して Ck > 0が存在して

sup
z∈R2n,|α+β|≤k

∣∣∂βx∂αξ a(z)∣∣ϕ|β|(z)ψ|α|(z)/m(z) ≤ Ck (7.2.18)

を満たす a ∈ C∞(R2n) の全体を S(m, g) で表す．左辺を |a|(k)S(m,g) とおくとこれは
S(m, g)にセミノルムを定義する．z = (x, ξ), µ = (α, β) ∈ N2n と書くと (7.2.18) はつ
ぎのように書いてもよい．

sup
|µ|≤k

∣∣∂µz a(z)∣∣ ≤ Ckm(z)Π
i
g1/2z (ti), ∂µz = Π

i
∂tiz , |ti| = 1, ti ∈ N2n.
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補題 7.2.1. ai ∈ S(mi, g), i = 1, 2なら a1a2 ∈ S(m1m2, g)である. また a ∈ S(m, g)

かつ 1/|a| < C/mならば 1/a ∈ S(1/m, g)である.

証明. 証明には Leibnizの公式を適用すればよい．2番目の主張は b = 1/aとして ba = 1

に Leibnizの公式を適用し帰納法を用いれば容易に示される．

シンボル a(x, ξ) ∈ S(m, g)が与えられたとき，それを擬微分作用素として実現する（量
子化ともいう）にはいくつかの方法がある．

定義 7.2.2. g は (7.1.12), (7.1.13) を満たす admissible metric で, m は g admissible

weightとする．a ∈ S(m, g)に対して 0 ≤ t ≤ 1として振動積分

opt(a)u(x) = (2π)−n
∫
ei(x−y)ξa((1− t)x+ ty, ξ)u(y)dydξ

= (2π)−n
∫
e−iyξa(x+ ty, ξ)u(x+ y)dydξ, u ∈ S

で擬微分作用素 opt(a) を定義する．この opt(a) をシンボル a(x, ξ) の t -量子化という．
特に t = 1/2のときは op1/2(a)を aのWeyl量子化といい，1/2を略して単に op(a)と
かく．

g が (7.1.12), (7.1.13) を満たす admissible metric で m が g admissible weight なら
a ∈ S(m, g)は適当な mi ∈ Rについて (2.1.1) を満たすことが容易に確かめられる．本
書では特に断らなければ常にWeyl量子化を使う．a(x, ξ) = a(x)ならば

op(a)u(x) = a(x)u(x) (7.2.19)

である．実際 (2.1.3)より (2π)−n
∫
e−iyξdξ = δ(y) に注意すると

(2π)−n
∫
ei(x−y)ξa

(x+ y

2

)
u(y)dydξ = (2π)−n

∫
e−iyξa(x+

y

2
)u(x+ y)dydξ

= (2π)−n
∫
e−iyξdξ

∫
a(x+

y

2
)u(x+ y)dy = a(x)u(x)

である．また a(x, ξ) = a(ξ)のときは

op(a)u(x) = a(D)u(x) = (2π)−n
∫
eixξa(ξ)û(ξ)dξ

となる．u, v ∈ S に対して半双線形形式 (u, v) =
∫
Rn u(x)v(x)dx を考えると∫ (

op(a)u
)
(x)v(x)dx =

∫
v(x)dx

∫
ei(x−y)ξa

(x+ y

2
, ξ
)
u(y)dydξ

=

∫
u(y)dy

∫
ei(y−x)ξā

(x+ y

2
, ξ
)
v(x)dxdξ

であるから次のことが従う．
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命題 7.2.1. a ∈ S(m, g) とすると

(op(a)u, v) = (u, op(ā)v), u, v ∈ S

が成立する．すなわち op(a)∗ = op(ā)である．

7.3 擬微分作用素の合成則
この節では g を (7.1.12), (7.1.13)を満たす admissible metricとし, miを g admissible

weight とするとき a ∈ S(m1, g), b ∈ S(m2, g) に対して op(a) と op(b) の合成則 (定理
7.3.1, 系 7.3.1) を証明する．まず a(x, ξ), b(x, ξ) ∈ S(R2n) として op(a)op(b) = op(c)

となる c(x, ξ)を求める．op(a)op(b) = op(c)より

(2π)−2n

∫
ei(x−y)η+i(y−z)ζa((x+ y)/2, η)b((y + z)/2, ζ)u(z)dzdζdydη

がすべての u(z) ∈ S(Rn)について

(2π)−n
∫
ei(x−z)θc((x+ z)/2, θ)u(z)dzdθ

に等しいので ∫
ei(x−z)θc((x+ z)/2, θ)dθ は

(2π)−n
∫
ei(x−y)η+i(y−z)ζa((x+ y)/2, η)b((y + z)/2, ζ)dζdydη

に等しい．x+ z = 2x̃, z − x = 2z̃, y = ỹ とおきさらに η + ζ = 2η̃, η − ζ = 2ζ̃ と変数
変換すると ∫

e−2iz̃θc(x̃, θ)dθ は

π−n
∫
e2i(x̃−ỹ)ζ̃−2iz̃η̃a((x̃− z̃ + ỹ)/2, η̃ + ζ̃)b((x̃+ z̃ + ỹ)/2, η̃ − ζ̃)dỹdζ̃dη̃

に等しい．ところで ∫
e−2iz̃θc(x̃, θ)dθ は (Fc)(2z̃)であるから Fourierの反転公式より

c(x̃, θ) = π−2n

∫
e2i(x̃−ỹ)ζ̃−2iz̃(η̃−θ)a((x̃− z̃ + ỹ)/2, η̃ + ζ̃)

×b((x̃+ z̃ + ỹ)/2, η̃ − ζ̃)dỹdζ̃dη̃dz̃

が従う．η̃ → η̃ + θ, ỹ → ỹ + x̃と平行移動すると右辺は

π−2n

∫
e−2iỹζ̃−2iz̃η̃a(x̃+ (ỹ − z̃)/2, η̃ + ζ̃ + θ)

×b(x̃+ (z̃ + ỹ)/2, η̃ − ζ̃ + θ)dỹdζ̃dη̃dz̃
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に等しい．最後に η̃ + ζ̃ = η, η̃ − ζ̃ = ζ, ỹ − z̃ = 2y, ỹ + z̃ = 2z と変数変換して
ỹζ̃ + z̃η̃ = zη − yζ に注意すると

c(x̃, θ) = π−2n

∫
e−2i(zη−yζ)a(x̃+ y, θ + η)b(x̃+ z, θ + ζ)dydζdηdz

を得る．記号を簡単にするため X = (x, ξ), Y = (y, η), Z = (z, ζ)と書くと

c(X) = π−2n

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + Y )b(X + Z)dY dZ

と書ける．

補題 7.3.1. gは (7.1.12), (7.1.13)を満たす admissible metricとする．またm1, m2 を
g admissible weightとし a ∈ S(m1, g), b ∈ S(m2, g)とする．このとき振動積分で定義
される

R(X; a, b; θ) = π−2n

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + θY )b(X + Z)dY dZ (7.3.20)

は θ (|θ| ≤ 1)に一様に S(m1m2, g)に属す．

証明. 証明では Θ = (α, β) ∈ N2n, ∂ΘX = ∂αx ∂
β
ξ などと書くことにする．

G(X) =

(
ϕ(X)I O
O ψ(X)I

)
, I は n次単位行列

とおくと gX(t) = 〈G−1(X)t, G−1(X)t〉および gσX(t) = 〈G(X)σt,G(X)σt〉, t ∈ R2n と
表せる．χ(s) ∈ C∞

0 (R)を 0 ≤ χ(s) ≤ 1で |s| ≤ 1/2で 1，|s| ≥ 2で 0とし次のように
おく．

χ(ξ, η) = χ(〈η〉/c〈ξ〉γ), χc(ξ, η) = 1− χ(ξ, η).

補題 7.3.2. |α+ β| ≥ 1のとき∣∣∂αξ ∂βηχ(ξ, η)∣∣, ∣∣∂αξ ∂βηχc(ξ, η)∣∣ ≲ ψ(X)−|α+β|.

証明. まず∣∣∂αξ ∂βηχ(ξ, η)∣∣ ≲ ∑∣∣χ(k)(〈η〉/c〈ξ〉γ)∂α
1

ξ ∂β
1

η (〈η〉/c〈ξ〉γ) · · · ∂α
k

ξ ∂β
k

η (〈η〉/c〈ξ〉γ)
∣∣

≲
∑∣∣χ(k)(〈η〉/c〈ξ〉γ)

∣∣(〈η〉/c〈ξ〉γ)k〈ξ〉−|α|
γ 〈η〉−|β| ≲ 〈ξ〉−|α|

γ 〈η〉−|β|

に注意する．χ(k)(〈η〉/c〈ξ〉γ) 6= 0, k ≥ 1なら 〈η〉 ≈ 〈ξ〉γ であるから (7.1.12)に注意すれ
ばよい．
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次に (7.3.20)を考える．積分の前の π−2n は評価には関係ないので

R(X; a, b; θ) =

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + θY )b(X + Z)dY dZ (7.3.21)

とおく．1 = χ(ξ, η) + χ(ξ, ζ)χc(ξ, η) + χc(ξ, η)χc(ξ, ζ)と書いて

R(X; a, b; θ) =

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + θY )b(X + Z)χ(ξ, η)dY dZ

+

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + θY )b(X + Z)χ(ξ, ζ)χc(ξ, η)dY dZ

+

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + θY )b(X + Z)χc(ξ, η)χc(ξ, ζ)dY dZ = I + II + III

とおく．ここで σ(Y, Z) = 〈σY, Z〉であった．つぎに

L = 1 + 4−1gσX(σDY ), Φ = 1 + gσX(Z),

M = 1 + 4−1gX(σDZ), Ψ = 1 + gX(Y )
(7.3.22)

とおくと Φ−NLNe−2iσ(Y,Z) = e−2iσ(Y,Z) と Ψ−ℓM ℓe−2iσ(Y,Z) = e−2iσ(Y,Z) は明らかで
ある．したがって ∂ΘXIを評価するには部分積分を行なって次を評価すればよい．∫

e−2iσ(Y,Z)Φ−NLNΨ−ℓM ℓ
(
∂Θ1

X a(X + θY )∂Θ2

X b(X + Z)∂Θ3

X χ(ξ, η)
)
dY dZ. (7.3.23)

ここで ΣiΘi = Θ である．gσX(σDY ) = 〈G(X)DY , G(X)DY 〉 であるから G(X)DY を
考えると任意の Θ̃ に対し

∣∣(G(X)DY )
Θ̃Ψ−ℓ

∣∣ ≲ Ψ−ℓ は容易である．χ(ξ, η) 6= 0 なら
(7.1.13) より |θ| ≤ 1 に一様に gX ≈ gX+θY であり m1 は g admissible weight より
m1(X + θY ) ≲ m1(X)(1 + gX(Y ))N1 であるから，これらより χ(ξ, η) 6= 0のとき∣∣(G(X)DY )

Θ̃∂Θ1

X a(X + θY )
∣∣ ≲ m1(X)(1 + gX(Y ))N1Πg

1/2
X (ti)

が得られる．ここで ∂Θ1

X = Π∂tiX , |ti| = 1, ti ∈ N2n．また補題 7.3.2より∣∣(G(X)DY )
Θ̃∂Θ3

X χ(ξ, η)
∣∣ ≲ Πg

1/2
X (tk), ∂Θ3

X = Π∂tkX , |tk| = 1

も明らかである．次に gX(σDZ) = 〈G−1(X)σDZ , G
−1(X)σDZ〉 に注意して

G−1(X)σDZ を考える．任意の Θ̃に対して∣∣(G−1(X)σDZ)
Θ̃∂Θ2

X b(X + Z)
∣∣ ≲ m2(X + Z)

{
Π
j
g
1/2
X+Z(tj)

}
×
(
1 + ϕ−1(X)ψ−1(X + Z) + ψ−1(X)ϕ−1(X + Z)

)|Θ̃|

≲ m2(X + Z)
{
Πg

1/2
X+Z(tj)

}(
1 + ψ(X)/ψ(X + Z) + ϕ(X)/ϕ(X + Z)

)|Θ̃|
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が従う．ここで ϕ−1(X)ψ−1(X) = (sup gX/g
σ
X)1/2 ≤ 1 を使った．また ∂Θ2

X = Π∂
tj
X ,

|tj | = 1である．m2は g admissible weightであるから σ, g temperateゆえm2(X+Z) ≲
m2(X)(1+ gσX+Z(Z))

N2 ≲ m2(X)(1+ gσX(Z))N
′
2 が成り立つ．同様に gは σ temperate

ゆえ

gX+Z(tj) ≲ gX(tj)(1 + gσX+Z(Z))
N3 ≲ gX(tj)(1 + gσX(Z))N

′
3 (7.3.24)

を得る．また (7.1.7)より

ψ(X)/ψ(X + Z) + ϕ(X)/ϕ(X + Z) ≲ (1 + gσX+Z(Z))
N4 ≲ (1 + gσX(Z))N

′
4

が成立する．以上から

|(G−1(X)σDZ)
Θ̃∂Θ2

X b(X + Z)| ≲ m2(X)(1 + gσX(Z))N5Πg
1/2
X (tj)

と評価される．ここで N5 は |Θ̃| ≤ ℓにも依っている．したがって∣∣(7.3.23)の被積分項 ∣∣ ≲ (1 + gσX(Z))−N+N6(Θ,ℓ)(1 + gX(Y ))−ℓ+N1

×(m1m2)(X)
{
Π
i
g
1/2
X (ti)Π

j
g
1/2
X (tj)Π

k
g
1/2
X (tk)

}
が成り立つ．ここで ℓを ℓ−N1 ≥ n+ 1, N を N −N6(Θ, ℓ) ≥ n+ 1に選び∫

(1 + gσX(Z))−n−1(1 + gX(Y ))−n−1dY dZ < +∞ (X によらない)

に注意すると ∣∣∂ΘXI
∣∣ ≲ (m1m2)(X)Πg

1/2
X (tj) (7.3.25)

と評価される．ここでも前と同様に ∂ΘX = Π∂
tj
X , |tj | = 1 である．補題 7.3.2 と

ϕ−1(X)ψ−1(X) ≤ 1 から |(G−1(X)σDY )
Θ̃χc(ξ, η)| ≲ 1 が任意の Θ̃ について成立す

ることに注意して (7.3.22) で Y と Z を入れ替えて同じ議論を繰り返すと ∂ΘXII につ
いても (7.3.25) と同じ評価を得る．最後に ∂ΘXIII を評価しよう．χc(ξ, η) 6= 0 なら
c〈ξ〉γ ≤ 2〈η〉であるから (7.1.12) より

gσX(Y ) = ψ2(X)|y|2 + ϕ2(X)|η|2

≲ 〈ξ〉2γ |y|2 + |η|2 ≲ 〈η〉2|y|2 + |η|2 ≲ (1 + |Y |2)2
(7.3.26)

が成り立つ．χc(ξ, ζ) 6= 0なら同様に gσX(Z) ≲ (1 + |Z|2)2 である．L, M を

L = 1 + |DY |2, Φ = (1 + |Z|2), M = 1 + |DZ |2, Ψ = (1 + |Y |2)

とすると部分積分を行なって∫
e−2iσ(Y,Z)Φ−NLNΨ−NMN

(
∂Θ1

X a(X + θY )∂Θ2

X b(X + Z)

×∂Θ3

X χc(ξ, η)∂Θ4

X χc(ξ, ζ)
)
dY dZ, Σ4

i=1Θi = Θ
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を評価することになる．任意の Θ̃に対して |DΘ̃
YΨ

−N | ≲ Ψ−N は明らかである．(7.1.12)

より，χc(ξ, η) 6= 0のとき ϕ−1(X + θY ) ≲ 〈ξ + θη〉δγ ≲ 〈η〉δ が成り立つので∣∣DΘ̃
Y ∂

Θ1

X a(X + θY )
∣∣ ≲ m1(X + θY )

{
Πg

1/2
X+θY (ti1)

}
〈η〉δ|Θ̃|

≲ m1(X + θY )
{
Πg

1/2
X+θY (ti1)

}
Ψδ|Θ̃|/2, ∂Θ1

X = Π∂
ti1
X

が成立する．また |DΘ̃
Y ∂

Θ3

X χc(ξ, η)| ≲ Πg
1/2
X (ti3), ∂

Θ3

X = Π∂
ti3
X も補題 7.3.2から明らか

である．χc(ξ, ζ) 6= 0のときも同様にして∣∣DΘ̃
Z∂

Θ2

X b(X + Z)
∣∣ ≲ m2(X + Z)

{
Πg

1/2
X+Z(ti2)

}
Φδ|Θ̃|/2, ∂Θ2

X = Π∂
ti2
X

および |DΘ̃
Z∂

Θ4

X χc(ξ, ζ)| ≲ Πg
1/2
X (ti4), ∂

Θ4

X = Π∂
ti4
X が成り立つ．mi は g admissible

weight で g は σ temperate また |θ| ≤ 1 ゆえ (7.3.24)を利用して∣∣被積分項 ∣∣ ≲ (m1m2)(X)
{
Πg

1/2
X (ti1)Πg

1/2
X (ti2)Πg

1/2
X (ti3)Πg

1/2
X (ti4

}
×(1 + gσX(θY ))N1(1 + gσX(Z))N2Ψ−N(1−δ)Φ−N(1−δ)

≲ (m1m2)(X)
{
Πg

1/2
X (ti)

}
Ψ−N(1−δ)+2N1Φ−N(1−δ)+2N2 , ∂ΘX = Π∂tiX

が得られる．ここで (7.3.26) を使った．Ni は Θにも依存している．δ < 1なので N を
N(1 − δ) − 2Ni > nとなるように N を選ぶと ∂ΘXIIIについても (7.3.25)と同じ評価が
得られる．以上で R(X; a, b; θ) ∈ S(m1m2, g)が示された．

定理 7.3.1. g は (7.1.12), (7.1.13)を満たす admissible metricとする．またm1,m2 を
g admissible weightとし a ∈ S(m1, g), b ∈ S(m2, g)とする．このとき振動積分で定義
される

c(X) = π−2n

∫
e−2iσ(Y,Z)a(X + Y )b(X + Z)dY dZ (7.3.27)

は S(m1m2, g)に属す．この cを a#bと表すと

op(a)op(b)u = op(a#b)u, ∀u ∈ S

であり任意の l ∈ Nに対し C, l′ が存在して∣∣a#b∣∣(l)
S(m1m2,g)

≤ C|a|(l
′)

S(m1,g)
|b|(l

′)
S(m2,g)

(7.3.28)

が成り立つ． さらに |α + β| = l のとき g admissible weight mβ
i,α について ∂αx ∂

β
ξ a ∈

S(mβ
1,α, g)および ∂αx ∂

β
ξ b ∈ S(mβ

2,α, g)とすると

a#b−
∑

|α+β|<l

(−1)|α|

(2i)|α+β|α!β!
∂βξ ∂

α
x a ∂

α
ξ ∂

β
x b ∈

∑
|α+β|=l

S
(
mβ

1,αm
α
2,β , g

)
.
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が成り立つ．特に l = 3として次が成立する．

a#b− b#a+ i{a, b} ∈
∑

|α+β|=3

S
(
mβ

1,αm
α
2,β , g

)
.

証明. まず a(X + Y )をテイラー展開して

a(X + Y ) =
∑
|Θ|<l

1

Θ!
∂ΘXa(X)Y Θ + rl(X,Y, θ)

と表す．ここで rl(X,Y, θ) = l
∑

|Θ|=l
1
Θ!

∫ 1

0
(1− θ)l−1∂ΘXa(X + θY )dθY Θ である. 和の

部分を (7.3.21) (θ = 1)に代入すると∑
|Θ|<l

1

Θ!

∫
e−2iσ(Y,Z)∂ΘXa(X)Y Θb(X + Z)dY dZ

となる．ここで Y Θe−2iσ(Y,Z) = (2i)−|Θ|(σ∂Z)Θe−2iσ(Y,Z) に注意して部分積分を行う
と ∫

e−2iσ(Y,Z)dY = π2nδZ より

π2n
∑
|Θ|<l

(−1)|Θ|

(2i)|Θ|Θ!
∂ΘXa(X)

(
σ∂X

)Θ
b(X)

が得られる．rl についても代入して同じ計算をすると∑
|Θ|=l

l

Θ!

∫ 1

0

(1− θ)l−1dθ

∫
e−2iσ(Y,Z)∂ΘXa(X + θY )

×
(
(σ∂X)Θb

)
(X + Z)dY dZ

=
∑
|Θ|=l

l

Θ!

∫ 1

0

(1− θ)l−1R(X; ∂ΘXa, (σ∂X)Θb; θ)dθ

(7.3.29)

となる．Θ = (α, β) とすると仮定より ∂ΘXa = ∂αx ∂
β
ξ a ∈ S(mβ

1α, g) で他方 (σ∂X)Θb =

(−1)|β|∂αξ ∂
β
x b ∈ S(mα

2β , g)であるから補題 7.3.1を適用するとR(X; ∂ΘXa, (σ∂X)Θb; θ) ∈
S(mβ

1,αm
α
2,β , g)となり主張が従う．

系 7.3.1. g を
¯
g, gϵ, ḡ のいずれかとし h(X) = ϕ−1(X)ψ−1(X)とおく．このとき任意

の lに対して

a#b−
∑

|α+β|<l

(−1)|α|

(2i)|α+β|α!β!
∂βξ ∂

α
x a ∂

α
ξ ∂

β
x b ∈ S(hlm1m2, g) (7.3.30)

である．特に次が成立する． a#b− b#a− {a, b}/i ∈ S(h3m1m2, g),
a#b+ b#a− 2 ab ∈ S(h2m1m2, g),
a#b#a− ba2 ∈ S(h2m2m

2
1, g).

(7.3.31)
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証明. (7.3.29) を考えると ∂ΘXa(X) ∈ S(m1Πg
1/2
X (ti), g), ∂ΘX = Π∂

tj
X および

(σ∂X)Θb(X) ∈ S(m2Πg
1/2
X (t∗i ), g), (σ∂X)Θ = Π∂

t∗i
X である．また g

1/2
X (t), |t| = 1 は

ϕ−1(X)または ψ−1(X)であるから補題 7.1.3より g admissible weight である．ここで
σti = ±t∗i に注意すると

g
1/2
X (ti)g

1/2
X (t∗i ) = ϕ−1(X)ψ−1(X) = h(X)

より (7.3.29)の右辺に補題 7.3.1 を適用して rl ∈ S(m1m2h
l, g)が従う．つぎに (7.3.30)

で |α+ β| = k の和を Jk(a, b)と表すと Jk(a, b) = (−1)kJk(b, a)であるから (7.3.31)が
従う．

たとえば a ∈ S(〈ξ〉sγ ,
¯
g), b ∈ S(m, ḡ)とすると 〈ξ〉sγ は ḡ admissible weightで ∂αx ∂

β
ξ a ∈

S(〈ξ〉s−|β|
γ ,

¯
g) ⊂ S(〈ξ〉s−|β|

γ , ḡ)および ∂βx∂
α
ξ b ∈ S(m〈ξ〉(|β|−|α|)/2

γ , ḡ)より

a#b−
∑

|α+β|<l

(−1)|α|

(2i)|α+β|α!β!
∂βξ ∂

α
x a ∂

α
ξ ∂

β
x b ∈ S(〈ξ〉s−l/2γ m, ḡ) (7.3.32)

である．

7.4 擬微分作用素の有界性
この節では a ∈ S(1, ḡ)のとき op(a)が L2 有界であることを証明する．そのために任
意の ℓ ∈ Nについて a ∈ S(1, ḡ)の ℓ個の積 op(a) · · · op(a)を考えたい．この場合，Weyl

量子化より 0 -量子化の積の方が見やすいのでまずこの 2 つの量子化の関係を見ておく．
以下でもすべての定数は γ にはよらない．

補題 7.4.1. a(x, ξ) ∈ S(1, ḡ) とする. このとき b(x, ξ) ∈ S(1, ḡ) が一意に存在して
op(a) = op0(b)となる．ここで b(x, ξ)は

b(x, ξ) = (2π)−n
∫
e−iyηa(x+ y/

√
2, ξ + η/

√
2)dydη (7.4.33)

で与えられる．また Ck > 0 が存在して |b|(k)S(1,ḡ) ≤ Ck|a|(3n+3+2k)
S(1,ḡ) が成り立つ．また

c(x, ξ) ∈ S(1, ḡ)が一意に存在し op0(a) = op(c)となる．ここで

c(x, ξ) = (2π)−n
∫
eiyηa(x+ y/

√
2, ξ + η/

√
2)dydη

である．さらに |c|(k)S(1,ḡ) ≤ Ck|a|(3n+3+2k)
S(1,ḡ) が成り立つ．

証明. 定義より bは∫
ei(x−y)ξb(x, ξ)dξ =

∫
ei(x−y)ξa((x+ y)/2, ξ)dξ
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を満たす．ỹ = y − xとおくと∫
e−iỹξb(x, ξ)dξ =

∫
e−iỹξa(x+ ỹ/2, ξ)dξ

であるが左辺は ξ 7→ b(x, ξ)のフーリエ変換であるから

b(x, ξ) = (2π)−n
∫
eiỹξdỹ

∫
e−iỹζa(x+ ỹ/2, ζ)dζ

= (2π)−n
∫
e−iỹζa(x+ ỹ/2, ξ + ζ)dỹdζ

より (7.4.33)と一意性は明らかである．次に χ(ξ, η), χc(ξ, η)を 7.3節で用いたものとし
X = (x, ξ), Y = (y, η)と書き補題 7.3.1の証明と同じ記法を使うことにする．

b =

∫
e−iyηa(X + Y/

√
2)χdY +

∫
e−iyηa(X + Y/

√
2)χcdY = I + II

とおいて ∂ΘXI, ∂ΘXIIを評価しよう．L = 1+〈ξ〉−1
γ |Dy|2+〈ξ〉γ |Dη|2, Φ = 1+ 〈ξ〉−1

γ |η|2+
〈ξ〉γ |y|2 とおき部分積分を行うと ∂ΘXIを評価するには∫

eiyηLNΦ−N∂Θ1

X a(X + Y/
√
2)∂Θ2

X χ(ξ, η)dY, Θ1 +Θ2 = Θ

を評価すればよい．χ(ξ, η) 6= 0 なら 〈ξ + η/
√
2〉γ ≈ 〈ξ〉γ であるから |Θ̃| ≤ 2N , Θ =

(α, β), |Θ| ≤ k として∣∣(〈ξ〉−1/2
γ Dy, 〈ξ〉1/2γ Dη)

Θ̃Φ−N∂Θ1

X a(X + Y/
√
2)∂Θ2

X χ(ξ, η)
∣∣/〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ

≤ CkΦ
−N |a|(2N+k)

S(1,ḡ)

が成り立つ．N = n + 1 と選ぶと |∂ΘXI|/〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ ≤ C ′

k|a|
(2n+2+k)
S(1,ḡ) が得られる．次

に ∂ΘXIIを評価する．L = 1 + |Dy|2, M = 1 + |Dη|2 とおき部分積分を行うと ∂ΘXIIを評
価するには ∫

eiyηLN 〈η〉−2NM ℓ〈y〉−2ℓ∂Θ1

X a(X + Y/
√
2)∂Θ2

X χc(ξ, η)dY

を評価すればよい．χc(ξ, η) 6= 0 なら 〈ξ + η/
√
2〉γ ≤ C〈η〉 に注意すると Θ = (α, β),

|Θ| ≤ k, |µ| ≤ 2N , ν ≤ 2ℓとして∣∣Dµ
y 〈η〉−2NDν

η〈y〉−2ℓ∂Θ1

X a(X + Y/
√
2)∂Θ2

X χc(ξ, η)
∣∣/〈ξ〉(|α|−|β|)/2

γ

≤ Ck〈y〉−2ℓ〈η〉−N+k/2|a|(2ℓ+2N+k)
S(1,ḡ)

が成立する．2ℓ > n, N − k/2 > nと選ぶと |∂ΘXII|/〈ξ〉(|α|−|β|)/2
γ ≤ C ′

k|a|
(3n+3+2k)
S(1,ḡ) が得

られる．c(x, ξ)に関する主張の証明も同様である．
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まず (op0(a)u, v) = (u, op1(ā)v) より op0(a)∗ = op1(ā) に注意する．L2 有界性の証
明では op0(a)と op0(a)∗ を同時に考えたいので 3n変数のシンボルを導入する．任意の
α ∈ Nn, (β0, β1) ∈ N2n に対して∣∣∂β0

x ∂β
1

x′ ∂
α
ξ a(x, ξ, x

′)
∣∣ ≤ C〈ξ〉m+|β0+β1|/2−|α|/2

γ (7.4.34)

を満たす a(x, ξ, x′) ∈ C∞(R3n) の全体を S̃m1/2 で表し |α| ≤ l, |β0|, |β1| ≤ l′ について
(7.4.34) が成立するような最小の C を |a|(m)

l,l′ で表すことにする．この a(x, ξ, x′)に対し
て擬微分作用素 Op(a)を振動積分

Op(a)u(x) = (2π)−n
∫
e−iyξa(x, ξ, x+ y)u(x+ y)dydξ, u ∈ S

で定義すると a(x, ξ) ∈ S(〈ξ〉mγ , ḡ) のとき Op(a(x, ξ)) = op0(a) であり，また
Op(a(x′, ξ)) = op0(a)∗ である．aj(x, ξ, x′) ∈ S̃

mj

1/2, j = 1, . . . , ν とすると定義から

Op(a1) · · · Op(aν)u(x) =
∫ ν∏

j=1

ei(z
j−1−zj)ξjaj(z

j−1, ξj , zj)u(zj)dzjdξj

である (z0 = x)．ここで x̃ν = (x1, . . . , xν), ξ̃
ν
= (ξ1, . . . , ξν) ∈ Rnν として

a(x0, ξ̃
ν
, x̃ν) =

ν∏
j=1

aj(x
j−1, ξj , xj) (7.4.35)

とおき yj = zj − zj−1 (j = 1, . . . , ν, z0 = x)と変数変換すると上の積分は∫
e−iỹ

ν ξ̃
ν

a(x, ξ1, x+ ȳ1, . . . , ξν , x+ ȳν)u(x+ ȳν)dỹνdξ̃
ν
, u ∈ S (7.4.36)

となる．ここで dỹνdξ̃
ν
= dy1dξ1 · · · dyνdξν , ỹν ξ̃

ν
= y1ξ1 + · · ·+ yνξν および

ȳ1 = y1, ȳ2 = y1 + y2, . . . , ȳν = y1 + · · ·+ yν

とおいた．さらに (7.4.36) で変数変換 x + ȳν = x′, ξj = ηj + ξν (j = 1, . . . , ν − 1),

ξν = ξ を行うと ỹν ξ̃
ν
= ỹν−1η̃ν−1 + (x′ − x)ξ に注意して

Op(a1) · · · Op(aν)u(x) =
∫
ei(x−x

′)ξk(a;x, ξ, x′)u(x′)dx′dξ,

k(a;x, ξ, x′) =

∫
e−iỹ

ν−1η̃ν−1

× a(x, ξ + η1, x+ ȳ1, . . . , ξ + ην−1, x+ ȳν−1, ξ, x′)dỹν−1dη̃ν−1
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を得る．したがって振動積分 k(a;x, ξ, x′)の評価が問題となる．aj(x, ξ, x′) ∈ S̃0
1/2 のと

き (7.4.35)の aが

∣∣a(α̃ν)

(β0,β̃
ν
)

∣∣ ≤ C〈ξ1〉|β
0|/2

γ

ν∏
j=1

〈ξj〉mj−|αj |/2
γ 〈ξj ; ξj+1〉|β

j |/2
γ , (ξν+1 = 0)

を満たすことは容易に確かめられる．ここで 〈ξj ; ξj+1〉γ = 〈ξj〉γ + 〈ξj+1〉γ で

a
(α̃ν)

(β0,β̃
ν
)
= a

(α1,...,αν)
(β0,β1,...,βν) = ∂α̃

ν

ξ̃
ν ∂β

0

x0 ∂
β̃
ν

x̃ν a = ∂α
1

ξ1 · · · ∂α
ν

ξν ∂
β0

x0 · · · ∂β
ν

xν a

とした．後に a
(α̃ν)

(β0,β̃
ν
)
をあらためて aとして考えるので最初から

∣∣a(α̃ν)

(β0,β̃
ν
)

∣∣ ≤ C〈ξ1〉m
′
0+|β0|/2

γ

ν∏
j=1

〈ξj〉mj−|αj |/2
γ 〈ξj ; ξj+1〉m

′
j+|βj |/2

γ (7.4.37)

を満たす aを考える．以下mj ≤ 0, m′
j ≥ 0とする．また |αj | ≤ l, 1 ≤ j ≤ ν, |βj | ≤ l′,

0 ≤ j ≤ ν に対して (7.4.37)が成立するような最小の C を |a|(m;m′)
l,l′ で表すことにする．

ここでm = (m1, . . . ,mν), m
′ = (m′

0, . . . ,m
′
ν)とした．k(a;x, ξ, x′)の評価について熊

ノ郷 ([19])にしたがって次の補題を証明しよう．

補題 7.4.2. a(x0, ξ̃ν , x̃ν)が (7.4.37)を満たすとき C = C(|m̄|, m̄′)が存在して∣∣k(a;x, ξ, x′)∣∣ ≤ Cν |a|(m;m′)
l,l′ 〈ξ〉m̄+m̄′

γ (7.4.38)

が成立する．ここで m̄ = m1+ · · ·+mν , m̄
′ = m′

0+m
′
1+ · · ·+m′

ν でまた l = 2[n/2+1],

l′ = 2[n+ |m̄|+ 1]である．

証明. n0 = l/2とおく．部分積分を行うと k(a;x, ξ, x′)は∫
e−iỹ

ν−1η̃ν−1
ν−1∏
j=1

(
1 + |Dηj |2n0〈ξ + ηj〉n0

γ

){ ν−1∏
j=1

(
1 + 〈ξ + ηj〉n0

γ |yj |2n0
)−1

}
×a(x, ξ + η1, . . . , x+ ȳν−1, ξ, x′)dỹν−1dη̃ν−1

と表される．2n0 > nより被積分項は ỹν−1 について可積分である．ηj に関する積分を実
行するために Rnηj を 3つの部分に分ける．

Ωj,1 = {ηj ; |ηj − ηj+1| ≤ c0〈ξ + ηj+1〉1/2γ },

Ωj,2 = {ηj ; c0〈ξ + ηj+1〉1/2γ ≤ |ηj − ηj+1| ≤ c0〈ξ + ηj+1〉γ},
Ωj,3 = {ηj ; |ηj − ηj+1| ≥ c0〈ξ + ηj+1〉γ}.

(7.4.39)

次に kj = kj(η
j , ηj+1)を

kj = 0 (ηj ∈ Ωj,1), kj = l′/2 (ηj ∈ Ωj,2 ∪ Ωj,3) (7.4.40)
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とおく．変数変換 ỹν−1 7→ (y1, y1 + y2, . . . , y1 + · · ·+ yν−1) = (ȳ1, . . . , ȳ
ν−1) = ˜̄y

ν−1 の
後に部分積分を行うと ỹν−1η̃ν−1 =

∑ν−1
j=1 ȳ

j(ηj − ηj+1) (ην = 0)に注意して

k(a;x, ξ, x′) =

∫
e−i

∑ν−1
j=1 ȳ

j(ηj−ηj+1)
( ν−1∏
j=1

|ηj − ηj+1|−2kj
)

×
ν−1∏
j=1

|Dȳj |2kjr(x, ξ, x′; η̃ν−1, ˜̄y
ν−1

)d˜̄y
ν−1

dη̃ν−1

を得る．ここで

r(x, ξ, x′; η̃ν−1, ˜̄y
ν−1

) =

ν−1∏
j=1

(
1 + |Dηj |2n0〈ξ + ηj〉n0

γ

)
×
{ ν−1∏
j=1

(
1 + 〈ξ + ηj〉n0

γ |ȳj − ȳj−1|2n0
)−1

}
a(x, ξ + η1, . . . , x+ ȳν−1, ξ, x′)

である (ȳ0 = 0)．微分を実行するとき Dηj は少なくとも 〈ξ + ηj〉−1/2
γ で減少する項を生

じ，他方 Dȳj によって生じる項は 〈ξ + ηj ; ξ + ηj+1〉1/2γ で評価されることに注意すると∫
(1 + 〈ξ + ηj〉n0

γ |ȳj − ȳj−1|2n0)−1dȳj ≤ C1〈ξ + ηj〉−n/2γ

であるから C2 = C2(l, l
′)が存在して∣∣k(a;x, ξ, x′)∣∣ ≤ Cν+1

2 |a|(m;m′)
l,l′ 〈ξ〉mν+m

′
ν

γ

∫
〈ξ + η1〉m

′
0

γ

×
{ ν−1∏
j=1

|ηj − ηj+1|−2kj 〈ξ + ηj〉mj−n/2
γ 〈ξ + ηj ; ξ + ηj+1〉m

′
j+kj

γ

}
dη̃ν−1

と評価される (ην = 0)．c0 > 0を 1− c0 ≥ 1/
√
2と選ぶと (7.1.15)より |ξ− η| < c0〈ξ〉γ

なら 〈ξ〉γ/2 ≤ 〈η〉γ ≤ 2〈ξ〉γ ゆえ

〈ξ + ηj+1〉γ/2 ≤ 〈ξ + ηj〉γ ≤ 2〈ξ + ηj+1〉γ on Ωj,1 ∪ Ωj,2 (7.4.41)

が成立する．一方 |〈ξ + ηj〉γ − 〈ξ + ηj+1〉γ | ≤
√
n |ηj − ηj+1| であるからこれより

C3 = c−1
0 +

√
nとして

〈ξ + ηj〉γ ≤ C3|ηj − ηj+1| on Ωj,3 (7.4.42)

が成立している．いま

Ij0 =

∫
〈ξ + η1〉m

′
0

γ

{ j0∏
j=1

|ηj − ηj+1|−2kj 〈ξ + ηj〉mj−n/2
γ

×〈ξ + ηj ; ξ + ηj+1〉m
′
j+kj

γ

}
dη1 · · · dηj0
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とおき m̄k =
∑k
j=1mk, m̄

′
k =

∑k
j=0m

′
j (1 ≤ k ≤ ν− 1)と表すとき C4 = C4(m̄, m̄

′) >

0が存在して

Ij0 ≤ Cj0+1
4 〈ξ + ηj0+1〉

m̄j0+m̄
′
j0

γ (j0 = 1, . . . , ν − 1, ην = 0) (7.4.43)

が成立することを示そう．j0 − 1について (7.4.43)が成り立つと仮定すると

Ij0 ≤ Cj04

{∫
Ωj0,1

+

∫
Ωj0,2

+

∫
Ωj0,3

}
|ηj0 − ηj0+1|−2kj0

×〈ξ + ηj0〉
m̄j0+m̄

′
j0−1−n/2

γ 〈ξ + ηj0 ; ξ + ηj0+1〉
m′

j0
+kj0

γ dηj0

なので (7.4.40)と (7.4.41), (7.4.42)より

Ij0 ≤ Cj04

[
3m̄

′
2|m̄|+n/2〈ξ + ηj0+1〉

m̄j0
+m̄′

j0
−n/2

γ

{∫
Ωj0,1

dηj0

+(3〈ξ + ηj0+1〉γ)l
′/2

∫
Ωj0,2

|ηj0 − ηj0+1|−l
′
dηj0

}
+Cm̄

′

3 (C3 + c−1
0 )m̄

′+l′/2

∫
Ωj0,3

|ηj0 − ηj0+1|−l
′/2+m̄′

j0dηj0
]

を得る．各項はそれぞれ ∫
Ωj0,1

dηj0 ≤ C5〈ξ + ηj0+1〉n/2γ ,∫
Ωj0,2

|ηj0 − ηj0+1|−l
′
dηj0 ≤ C ′

5〈ξ + ηj0+1〉−l
′/2+n/2

γ ,∫
Ωj0,3

|ηj0 − ηj0+1|−l
′/2+m̄′

j0dηj0 ≤ C ′′
5 〈ξ + ηj0+1〉

−l′/2+m̄′
j0

+n
γ

≤ C ′′
5 〈ξ + ηj0+1〉

m̄j0
+m̄′

j0
γ

と評価されるので C4 を

C4 ≥ 2|m̄|+n/23m̄
′
(C5 + 3l

′/2C ′
5) + Cm̄

′

3 (C3 + c−1
0 )m̄

′+l′/2C ′′
5

と選べば帰納法によって (7.4.43)が j0 について成り立つ．(7.4.38)は (7.4.43)から直ち
に従う．

命題 7.4.1. aj ∈ S̃0
1/2 とし a を (7.4.35) で定義する．このとき k(a;x, ξ, x′) ∈ S̃0

1/2 で
Op(a1)Op(a2) · · · Op(aν) = Op(k(a))である．さらに任意の l, l′ に対し C > 0が存在し

|k(a)|(0)l,l′ ≤ Cν
ν∏
j=1

|aj |(0)l0,l′0

が成立する．ここで l0 = l + 2[n/2 + 1], l′0 = l′ + 2[n+ l/2 + 1]である．
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証明. 評価の証明だけが残っている．

k(a)
(α)
(β,β′)(x, ξ, x

′) =

∫
e−iỹ

ν−1η̃ν−1

∂αξ ∂
β
x∂

β′

x′ a(x, ξ + η1, x+ ȳ1, . . . ,

ξ + ην−1, x+ ȳν−1, ξ, x′)dỹν−1dη̃ν−1 =
∑

j≤ν|α+β|

k(qj)

と書ける．ここで各 qj(x
0, ξ̃

ν
, x̃ν) は (7.4.37) で m̄ = −|α|/2, m̄′ = |β + β′|/2 (ν

によらないことに注意する) とした評価をもち |qj |(m;m′)
l,l′ ≤ |a|(0,0

′)
l0,l′0

である．ただし
l0 = |α|+ [n/2 + 1], l′0 = |β + β′|+ [n+ |α|/2 + 1]とした．したがって補題 7.4.2を適
用すると C = C(|α|, |β + β′|) > 0が存在して

|k(a)(α)(β,β′)(x, ξ, x
′)| ≤ ν|α+β|Cν |a|(0,0

′)
l0,l′0

〈ξ〉|β+β
′|/2−|α|/2

γ

が成立する．一方 |a|(0;0
′)

l,l′ ≤ Cl,l′
∏ν
j=1 |aj |

(0)
l,l′ は容易にわかるので ν|α+β| ≤ (2|α+β|)ν

に注意して結論を得る．

定理 7.4.1. a ∈ S(1, ḡ)とすると op(a)は L2 有界である．すなわち次元のみによる定数
C > 0と ℓ ∈ Nが存在して

‖op(a)u‖ ≤ C|a|(ℓ)S(1,ḡ)‖u‖, u ∈ S

が成立する．

証明. 補題 7.4.1 より p ∈ S(1, ḡ) があって op(a) = op0(p) と書け，p のセミノルム
は a のセミノルムで評価されるので op0(p) について定理を示せばよい．χ(x, ξ, x′) ∈
C∞

0 (|x| + |ξ| + |x′| < 1)を χ(0, 0, 0) = 1と選んで pϵ(x, ξ, x
′) = χ(ϵx, ϵξ, ϵx′)p(x, ξ)と

おく．このとき {pϵ}0<ϵ≤1 が S̃0
1/2 で有界なことは明らか．Pϵ = Op(pϵ)とおき

Qν =

ν︷ ︸︸ ︷
P ∗
ϵ Pϵ · · ·P ∗

ϵ Pϵ (ν = 2l, l = 1, 2, . . .)

に命題 7.4.1 を適用して Qν = Op(qν), qν ∈ S̃0
1/2 と書く．|x| + |ξ| + |x′| ≥ 2ϵ−1 な

ら |x + ȳν−1| + |ξ| + |x′| ≥ ϵ−1 または |x| + |ξ + η1| + |x + ȳ1| ≥ ϵ−1 であるから
qν(x, ξ, x

′) = 0である．K(x, x′) =
∫
ei(x−x

′)ξqν(x, ξ, x
′)dξ とおくと

(Qνu)(x) =

∫
K(x, x′)u(x′)dx′

である．Cϵ を {|ξ| ≤ 2ϵ−1} の体積とすると |K(x, x′)| ≤ Cϵ|qν |(0)0,0 であり |x| + |x′| ≥
2ϵ−1 ならK(x, x′) = 0でもあるから

‖Qνu‖ ≤ C2
ϵ |qν |

(0)
0,0‖u‖, u ∈ S



7.5 擬微分作用素の可逆性 107

が成り立つ．‖Qν‖ ≤ ‖P ∗
ϵ ‖ν/2‖Pϵ‖ν/2 ≤ ‖Pϵ‖ν は明らかである．‖Pϵu‖2 =

(P ∗
ϵ Pϵu, u) ≤ ‖P ∗

ϵ Pϵ‖‖u‖2 = ‖Q2‖‖u‖2．同様に ‖P ∗
ϵ Pϵu‖2 ≤ ‖Q4‖‖u‖2．これを繰り

返して ‖Pϵ‖ν ≤ ‖Qν‖ が得られる．したがって ‖Pϵ‖ν = ‖Qν‖ である．命題 7.4.1 によ
ると l1, l2 および ν によらない C > 0が存在して |qν |(0)0,0 ≤ Cν

(
|pϵ|(0)l1,l2

)ν が成り立つので
‖Pϵ‖ = ‖Qν‖1/ν ≤ C2/ν

ϵ C|pϵ|(0)l1,l2

である．ここで ν → ∞とすると ‖Pϵ‖ ≤ C|pϵ|(0)l1,l2 となる．limϵ→0 Pϵu = op0(p)uであ
るから ‖op0(p)‖ ≤ C|p|(0)l1,l2 ≤ C|p|(l1+l2)S(1,ḡ) が得られた．

7.5 擬微分作用素の可逆性
この節では命題 7.4.1を利用して次の定理をKumano-go ([20])にしたがって証明する．

定理 7.5.1. 正数 C > 0と l0 ∈ Nが存在して a(x, ξ) ∈ S(1, ḡ)が |a|(l
0)

S(1,ḡ) ≤ C−1 をみ
たすなら

b(x, ξ) =
∞∑
j=0

j︷ ︸︸ ︷
a# · · ·#a =

∞∑
j=0

a#j

は S(1, ḡ) で収束し (1 − a)#b = b#(1 − a) = 1 が成立する．さらに任意の l に対して
Cl, l

′ が存在し次が成り立つ．

|b|(l)S(1,ḡ) ≤ Cl|a|(l
′)

S(1,ḡ). (7.5.44)

証明. 補題 7.4.1より op(a) = op0(p)となる p ∈ S(1, ḡ)がある．p1, p2 ∈ S(1, ḡ)とする
とき振動積分

(p1 � p2)(x, ξ) = (2π)−n
∫
e−iyηp1(x, ξ + η)p2(x+ y, ξ)dydη (7.5.45)

で p1 � p2 を定義すると p1 � p2 ∈ S(1, ḡ)で op0(p1 � p2) = op0(p1)op
0(p2)であることは

命題 7.4.1から従う．補題 7.4.1 より
j︷ ︸︸ ︷

a# · · ·#a =

j︷ ︸︸ ︷
p � · · · � p であるから定理を証明する

には∑∞
j=0

j︷ ︸︸ ︷
p � · · · � p が S(1, ḡ)である q に収束し q と pが (7.5.44)の形の評価を満たす

ことを示せばよい．今 qν =

ν︷ ︸︸ ︷
p � · · · � pとすると命題 7.4.1より

qν+1(x, ξ) =

∫
e−iỹ

ν η̃ν
ν+1∏
j=1

p(x+ ȳj−1, ξ + ηj)dỹνdη̃ν (ȳ0 = 0, ην+1 = 0)
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で ν にはよらない C1 が存在して |qν+1(x, ξ)| ≤ Cν+1
1

(
|p|(0)

l01,l
0
2

)ν+1 が成り立つ．ここで

l01 = 2[n/2 + 1], l02 = 2[n + 1] である．これより C1|p|(0)l01,l02 < 1 なら∑∞
j=0

j︷ ︸︸ ︷
p � · · · � p =∑∞

j=0 p
⋄j が収束することは明らかである．q(α)ν+1(β) が収束することを証明したい．|α +

β| = 1のとき

q
(α)
ν+1(β) =

ν+1∑
k=1

k−1︷ ︸︸ ︷
p � · · · � p �p(α)(β) �

ν−k+1︷ ︸︸ ︷
p � · · · p

である．p(α)(β) ∈ S(〈ξ〉(|β|−|α|)/2
γ , ḡ) ⊂ S̃1/2

(|β|−|α|)/2 であり命題 7.4.1をそのままでは適
用できないので使える形に帰着させる．

補題 7.5.1. λ(ξ) = 〈ξ〉1/2γ とし，aj(x, ξ) ∈ S(1, ḡ), j = 1, . . . , ν とする．今 m ∈ Nと
すると

λm � a1 � · · · � aν � λ−m =

(ν+1)m∑
s=1

am,s,1 � · · · � am,s,ν ,

λ−m � a1 � · · · � aν � λm =

(ν+1)m∑
s′=1

a′m,s′,1 � · · · � a′m,s′,ν

と書ける．ここで am,s,j , a
′
m,s′,j ∈ S(1, ḡ) ⊂ S̃0

1/2 であり各 s, s′ について am,s,j , a
′
m,s′,j

のうち少なくとも max {ν − 2m, 0}個はもとの aj に等しい．さらに任意の l, l′ に対して
Cl,l′ , l1 = l1(l,m), l2 = l2(l

′,m)が存在し

|am,s,j |(0)l,l′ , |a′m,s′,j |
(0)
l,l′ ≤ Cl,l′ |aj |(0)l1,l2

が成り立つ．

証明. λ � aj − aj � λ = [λ, aj ]と書くと λ � a1 � · · · � aν � λ−1 は
ν∑
j=1

a1 � a2 · · · � aj−1 � [λ, aj ] � aj+1 � · · · � (aν � λ−1) + a1 � · · · � aν

と書ける．ここで [λ, aj ] ∈ S(1, ḡ) でそのセミノルムは aj のそれで評価される．実際
op0(aj) = op(ãj)とすると op0(λ) = op(λ)より λ � aj − aj � λ = λ#ãj − ãj#λである
が，(7.3.32)より λ#ãj − ãj#λ ∈ S(1, ḡ)でそのセミノルムは ãj のそれで，従って aj の
セミノルムで評価される．また aν � λ−1 = aν〈ξ〉−1/2

γ ∈ S(1, ḡ)のセミノルムが aν のそ
れで評価されることは自明ゆえm = 1のときは明らか．いまm− 1のとき成立するとす
ると

λm � a1 � · · · � aν � λ−m =

(ν+1)m−1∑
s=1

λ � am−1,s,1 � · · · � am−1,s,ν � λ−1
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と書ける．各項について上と同様に λ � am−1,s,1 � · · · � am−1,s,ν � λ−1 を
ν∑
j=1

am−1,s,1 � am−1,s,2 � · · · � am−1,s,j−1 � [λ, am−1,s,j ]

�am−1,s,j+1 � · · · � (am−1,s,ν � λ−1) + am−1,s,1 � · · · � am−1,s,ν

で置き換える．[λ, am−1,s,j ], am−1,s,ν � λ−1 ∈ S(1, ḡ)でそれらのセミノルムはそれぞれ
am−1,s,j , am−1,s,ν のセミノルムで評価され，am−1,s,j のセミノルムは帰納法の仮定より
aj のセミノルムで評価されている．したがって帰納法によりすべてのmについて成立す
る．他の場合の証明も同様である．

定理の証明に戻る：|β| = 1とする．

p⋄(k−1) � p(β) � p⋄(ν−k+1) = p⋄(k−1) � (p(β) � λ−1) � λ � p⋄(ν−k+1)

と書き λ � p⋄(ν−k+1) � λ−1 に補題 7.5.1 を使うと λ � p⋄(ν−k+1) =
∑ν−k+1
j=1 p1,j � · · · �

p1,ν−k+1 � λと書ける．a(x, ξ) � λ = a(x, ξ)〈ξ〉1/2γ であるから

qν+1(β) =

s0∑
s=0

(
ps,1 � · · · � ps,ν+1

)
〈ξ〉1/2γ , s0 =

ν+1∑
k=0

k ≤ (ν + 1)2

となる．ここで各 s について ps,j のうち少なくとも max {ν + 1− 3, 0} 個は p である．
q
(α)
ν+1 (|α| = 1)についても同様にして

q
(α)
ν+1 =

s0∑
s=0

(
p′s,1 � · · · � p′s,ν+1

)
〈ξ〉−1/2

γ

と書ける．一般の q
(α)
ν+1(β) についてはこの操作を繰り返すことによって |α| = l1, |β| = l2

のとき

q
(α)
ν+1(β) =

sα,β∑
k=1

(
pk,1 � · · · � pk,ν+1

)
〈ξ〉|β|/2−|α|/2

γ , sα,β ≤ (ν + 1)2(l1+l2)

と書ける．ここで pk,j ∈ S(1, ḡ) で各 k に対して pk,j のうちの少なくとも
max {ν + 1− 3(l1 + l2), 0} 個は p である．命題 7.4.1 を pk,1 � · · · � pk,ν+1 に適用
すると Cα,β , li = li(α, β)が存在して

∣∣(pk,1 � · · · � pk,ν+1)(x, ξ)
∣∣ ≤ Cν+1

1

ν+1∏
j=1

|pk,j |(0)l01,l02

≤ Cα,βC
ν+1
1

(
|p|(0)

l01,l
0
2

)ν+1−3|α+β|(|p|(0)l1,l2)3|α+β|, ν + 1 ≥ 3|α+ β|
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が成立する．従って |q(α)ν+1(β)(x, ξ)|は ν + 1 ≥ 3|α+ β|のとき

Cα,βC
ν+1
1 (ν + 1)2|α+β|

(
|p|(0)

l01,l
0
2

)ν+1−3|α+β|(|p|(0)l1,l2)3|α+β|〈ξ〉|β|/2−|α|/2
γ

で評価される．κ > 1 を 1 つ決めると supν(ν + 1)2|α+β|/κν+1 < +∞ ゆえ任意の l1, l2

に対して l′1, l
′
2, Cl1,l2 が存在し

|qν+1|(0)l1,l2 ≤ Cl1,l2
(
κC1

)ν+1(|p|(0)
l01,l

0
2

)ν+1−3(l1+l2)(|p|(0)l′1,l′2)3(l1+l2)
が成り立つ．いま C を C0 = κC1C

−1 < 1と選ぶと

|qν+1|(0)l1,l2 ≤ Cl1,l2
(
C|p|(0)

l01,l
0
2

)ν+1(|p|(0)l′1,l′2)3(l1+l2)Cν+1
0

となって |p|(0)
l01,l

0
2
< C−1 なら∑∞

ν=0 |qν |
(0)
l1,l2
は収束する．
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おわりに

V.Ivriiはさまざまな国際研究集会に招聘されるもなかなか出国 visaがおりず，ソ連邦
崩壊の 1990年頃になってやっと出国が可能になった．筆者は 1990年の 7月，ドイツの
アウグスブルグの近くの Irsee で開催された “25 Years of Microlocal Analysis” という
国際研究集会で初めて Ivrii氏に会った．もうその頃は彼の研究対象が双曲型の初期値問
題から離れてスペクトル理論に移っていたので基本行列が 0 でない実固有値を持たない
場合についていくつか質問をしたがあまり興味がない様子だった．ただ基本行列の由来
についてはとても興味深い話を聞くことができた．Ivrii によれば 1972 年当時彼は大学
院生で当時の数学科の院生たちの間ではサービスの酒瓶 (13 本空にすると 1 本のサービ
スがあった) で開く二次会を “Derivative” と呼び，この “Derivative” のある飲み会を
“Fundamental” な飲み会と呼んでいたという．これにちなんで 2次 “derivative” が 0で
ない (実際その場合にだけ実質的な意味がある)行列ということで “fundamental” 行列と
名づけたということだった．
「はじめに」でも述べたように本質的に 2 階の方程式に帰着される場合は [14, 15] で
Nash-Moser の陰関数定理を利用して発展作用素の作用素冪を用いる方法 (の改良版) が
適用できる形に帰着させることにより，また [30]では Fourier積分作用素を用いて作用素
を標準形に変換し，その標準形に対して擬微分作用素の weightを構成し weight付きエネ
ルギー評価を導くことによりこの予想は肯定的に解決された．[32]では基本行列が 0でな
い実の固有値をもつ点の幾何的特徴づけを与えこの幾何的特徴づけから出発して標準形に
よることなく weight付きエネルギー評価を得ている．これらとは少し方向の異なる証明
として [34] では時間変数も込めた時空間上における擬微分作用素の高次冪の合成則を基
に変換された主シンボルを複素変数にまで形式的に拡張したものを利用する方法を採用し
ている．
Ivrii の予想のうち未解決で残っていた 2階の方程式に帰着されない場合については最
近 [36] で最終的に解決された．そこでは方程式を対角行列を対称化行列にもつ一階の系
に帰着させその系に対して擬微分作用素の weight を利用するエネルギー法を採用して
いる．
実効的双曲型でない場合，特にすべての危点が非実効的双曲型である作用素–非実効的
双曲型作用素–についての初期値問題の研究の基本文献は [11], [5]である．非実効的双曲
型作用素に対する初期値問題のその後の研究については文献も込めて [35]が詳しい．
双曲型方程式の研究発展を概観するには [3]が優れている．個々の結果に興味があれば

1980年代までの線形双曲型方程式に関する主要な種々の結果を網羅したものとして [13]

がある．そこには 20近い未解決の問題が提示してあり，中には既に解決されたものもあ
るが依然未解決のものも多い．
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