
exp (Sκ
ρ,δ)型Gevrey 擬微分作用素について

1 Sρ,δ型Gevreyシンボルのalmost analytic exten-
sion

exp (Sκρ,δ)型のGevreyシンボルを持つ擬微分作用素の合成を簡潔に表現するには
シンボルなどを複素変数にまで拡張しておくのが便利である．そのために Sρ,δ 型
の Gevreyシンボルの almost analytic extensionを導入する．またこの複素変数
に拡張されたシンボルのクラスでの陰関数定理も準備する．

1.1 合成関数の評価のための補題
以下N = {1, 2, . . .}で自然数の全体を表し，N0 = {0}∪Nとする．最初に (global)
な Gevreyクラスを導入する．
定義 1.1. s > 1とし Ωを Rn の開集合とする．正数 A, C が存在し

|∂αx f(x)| ≤ CA|α||α|!s, x ∈ Ω, α ∈ Nn0

が成立する f(x) ∈ C∞(Ω)を s次の Gevrey関数といい，この様な関数の全体を
G(s)(Ω)で表す．G(s)

0 (Ω) = G(s)(Ω) ∩ C∞
0 (Ω)とおく．

この節ではGevreyクラスの評価をもつ関数の合成関数に関する評価に有用な
いくつかの補題を証明する．任意の 0 < δ ≤ 1に対して 0 < L ≤ 1を(

5 + 8

∞∑
j=0

1

(j + 1)2

)
L ≤ δ

が成立するように一つ選び s ≥ 1に対して

Γs(k) = L
k!s

ks+2
, k ∈ N0

とおく．ただしΓs(0) = Lと約束する．A1 > 0を正数とするときA2 ≥ 2s+2L−1A1

と選ぶと
A

|α|
1 |α|!s ≤ A

|α|
2 Γs(|α|), |α| ≥ 1

に注意する．したがって定義 1.1で |α|!s を Γs(|α|)で置き換えてもよい．
補題 1.1. 次が成立する．
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(i) 任意の p, q ∈ N0 に対して∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)
Γs(|α′|+ p+ 1)Γs(|α′′|+ q + 1) ≤ δ Γs(|α|+ p+ q + 1).

(ii) 任意の p ∈ N0 に対して∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)
Γs(|α′|+ p)Γs(|α′′|) ≤ δ Γs(|α|+ p).

Proof. (i)を示すには∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)
Γs(|α′|+ p+ 1)Γs(|α′′|+ q + 1)/Γs(|α|+ p+ q + 1)

= L

|α|∑
j=0

∑
|α′|=j

(
α

α′

)
(|α′|+ p)!s(|α′′|+ q)!s

(|α|+ p+ q)!s

{ |α|+ p+ q + 1

(|α′|+ p+ 1)(|α′′|+ q + 1)

}2

≤ L
|α|∑
j=0

(
|α|
j

)(
|α|+ p+ q

j + p

)−s{
1

j + p+ 1
+

1

|α| − j + q + 1

}2

≤ 2L

|α|∑
j=0

1

(j + 1)2
≤ δ

に注意すればよい．次に (ii)を示そう．まず Γs(p)Γs(|α|)/Γs(|α|+ p) ≤ 4Lより∑
α′+α′′=α

(
α

α′′

)
Γs(|α′|+ p)Γs(|α′′|)/Γs(|α|+ p)

≤ 5L+ L

|α|−1∑
j=1

∑
|α′′|=j

(
α

α′′

)
(|α′|+ p)!s(|α′′| − 1)!s

(|α|+ p− 1)!s
· (|α|+ p)2

(|α′|+ p)s+2|α′′|2

と評価される．さらにこれは

≤ 5L+ L

|α|−1∑
j=1

(
|α|
j

)(
|α|+ p− 1

j − 1

)−s{
1

j
+

1

|α| − j + p

}2
1

(|α| − j + p)s

≤ 5L+ L

|α|−1∑
j=1

(
|α|
j

)
1

|α| − j + p

(
|α|+ p− 1

j − 1

)−1 {
1

j
+

1

|α| − j

}2

≤ 5L+ L

|α|−1∑
j=1

{
1

j
+

1

|α| − j

}3

≤ 5L+ 8L

|α|−1∑
j=1

1

j2
≤ δ

と評価される．
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以下，一般にベクトル値関数 A(x) = (A1(x), . . . , Al(x))に対して Aα(x)は

Aα(x) = Aα1
1 (x) · · ·Aαl

l (x)), α ∈ Nl0

を表すものとする．
補題 1.2. V ⊂ RL は開集合で A(x) = (A1(x), . . . , AL(x)), Ai(x) > 0, x =
(x1, . . . , xL) ∈ U とする．fj(x) ∈ C∞(U), j = 1, 2が

|∂αx fj(x)| ≤ Cj(x)Aα(x)Γs(|α|), α ∈ NL0 , x ∈ U, j = 1, 2

を満たすとする．このとき

|∂αx (f1(x)f2(x))| ≤ C1(x)C2(x)A
α(x)Γs(|α|), α ∈ NL0 , x ∈ U

が成立する．
Proof. Leibnizの公式と補題 1.1から容易に従う．
補題 1.3. U ⊂ RL, V ⊂ RN を開集合とする．A(x) = (A1(x), . . . , AL(x)),
Ai(x) > 0, x = (x1, . . . , xL) ∈ U , B(y) = (B1(y), . . . , BN (y)), Bi(y) > 0,
y = (y1, . . . , yN ) ∈ V とし fj(x) ∈ C∞(U), j = 1, . . . , N と u(y) ∈ C∞(V )は
x ∈ U のとき f(x) = (f1(x), . . . , fN (x)) ∈ V でさらに

|∂αx fj(x)| ≤ Cj(x)Aα(x)Γs(|α| − 1), |α| ≥ 1, α ∈ NL0 , x ∈ U, 1 ≤ j ≤ N,

|∂αy u(y)| ≤ C(y)Bα(y)Γs(|α| − 1), |α| ≥ 1, α ∈ NN0 , y ∈ V

を満たすとする．いま d(x, y)を

d(x, y) =

N∑
j=1

Cj(x)Bj(y)

とおくと u(f(x)) に対して |γ| ≥ 1のとき x ∈ U で

|∂γxu(f(x))| ≤ C(f(x))2|γ|d(x, f(x))(1 + d(x, f(x)))|γ|−1Aγ(x)Γs(|γ| − 1)

が成り立つ．
Proof. Yk を Yk = ∂/∂xk +

∑N
i=1(∂fi(x)/∂xk)∂/∂yi, k = 1, . . . , L とする．ま

た I = (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . , n}p に対し |I| = pと書き Y I = Yi1 · · ·Yip および
AI(x) = Ai1(x) · · ·Aip(x)と書くことにする. pに関する帰納法で

|∂αx ∂βz Y Iu(y)| ≤
|I|∑
j=1

CIα,j(x, y)d(x, y)
jAα(x)Bβ(y)Γs(|β|+ j − 1),

CIα,j(x, y) ≤ C(y)2|I|AI(x)Γs(|α|+ |I| − j), I ∈ {1, . . . , n}p
(1.1)
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を満たす CIα,j(x, y)の存在することを示そう．ei で第 i成分が 1の RL の単位ベ
クトルを表すことにすると∣∣∂αx ∂βz Yku(y)∣∣ ≤∑

i

∣∣∣∂α+ekx fi(x)∂
β+ei
z u(y)

∣∣∣
≤

∑
i

Ci(x)A
α+ek(x)Γs(|α+ ek| − 1)C(y)Bβ+ei(y)Γs(|β + ei| − 1)

= C(y)Γs(|α|)Ak(x)
(∑

i

Ci(x)Bi(y)
)
Aα(x)Bβ(y)Γs(|β|)

が成り立つので p = 1, I = (k) のとき CIα,j(x, y) = C(y)AI(x)Γs(|α| + 1 − j)
と選べばよい．(1.1) が p ∈ N で成り立っているとする．I = (i1, . . . , ip, k) ∈
{1, . . . , n}p+1, J = (i1, . . . , ip)として

∂αx ∂
β
z YkY

Ju(y) =

N∑
i=1

∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)
∂α

′+ek
x fi(x)∂

α′′

x ∂β+eiz Y Ju(y)

+∂α+ekx ∂βz Y
Ju(y)

を考えよう．帰納法の仮定から∣∣∂αx ∂βz YkY Ju(y)∣∣ ≤ ∑
i,α′+α′′=α

(
α

α′

)
Ci(x)A

α′+ek(x)Γs(|α′|)

×
p∑
j=1

CJα′′,j(x, y)d(x, y)
jAα

′′
(x)Bβ+ei(y)Γs(|β + ei|+ j − 1)

+

p∑
j=1

CJα+ek,j(x, y)A
ek(x)d(x, y)jAα(x)Bβ(y)Γs(|β|+ j − 1)

と評価される．右辺はさらに∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)(∑
i

Ci(x)Bi(y)
)
Aα

′+ek(x)Γs(|α′|)

×
p+1∑
j=2

CJα′′,j−1(x, y)d
j−1(x, y)Aα

′′
(x)Bβ(y)Γs(|β|+ j − 1)

+

p∑
j=1

CJα+ek,j(x, y)A
ek(x)dj(x, z)Aα(x)Bβ(y)Γs(|β|+ j − 1)

≤
p+1∑
j=1

(∑
α′

(
α

α′

)
Aek(x)Γs(|α′|)CJα′′,j−1(x, y) + CJα+ek,j(x, y)A

ek(x)
)

×Aα(x)Bβ(z)dj(x, y)Γs(|β|+ j − 1)
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と評価される．従って CIα,j(x, y)として

CIα,j(x, y) =
∑

α′+α′′=α

(
α

α′

)
Ak(x)Γs(|α′|)CJα′′,j−1(x, y)

+CJα+ek,j(x, y)Ak(x)

とおき補題 1.1を利用すると

CIα,j(x, y) ≤ 2|J|
∑(

α

α′

)
Ak(x)Γs(|α′|)C(y)AJ(x)Γs(|α′′|+ p− j + 1)

+C(y)2|J|AkA
J(x)Γs(|α|+ p+ 1− j) ≤ C(y)2|I|AI(x)Γs(|α|+ p+ 1− j)

となって (1.1)が p + 1のときも成立する．以上より (1.1)がが示された．いま
γ = (γ1, . . . , γL) ∈ NL0 に対して I = (i1, . . . , i|γ|) ∈ {1, . . . , n}|γ| を γj ̸= 0なる j
について j (1 ≤ j ≤ n)が丁度 γj 個あらわれるように選ぶと

∂γxu(f(x)) = (Y Iu(y))y=f(x)

であるから (1.1)において α = 0, β = 0と選ぶと

∣∣∂γxu(f(x))∣∣ = ∣∣(Y Iu(y))y=f(x)∣∣ ≤ |γ|∑
j=1

CI0,j(x, f(x))d(x, f(x))
jΓs(j − 1)

≤ C(f(x))d(x, f(x))2|γ|Aγ(x)
|γ|∑
j=1

d(x, f(x))j−1Γs(|γ| − j)Γs(j − 1)

≤ C(f(x))2|γ|d(x, f(x))(1 + d(x, f(x)))|γ|−1Aγ(x)

|γ|∑
j=1

Γs(|γ| − j)Γs(j − 1)

≤ C(f(x))2|γ|d(x, f(x))
(
1 + d(x, f(x))

)|γ|−1
Aγ(x)Γs(|γ| − 1)

となって望む結果を得る．
系 1.1. 補題 1.3でCj(x) = Cj > 0, C(y) = C > 0およびB(y) = (B1, . . . , BN ) ∈
RN とすると d =

∑N
j=1 CjBj として

|∂γxu(f(x))| ≤ C2|γ|(1 + d)|γ|Aγ(x)Γs(|γ| − 1), |γ| ≥ 1

が成り立つ．
補題 1.4. U ⊂ RL, V ⊂ RN を開集合とする．Ai(x) = (Ai1(x), . . . , AiL(x)),
Aij(x) > 0, i = 1, 2, D(x) = (D1(x), . . . , DN (x)), Dj(x) > 0, x = (x1, . . . , xL) ∈
U とし fj(x) ∈ C∞(U), j = 1, . . . , N と F (x, y) ∈ C∞(U × V )は x ∈ U のとき
f(x) = (f1(x), . . . , fN (x)) ∈ V でさらに次を満たすとする．

|∂αx fj(x)| ≤ Cj(x)Aα1 (x)Γs(|α| − 1), |α| ≥ 1, x ∈ U, j = 1, . . . , N,∣∣F (γ)
(α) (x, f(x))

∣∣ ≤ C(x)Aα2 (x)Dγ(x)Γs(|α|+ |γ| − 1), |α|+ |γ| ≥ 1, x ∈ U.
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ただしここで F
(γ)
(α) (x, y) = ∂αx ∂

γ
yF (x, y)である．いま

d(x) =

N∑
j=1

Cj(x)Dj(x) +

L∑
j=1

A2j(x)A
−1
1j (x) (1.2)

とおくとき d(x) ≤ 1なら 1 ≤ |α+ µ|+ |γ|に対して∣∣∂µxF (γ)
(α) (x, f(x))

∣∣ ≤ C(x)Aα2 (x)Dγ(x)Aµ1 (x)Γs(|α+ µ|+ |γ| − 1) (1.3)

が成立する．一般に∣∣∂µxF (γ)
(α) (x, f(x))

∣∣ ≤ C(x)Aα2 (x)Dγ(x)(1 + d(x))|µ|Aµ1 (x)Γs(|α+ µ|+ |γ| − 1)

が成立する．
Proof. |µ|に関する帰納法で示そう．|µ| = 0のときは主張は仮定から明らかであ
る．|µ| ≤ k, 1 ≤ |α+µ|+ |γ|に対し (1.3)が成立しているとする．|e| = 1, e ∈ NL0
として

∂µx∂
e
xF

(γ)
(α) (x, f(x))

=

N∑
j=1

∑(
µ

µ′

)
∂µ

′

x F
(γ+ej)

(α) ∂µ
′′

x ∂exfj(x) + ∂µxF
(γ)
(α+e)(x, f(x))

を考えよう．いま |µ| = kとすると仮定から

|∂µx∂exF
(γ)
(α) (x, f(x))| ≤

∑
j

∑(
µ

µ′

)
C(x)Aα2 (x)D

γ+ej (x)Aµ
′

1 (x)Cj(x)A
µ′′+e
1 (x)

×Γs(|α+ µ′|+ |γ|)Γs(|µ′′|) + C(x)Aα+e2 (x)Dγ(x)Aµ1 (x)Γs(|α+ µ|+ γ|)

と評価しさらに補題 1.1を利用して∑(
µ

µ′

)
C(x)

(∑
j

Cj(x)Dj(x)
)
Aα2 (x)D

γ(x)Aµ+e1 (x)Γs(|α+ µ′|+ |γ|)Γs(|µ′′|)

+C(x)Aα+e2 (x)Dγ(x)Aµ1 (x)Γs(|α+ µ|+ |γ|)

≤ C(x)
(∑
j

Cj(x)Dj(x)
)
Aα2 (x)D

γ(x)Aµ+e1 (x)Γs(|α+ µ|+ |γ|)

+C(x)Aα+e2 (x)Dγ(x)Aµ1 (x)Γs(|α+ µ|+ |γ|)

=
(∑

j

Cj(x)Dj(x) +Ae2(x)A
−e
1 (x)

)
C(x)Aα2 (x)D

γ(x)Aµ+e1 (x)

×Γs(|α+ µ+ e|+ |γ| − 1)

≤ d(x)C(x)Aα2 (x)Dγ(x)Aµ+e1 (x)× Γs(|α+ µ+ e|+ |γ| − 1)

と評価すると (1.2)より (1.3)が |µ| = k + 1に対して成立する．d(x)が一般のと
きは A1 を (1 + d(x))A1 として議論すればよい．
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系 1.2. U ⊂ RL, V ⊂ RN , W ⊂ RK を開集合とし A(x) = (A1(x), . . . , AL(x)),
Aj(x) > 0, x = (x1, . . . , xL) ∈ U また B1(x, y) = (B11(x, y), . . . , B1L(x, y)),
B2(x, y) = (B21(x, y), . . . , B2N (x, y)), Bkj(x, y) > 0, y = (y1, . . . , yN ) ∈ V ,
D(x, y) = (D1(x, y), . . . , DK(x, y)), Dj(x, y) > 0 で fj(x) ∈ C∞(U), j =
1, . . . ,K と F (x, y, z) ∈ C∞(U × V × W ) は f(x) = (f1(x), . . . , fK(x)) ∈ W
(x ∈ U)でさらに次を満たすとする．∣∣∂αx fj(x)∣∣ ≤ Cj(x)Aα(x)Γs(|α| − 1), |α| ≥ 1, x ∈ U, j = 1, . . . ,K,∣∣F (γ)

(α,β)(x, y, f(x))
∣∣ ≤ C(x, y)Bα1 (x, y)Bβ2 (x, y)

×Dγ(x, y)Γs(|α|+ |β|+ |γ| − 1), |α|+ |β|+ |γ| ≥ 1, x ∈ U.

ただしここで F
(γ)
(α,β)(x, y, z) = ∂αx ∂

β
y ∂

γ
zF (x, y, z)である．いま

d(x, y) =

K∑
j=1

Cj(x)Dj(x, y) +

N∑
j=1

B1j(x, y)A
−1
j (x)

とおくとき d(x, y) ≤ 1なら |µ+ α|+ |β|+ |γ| ≥ 1に対して∣∣∂µxF (γ)
(α,β)(x, y, f(x))

∣∣ ≤ C(x, y)Aµ1 (x)Bα1 (x, y)Bβ2 (x, y)
×Dγ(x, y)Γs(|µ+ α|+ |β|+ |γ| − 1)

が成立する．一般に∣∣∂µxF (γ)
(α,β)(x, y, f(x))

∣∣ ≤ C(x, y)(1 + d(x, y))|µ|Aµ1 (x)B
α
1 (x, y)

×Bβ2 (x, y)Dγ(x, y)Γs(|µ+ α|+ |β|+ |γ| − 1)

が成り立つ．
Proof. yをパラメーターとして F(0,β)(x, y, z)に補題 1.4を適用すればよい．

1.2 Sρ,δ型の Gevrey シンボル
パラメーターM ≥ 1を含む Smρ,δ タイプの Gevrey シンボルをmetric

g(y, η) = ⟨ξ⟩2δM |y|2 + ⟨ξ⟩
−2ρ
M |η|2, ⟨ξ⟩M = (M2 + |ξ|2)1/2

を用いて定義する．
定義 1.2. m = m(ξ)を正値関数とする．M に依らないある正数 C > 0, A > 0
が存在して任意の α, β ∈ Nn0 に対して

|∂βx∂αξ p(x, ξ;M)| ≤ CA|α+β||α+ β|!sm(ξ)⟨ξ⟩−ρ|α|+δ|β|M

を満たす p(x, ξ;M) ∈ C∞(Rn × Rn)の全体を S(s)(m, g)と表す．第 1.1節で注
意したように C,Aを取り替えることによって |α+ β|!sを Γs(|α+ β|)に置き換え
てよい．
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以下記号を簡略化するためシンボル p(x, ξ;M), p(x, ξ, y;M)などではM を省
略する．
補題 1.5. pi(x, ξ) ∈ S(s)(mi, g), i = 1, 2とするとき p1p2 ∈ S(s)(m1m2, g)．
Proof. 補題 1.2から明らか．
補題 1.6. Ωを C ∼= R2の開集合とし f(z) ∈ G(s)(Ω)とする．p(x, ξ) ∈ S(s)(1, g)
は p(x, ξ) ∈ Ω, (x, ξ) ∈ Rn×Rnを満たすとする．このとき f(p(x, ξ)) ∈ S(s)(1, g)
である．
Proof. 系 1.1から明らか．
補題 1.7. f ∈ S(s)(⟨ξ⟩κM , g), κ > 0 とし ωαβ = e−f∂βx∂

α
ξ e

f とおく．このとき
Ai > 0, C > 0が存在して次が成立する．∣∣∂νx∂µξ ωαβ ∣∣ ≤ CA|ν+µ|

1 A
|α+β|
2 ⟨ξ⟩δ|β+ν|−ρ|α+µ|M

×
|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|−j)M (|µ+ ν|+ j)!s, α, β, µ, ν ∈ Nn0 .
(1.4)

Proof. f ∈ S(s)(⟨ξ⟩κM , g)より∣∣∂νx∂µξ f ∣∣ ≤ C0A
|µ+ν|
0 |µ+ ν|!s⟨ξ⟩κ+δ|ν|−ρ|µ|M

が成り立っている．|α + β| = 0なら ωαβ = 1ゆえ (1.4)は任意の µ, ν ∈ Nn0 につ
いて成立する．いま (1.4)が |α+ β| ≤ ℓ, ∀µ, ∀ν ∈ Nn0 に対して成立すると仮定す
る．|e+ e′| = 1 (e, e′ ∈ Nn0 )としよう．∂αx ∂βξ f = f

(β)
(α) と書くことにすると(

ωα+eβ+e′)
(µ)
(ν) =

(
ωαβ

)(e+µ)
(e′+ν)

+
(
f
(e)
(e′)ω

α
β

)(µ)
(ν)

であるから |α+ β| = ℓとして∣∣(ωα+eβ+e′

)(µ)
(ν)

∣∣ ≤ CA|µ+ν|+1
1 A

|α+β|
2 ⟨ξ⟩δ|β+ν+e

′|−ρ|α+µ+e|
M

×
|α+β|+1∑
j=1

⟨ξ⟩κ(|α+β|+1−j)
M (|µ+ ν|+ j)!s

+C0C
∑(

ν

ν′

)(
µ

µ′

)
A

|µ′+ν′|+1
0 ⟨ξ⟩κ+δ|ν

′+e′|−ρ|µ′+e|
M |µ′ + ν′|!s

×A|µ′′+ν′′|
1 A

|α+β|
2 ⟨ξ⟩δ|β+ν

′′|−ρ|α+µ′′|
M

×
|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|−j)M (|µ′′ + ν′′|+ j)!s
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と評価される．右辺第 2項は

C0CA
|α+β|
2

|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|+1−j)
M ⟨ξ⟩δ|β+ν+e

′|−ρ|α+µ+e|
M

×
∑(

ν

ν′

)(
µ

µ′

)
A

|µ′+ν′|+1
0 |µ′ + ν′|!sA|µ′′+ν′′|

1 (|µ′′ + ν′′|+ j)!s

≤ C0CA
|α+β|
2 ⟨ξ⟩δ|β+ν+e

′|−ρ|α+µ−e|
M

×
|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|+1−j)
M

A0

A1 −A0
A

|µ+ν|+1
1 (|µ+ ν|+ j)!s

と評価される．ここで∑(
ν

ν′

)(
µ

µ′

)
A

|µ′+ν′|+1
0 |µ′ + ν′|!sA|µ′′+ν′′|

1 (|µ′′ + ν′′|+ j)!s

= A0A
|µ+ν|
1

|µ+ν|∑
p=0

(
A0/A1)

p

(
|µ+ ν|
p

)(
|µ+ ν|+ j

p+ j

)−s

(|µ+ ν|+ j)!s

≤ A0A
|µ+ν|
1 (|µ+ ν|+ j)!s

∞∑
p=0

(
A0/A1)

p

を用いた．したがって A1 と A2 を
C0A0A1

(A1 −A0)A2
+
A1

A2
≤ 1

が成立するように選ぶと∣∣(ωα+eβ+e′

)(µ)
(ν)

∣∣ ≤ CA|µ+ν|
1 A

|α+β|+1
2 ⟨ξ⟩δ|β+ν+e

′|−ρ|α+µ+e|
M

×
|α+β|+1∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|+1−j)
M (|µ+ ν|+ j)!s

となり (1.4)が |α+ β| ≤ ℓ+ 1, ∀µ, ∀ν ∈ Nn0 に対して成立することが従う．
系 1.3. f ∈ S(s)(⟨ξ⟩κM , g)とする．A > 0, C > 0, C ′ > 0が存在して次の評価が成
り立つ．

|∂βx∂αξ ef | ≤ CefA|α+β|⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M

|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|−j)M j!s

≤ C ′A|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M efes⟨ξ⟩
κ/s
M .

従って特に ef(x,ξ) ∈ S(s)(e
c⟨ξ⟩κM , g) (c > 0)である．
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Proof. 最初の不等式は (1.4)で µ = ν = 0とすれば直ちに得られる．次に任意の
N ∈ Nに対して ⟨ξ⟩κNM ≤ N !ses⟨ξ⟩

κ/s
M (s > 0)が成立するので s > 1によらない

C > 0があって

e−s⟨ξ⟩
κ/s
M

|α+β|∑
j=0

⟨ξ⟩κ(|α+β|−j)M j!s ≤
|α+β|∑
j=0

(|α+ β| − j)!sj!s ≤ C|α+ β|!s

が従う．これより 2番目の不等式が従うので efes⟨ξ⟩
κ/s
M ≤ ec⟨ξ⟩κM (c > 0)に注意す

ればよい．

1.3 Sρ,δ型Gevreyシンボルの almost analytic extension

さて
gσ(y, η) = sup

(ỹ,η̃)

|⟨η, ỹ⟩ − ⟨y, η̃⟩|2

g(ỹ, η̃)
= ⟨ξ⟩2ρM |y|

2 + ⟨ξ⟩−2δ
M |η|2

とおく．gσ(y, η) = ⟨ξ⟩2ρ−2δ
M g(y, η)ゆえ supy,η g(y, η)/g

σ(y, η) = ⟨ξ⟩−2ρ+2δ
M であ

る．κを
0 < κ < ρ− δ

なる正数とし
Eκ ={(x, y, ξ, η) ∈ R4n | gσ(y, η) < ⟨ξ⟩2κM }

= {(x+ iy, ξ + iη) ∈ C2n | ⟨ξ⟩2ρM |y|
2 + ⟨ξ⟩−2δ

M |η|2 < ⟨ξ⟩2κM },
Ēκ ={(x, ξ, η) ∈ R3n | gσ(0, η) < ⟨ξ⟩2κM }

= {(x, ξ + iη) ∈ Rn × Cn | x, ξ ∈ Rn, |η| < ⟨ξ⟩κ+δM },

¯
Eκ ={(x, y, ξ) ∈ R3n | gσ(y, 0) < ⟨ξ⟩2κM }

= {(x+ iy, ξ) ∈ Cn × Rn | x, ξ ∈ Rn, |y| < ⟨ξ⟩κ−ρM }

とおく．したがって (x, y, ξ, η) ∈ Eκ のとき |η| < ⟨ξ⟩κ+δM , |y| < ⟨ξ⟩κ−ρM である．
定義 1.3. ある C > 0, A > 0があって任意の α, β ∈ N0

2n に対して

|∂βx,y∂αξ,ηa(x, y, ξ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m−ρ|α|+δ|β|
M , (x, y, ξ, η) ∈ Eκ

を満たす a(x, y, ξ, η) ∈ C∞(Eκ) の全体を S(s)(⟨ξ⟩mM ;Eκ) と表す．同様にして
S(s)(⟨ξ⟩mM ; Ēκ)をC > 0, A > 0が存在して任意の (x, ξ, η) ∈ Ēκ，任意の α ∈ Nn0 ,
β ∈ N2n に対して

|∂βx∂αξ,ηa(x, ξ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m−ρ|α|+δ|β|
M , (x, ξ, η) ∈ Ēκ

を満たす a(x, ξ, η) ∈ C∞(Ēκ)の全体として定義する．S(s)(⟨ξ⟩mM ;
¯
Eκ)も同様に

|∂βx,y∂αξ,ηa(x, y, ξ)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m−ρ|α|+δ|β|
M , (x, y, ξ) ∈

¯
Eκ

を満たす a(x, y, ξ) ∈ C∞(
¯
Eκ)の全体とする．
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任意の (x, ξ) ∈ R2nに対し (x, 0, ξ, 0) ∈ Eκであるからa(x, y, ξ, η) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM ;Eκ)
なら a(x, 0, ξ, 0) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)である．

Smρ,δ シンボルの almost analytic extensionを定義しよう．χ(t) ∈ G(s)
0 (R)を

|t| ≤ 1では 1で |t| ≥ 2では 0とし
χ(x) = χ(x1)χ(x2) · · ·χ(xn)

とおく．次に
dj = dj(B) = Bjs−1, j ≥ 1, d0 = 1

とおき dβ = (dβ1
, . . . , dβn

), β ∈ Nn0 とする．B > 0は後で決める．また
ϵ̄ = ρ− δ − κ > 0 (1.5)

とおく．補題 1.3より C > 0, A > 0があって任意の b > 0に対して

|∂αξ χ(b⟨ξ⟩−ϵ̄M )| ≤ CA|α||α|!s⟨ξ⟩−|α|
M , α ∈ Nn0

が成立する．
定義 1.4. ρ − δ > κ > 0とする．このとき p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)の (x, ξ)に関
する almost analytic extension p̃(z, ζ) = p̃(x+ iy, ξ + iη)を

p̃(z, ζ) =
∑
α,β

1

α!β!
p
(α)
(β)(x, ξ)(iy)

β(iη)αχ(dβ⟨ξ⟩−ϵ̄M )χ(dα⟨ξ⟩−ϵ̄M ) (1.6)

で定義する．p̃(x+ iy, ξ + iη)を p̃(x, y, ξ, η)とも書く．p̃(x, y, ξ, 0) = p̃(x, y, ξ) =
p̃(z, ξ)および p̃(x, 0, ξ, η) = p̃(x, ξ, η) = p̃(x, ζ)でそれぞれ xおよび ξ に関する
almost analytic extension を定義する．κ を明示する必要があるときは almost
analytic extension (κ)ということにする．
勿論 p̃(z, ζ)は (z, ζ)が実のときは p(x, ξ)に一致する．すなわち

p̃(x, 0, ξ, 0) = p(x, ξ) (1.7)

である．また p(x, ξ) が ξ の多項式ならばある M0 があって M ≥ M0 ならば
p̃(x, ξ + iη) = p(x, ξ + iη)であることも定義から明らかである．
命題 1.1. p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)とする．このとき B を適当に選ぶと

p̃(z, ζ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM ;Eκ) (1.8)

である．さらに正数 c > 0が存在して

∂̄zj p̃(z, ζ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m+δ
M e−c⟨ξ⟩

ϵ̄/(s−1)
M ;Eκ) (1.9)

∂̄ζj p̃(z, ζ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−ρ
M e−c⟨ξ⟩

ϵ̄/(s−1)
M ;Eκ) (1.10)

∂ξj p̃(z, ζ)− ∂̃ξjp(z, ζ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−ρ
M e−c⟨ξ⟩

ϵ̄/(s−1)
M ;Eκ) (1.11)

が成立する．ここで ∂̄zj = (∂xj
+ i∂yj )/2, ∂̄ζj = (∂ξj + i∂ηj )/2である．
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系 1.4. p̃(x+iy, ξ+iη)を p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)の almost analytic extention (κ)

とする．またY (x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρM , g), H(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δM , g)で |Y | < ⟨ξ⟩κ−ρM ,

|H| < ⟨ξ⟩κ+δM とする．このとき p̃(x+Y (x, ξ), ξ+H(x, ξ)) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)である．
Proof. Y = Y1 + iY2, H = H1 + iH2 と実部と虚部に分けて書き補題 1.3を f =
(x+ Y1, Y2, ξ +H1,H2), u = p̃(x, y, ξ, η)として適用する．このとき Cj = ⟨ξ⟩−δM ,

1 ≤ j ≤ n, Cj = ⟨ξ⟩κ−ρM , n + 1 ≤ j ≤ 2n, Cj = ⟨ξ⟩ρM , 2n + 1 ≤ j ≤ 3n,

Cj = ⟨ξ⟩κ+δM , 3n + 1 ≤ j ≤ 4n および A = (⟨ξ⟩δM , . . . , ⟨ξ⟩δM , ⟨ξ⟩
−ρ
M , . . . , ⟨ξ⟩−ρM ),

B = (⟨ξ⟩δM , . . . , ⟨ξ⟩δM , ⟨ξ⟩δM , . . . , ⟨ξ⟩δM , ⟨ξ⟩
−ρ
M , . . . , ⟨ξ⟩−ρM , ⟨ξ⟩−ρM , . . . , ⟨ξ⟩−ρM )と選びま

た命題 1.1より C = ⟨ξ⟩mM と選ぶと補題 1.3の仮定が満たされる．このとき

d(x, ξ, f(x, ξ)) = 2n(1 + ⟨ξ⟩κ−ρ+δM ) ≤ 2n(1 +M−(ρ−δ−κ))

は有界であるから補題 1.3より結論を得る．
条件 (1.7), (1.8), (1.9), (1.10)を満たす p̃(z, ζ) ∈ C∞(Eκ)が一意的でないこ

とは明らかである．しかし
命題 1.2. p̃(z, ζ) ∈ C∞(Eκ)を条件 (1.7), (1.8), (1.9), (1.10)を満たす p(x, ξ) ∈
S(s)(⟨ξ⟩mM , g)の拡張とし Y ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρM , g), H ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δM , g), |Y | < ⟨ξ⟩κ−ρM ,

|H| < ⟨ξ⟩κ+δM とする．このとき任意のN ∈ Nに対して

p̃(x+ Y, ξ +H)−
∑

|α+β|<N

1

α!β!
∂βx∂

α
ξ p(x, ξ)Y

βHα

はS(s)(⟨ξ⟩m−Nϵ̄
M , g)に属する．特に p̃i(z, ζ) ∈ C∞(Eκ)を (1.7), (1.8), (1.9), (1.10)

を満たす p(x, ξ)の 2つの拡張とするとき任意の k ∈ Nについて

p̃1(x+ Y, ξ +H)− p̃2(x+ Y, ξ +H) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−k
M , g)

が成立する．
Proof. Taylor展開より

p̃(x+ Y, ξ +H)−
∑

|α+β|<N

1

α!β!
∂βz ∂

α
ζ p̃(x, ξ)Y

βHα

= N
∑

|α+β|=N

Y βHα

α!β!

∫ 1

0

(1− θ)N∂βz ∂αζ p̃(x+ θY, ξ + θH)dθ

(1.12)

である．系 1.4の証明を繰り返すと右辺は S(s)(⟨ξ⟩m−Nϵ̄
M , g)に属すことが従う．一

方 ∂z = ∂x − ∂̄z, ∂ζ = ∂ξ − ∂̄ζ と (1.9)および (1.10)より任意のN1 ∈ Nに対し

∂βz ∂
α
ζ p̃(x, ξ)− ∂βx∂αξ p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−N1

M , g)

であるからこれより結論が従う．
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命題 1.3. 0 < κ1 < κ < ρ− δとする．p̃(z, ζ), ṽ(z, ζ)および w̃(z, ζ)をそれぞれ
p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g), u(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ1−ρ

M , g)および v(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ1+δ
M , g)

の almost analytic extension (κ)とすると p̃(ũ(z, ζ), ṽ(z, ζ)) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM ;Eκ)で
(1.10), (1.11)が成立する．
Proof. 最初の主張を示すには κ1 − ρ+ δ < 0に注意して補題 1.3を適用すればよ
い．次に

∂̄zj p̃(ũ, ṽ) = ∇xp̃ · ∂̄zj ũ+∇ξp̃ · ∂̄zj ṽ − i∂̄z p̃ · ∂̄zj Imũ− i∂̄ζ p̃ · ∂̄zj Imṽ

に注意すると補題 1.2より上式右辺は S(s)(⟨ξ⟩
m+δ−(ρ−δ−κ1)
M e−c⟨ξ⟩

ϵ̄/(s−1)
M ;Eκ)であ

る．∂̄ζj p̃(ũ, ṽ)についても同様である．
系 1.5. p(x, y, ξ, η) ∈ C∞(R4n)は

|∂βx,y∂αξ,ηp(x, y, ξ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M , α, β ∈ Nn

を満たすとする．このとき p(x, y, ξ, η)の (x, ξ)に関する almost analytic extension

p̃(z, y, ζ, η), z = x+ ix̂, ζ = ξ + iξ̂ を

p̃(z, y, ζ, η) =
∑
α,β

1

α!β!
p
(α)
(β)(x, y, ξ, η)(ix̂)

β(iξ̂)αχ(dβ⟨ξ⟩−ϵ̄M )χ(dα⟨ξ⟩−ϵ̄M )

で定義すると，次が成立する．
|∂βx,y,x̂∂

α
ξ,η,ξ̂

p̃(z, y, ζ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M ,

|∂βx,y,x̂∂
α
ξ,η,ξ̂

∂̄zj p̃(z, y, ζ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!se−c⟨ξ⟩
−ϵ̄/(s−1)
M ⟨ξ⟩m+δ+δ|β|−ρ|α|

M ,

|∂βx,y,x̂∂
α
ξ,η,ξ̂

∂̄ζj p̃(z, y, ζ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!se−c⟨ξ⟩
−ϵ̄/(s−1)
M ⟨ξ⟩m−ρ+δ|β|−ρ|α|

M .

Proof. ∂µy ∂
ν
ηp(x, y, ξ, η)に命題 1.1 (の証明中の評価)を適用する．

命題 1.1の証明： (x, y, ξ, η) ∈ Eκ に対して∣∣∂βx∂αξ ∂νy∂µη p̃(x+ iy, ξ + iη)
∣∣ ≤ ∣∣∣∑

α̃,β̃

∑
ν≤β̃,λ≤α̃

i|µ+ν|

(β̃ − ν)!(α̃− µ)!
(iy)β̃−ν(iη)α̃−µ

×
∑
α′

(
α

α′

)
p
(α̃+α′)

(β̃+β)
(x, ξ)∂α−α

′

ξ

(
χ(dβ̃⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )χ(dα̃⟨ξ⟩−ϵ̄M )

)∣∣∣
=

∣∣∣∑
β̃,α̃

i|µ+ν|

β̃!α̃!
(iy)β̃(iη)α̃

∑
α′

(
α

α′

)
p
(α̃+µ+α′)

(β̃+ν+β)
(x, ξ)

×∂α−α
′

ξ

(
χ(dβ̃+ν⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )χ(dα̃+µ⟨ξ⟩−ϵ̄M )

)∣∣∣
である．ところで χ(dβ̃+ν⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )χ(dα̃+µ⟨ξ⟩−ϵ̄M ) ̸= 0ならば

1 ≤ (2−1dβ̃+ν⟨ξ⟩
−ϵ̄
M )−β̃ , 1 ≤ (2−1dα̃+µ⟨ξ⟩−ϵ̄M )−α̃
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であり (x, y, ξ, η) ∈ Eκ から |y| ≤ ⟨ξ⟩κ−ρM , |η| ≤ ⟨ξ⟩κ+δM であるから上式の右辺は

C
∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
⟨ξ⟩(κ−ρ)|β̃|M ⟨ξ⟩(κ+δ)|α̃|M

∑
α′

(
α

α′

)
A|α̃+µ+β̃+ν+α′+β|

×|α̃+ µ+ β̃ + ν + α′ + β|!s|α− α′|!s⟨ξ⟩m+δ|β̃+ν+β|−ρ|α̃+µ+α|
M

×A|α−α′|
1 (2−1dβ̃+ν⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )−β̃(2−1dα̃+µ⟨ξ⟩−ϵ̄M )−α̃

で評価される．従ってさらに∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
2|β̃+α̃|

∑
α′

(
α

α′

)
A|α̃+µ+β̃+ν+α′+β||α̃+ µ+ β̃ + ν + α′ + β|!s

×|α− α′|!s⟨ξ⟩m+δ|β+ν|−ρ|α+µ|
M d−β̃

β̃+ν
d−α̃α̃+µA

|α−α′|
1

で評価される．ここで∑
α′+α′′=α

(
α

α′

)
A|α′|A

|α′′|
1 (|α′|+ ℓ)!s(|α′′|+m)!s

≤ A

A−A1
A|α|(|α|+ ℓ+m)!s

を利用すると ℓ = |α̃+ µ+ β̃ + ν + β|, m = 0と選んで
A

A−A1

∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
2|β̃+α̃|⟨ξ⟩m+δ|β+ν|−ρ|α+µ|

M d−β̃
β̃+ν

d−α̃α̃+µ

×A|α̃+µ+β̃+ν+α+β||α̃+ µ+ β̃ + ν + α+ β|!s

で評価される．ここで適当に cを選ぶと
|α̃+ µ+ β̃ + ν + α+ β|! ≤ c|α̃+µ+β̃+ν+α+β||α̃|!|β̃|!|µ+ ν + α+ β|!

が成り立つことに注意する．さらに dβ̃
β̃+ν
≥ B|β̃|β̃!s−1, dα̃α̃+µ ≥ B|α̃|α̃!s−1に注意

すると B = B(A)を適当に選ぶとある C1 > 0があって∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
(2csA)|β̃+α̃||β̃|!s|α̃|!sd−β̃

β̃+ν
d−α̃α̃+µ < C1 (1.13)

が任意の ν, µ ∈ Nn0 について成立する．従って p̃(z, ζ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM ;Eκ)が示され
た．次の主張に移る．まず

∂̄ζj p̃(x+ iy, ξ + iη) =
∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
p
(α̃+ej)

(β̃)
(x, ξ)(iy)β̃(iη)α̃χ(dβ̃⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )

×
[
χ(dα̃⟨ξ⟩−ϵ̄M )− χ(dα̃+ej ⟨ξ⟩−ϵ̄M )

]
+
∑
β̃,α̃

1

β̃!α̃!
p
(α̃)

(β̃)
(x, ξ)(iy)β̃(iη)α̃∂

ej
ξ

[
χ(dα̃⟨ξ⟩−ϵ̄M )χ(dβ̃⟨ξ⟩

−ϵ̄
M )

] (1.14)
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に注意する．(1.14)の右辺第 1項を考察しよう．
∂βx∂

α
ξ ∂

ν
y∂

µ
η ∂̄ζj p̃(x+ iy, ξ + iη)

=
∑
β̃,α̃

∑
α′

(
α

α′

)
i|µ+ν|

β̃!α̃!
p
(α̃+µ+α′+ej)

(β̃+ν+β)
(x, ξ)(iy)β̃(iη)α̃∂α−α

′

ξ χ(dβ̃+ν⟨ξ⟩
−ϵ̄
M )

×
[
χ(dα̃+µ⟨ξ⟩−ϵ̄M )− χ(dα̃+µ+ej ⟨ξ⟩−ϵ̄M )

]
=

∑
α̃j≤N

· · ·+
∑
α̃j>N

· · ·

と和を分けて書こう．ここで ξに依存してN = N(ξ)を

2N + 1 ≤
(
⟨ξ⟩ϵ̄M/B

)1/(s−1)
(1.15)

なる最大のN ∈ Nとして選ぶと d2N+1⟨ξ⟩−ϵ̄M ≤ 1が成り立つ．また µj ≤ α̃j ≤ N
に対して

dα̃j+µj+1⟨ξ⟩−ϵ̄M ≤ d2N+1⟨ξ⟩−ϵ̄M ≤ 1

であるから
χ(dα̃j+µj ⟨ξ⟩−ϵ̄M )− χ(dα̃j+µj+1⟨ξ⟩−ϵ̄M ) = 0

が従う．従って α̃j ≤ N に関する和は 0である．次に∑
α̃j>N

の項を調べよう．
∂βx∂

α
ξ ∂

ν
y∂

µ
η p̃(x+ iy, ξ+ iη)の評価で用いた議論を繰り返すとA1, A,Bによらない

c1 > 0が存在して∑
α̃j>N

は
∑
α̃j>N

∑(
α

α′

)
1

β̃!α̃!
⟨ξ⟩m+δ|β+ν|−ρ|α+µ+ej |

M A|α̃+µ+α′+β̃+ν+β+ej |

×|α̃+ µ+ α′ + β̃ + ν + β + ej |!s|α− α′|!s

×A|α−α′|
1 2|β̃+α̃|d−β̃

β̃+ν
d−α̃α̃+µ

≤ CA|α+β+µ+ν|+1|α+ β + µ+ ν + ej |!⟨ξ⟩
m+δ|β+ν|−ρ|α+λ+ej |
M

×
∑

α̃j>N,β̃

(c1A)
|β̃+α̃||β̃|!s−1|α̃|!s−1

dβ̃
β̃+ν

dα̃α̃+µ

と評価される．右辺の最後の部分を評価しよう．α̃ = (α̃j , α̃
′), µ = (µj , µ

′)と書
くと c2 = 2s−1c1 として (1.13)の評価 (α̃j = 0)を利用すると B = B(A)を適当
に選んで ∑

α̃j>N,β̃

(c1A)
|β̃+α̃||β̃|!s−1|α̃|!s−1

dβ̃
β̃+ν

dα̃α̃+µ

≤
∑
α̃j>N

(c2A)
α̃j α̃j !

s−1

d
α̃j

α̃j+µj

×
∑
α̃′,β̃

(c2A)
|β̃+α̃′||β̃|!s−1|α̃′|!s−1

dβ̃
β̃+ν

dα̃
′

α̃′+µ′

≤ C2

∑
j>N

(c2A)
jj(s−1)j

djj+µj

= C2

∑
j>N

(c2A)
jj(s−1)j

Bj(j + µj)(s−1)j
≤ C2

∑
j>N

(c2A
B

)j
≤ BC2

B − c2A

(c2A
B

)N
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を得る．さらにBは c2A/B ≤ e−1をみたすとする．(1.15)より ⟨ξ⟩ϵ̄M/B ≤ (2N+

3)s−1 ゆえ c3 > 0があってN ≥ c3⟨ξ⟩ϵ̄/(s−1)
M が成り立つから(c2A

B

)N
≤ Ce−c3⟨ξ⟩

−ϵ̄/(s−1)
M

を得る．(1.14)の右辺第 2項は d2N+1⟨ξ⟩−ϵ̄M ≤ 1のとき

χ′(dβ̃i+νi
⟨ξ⟩−ϵ̄M ) = 0, νi ≤ β̃i ≤ N,

χ′(dα̃i+µi⟨ξ⟩−ϵ̄M ) = 0, µi ≤ α̃i ≤ N

に注意すれば∑
α̃j>N

の評価と同様にして評価できる．従って (1.9)が示された．
(1.10)の証明も同様である．(1.11)を示すには ∂ξj p̃(z, ζ)− ∂̃ξjp(z, ζ)が∑

α,β

1

β!α!
p
(α)
(β)(x, ξ)(iy)

β(iη)α∂ξj
[
χ(dα⟨ξ⟩−ϵ̄M )χ(dβ⟨ξ⟩−ϵ̄M )

]
に等しいので (1.14)の右辺第 2項の評価と同じである．

1.4 Sρ,δ型Gevreyクラスでの陰関数定理
Gevreyクラスにおける陰関数定理について考察する．fj(x, ξ, y), δ < ℓ < ρ は

|∂βx,y∂αξ fj(x, ξ, y)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩ℓ+δ|β|−ρ|α|M

を満たすとする．
ℓ = κ+ δ, κ > 0

とおき κ < κ′ < ρ − δ なる κ′ を一つ選んで f̃ j(x, ζ, y) = f̃j(x, ξ + iη, y) を
fj(x, ξ, y) の ξ に関する almost analytic extension (κ′) とすると (x, ζ) ∈ Ēκ′ ,
y ∈ Rn に対し∣∣∂βx,y∂αξ,η f̃j(x, ζ, y)∣∣ ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩ℓ+δ|β|−ρ|α|M (1.16)

が成立する．これを定義 1.3の記法を流用して f̃j ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓM ; Ēκ′ ×Rn)とも書
くことにする．

F (x, ζ, y) = (f̃1(x, ζ, y), . . . , f̃n(x, ζ, y)), ζ = ξ + iη

とおく．
命題 1.4. 次の条件を満たす Ξ(x, ζ, y)が一意に存在する．

Ξ(x, ζ, y)− ζ ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓM ; Ēκ × Rn),
Ξ(x, ζ, y) =iF (x,Ξ(x, ζ, y), y) + ζ, (x, ζ, y) ∈ Ēκ × Rn,

∂̄ζjΞ(x, ζ, y) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−2ϵ̄
M e−c⟨ξ⟩

(ρ−δ−κ′)/(s−1)
M ; Ēκ × Rn), c > 0.

(1.17)

16



Proof. 最初に一意性を確かめる．Ξi(x, ζ, y) (i = 1, 2)は (1.17)を満たすとする．
このとき |∇ξ,ηF (x, ζ, y)| ≤ C⟨ξ⟩ℓ−ρM ≤ CM−(ℓ−δ) より

|Ξ1 − Ξ2| ≤ |F (x,Ξ1, y)− F (x,Ξ2, y)| ≤ CM−(ℓ−ρ)|Ξ1 − Ξ2|

ゆえM が大のとき Ξ1 = Ξ2が従う．ζ = ξ + iη, ζ̂ = ξ̂ + iη̂として F (x, ζ + ζ̂, y)
を考察する．(1.16)より C > 0 が存在して

|F (x, ζ, y)| < C⟨ξ⟩κ+δM , (x, ζ, y) ∈ Ēκ × Rn (1.18)

が成立している．(x, ζ) ∈ Ēκ とし

|ζ̂| = |ξ̂ + iη̂| < ⟨ξ⟩κ+δM (1.19)

とすると ⟨ξ⟩−ρM |ξ̂| ≤ ⟨ξ⟩−(ρ−δ−κ)
M ≤ M−ϵ̄ であるからM を十分大にするとM に

よらない C があって

C−1⟨ξ⟩M ≤ ⟨ξ + ξ̂⟩M ≤ C⟨ξ⟩M

が成り立つ．(1.19)より

|η + η̂| < 2⟨ξ⟩κ+δM ≤ C ′⟨ξ + ξ̂⟩κ+δM ≤ C ′M−(κ′−κ)⟨ξ + ξ̂⟩κ
′+δ
M

(1.20)

であるから M を大に選ぶと |η + η̂| < ⟨ξ + ξ̂⟩κ′

M で (x, ζ + ζ̂) ∈ Ēκ′ となり
F (x, ζ + ζ̂, y)が定義される．従って |ζ̂| < ⟨ξ⟩κ+δM , (x, ζ, y) ∈ Ēκ × Rn のとき∣∣∇ξ,η,ξ̂,η̂F (x, ζ + ζ̂, y)

∣∣ ≤ C⟨ξ + ξ̂⟩κ+δ−ρM ≤ CM−ϵ̄ (1.21)

が成立する．さて (1.17)を解こう．Ξ(x, ζ, y) = ζ +G(x, ζ, y)とおくと (1.17)は

G(x, ζ, y) = iF (x, ζ +G(x, y, ζ), y)

に帰着される．G[0] = 0から始めて G[m](x, ζ, y)を

G[m+1](x, ζ, y) = iF (x, ζ +G[m](x, ζ, y), y)

で定義する．上で確かめたように |G[m](x, ζ, y)| < ⟨ξ⟩κ+δM で (x, ζ, y) ∈ Ēκ × Rn
のとき (x, ζ +G[m](x, ζ, y)) ∈ Ēκ′ で∣∣G[m+1](x, ζ, y)

∣∣ < C⟨ξ⟩κ+δM

が成り立つ．(1.21)より∣∣G[m+1](x, ζ, y)−G[m](x, ζ, y)
∣∣ ≤ CM−ϵ̄∣∣G[m](x, ζ, y)−G[m−1](x, ζ, y)

∣∣
が成り立つのでM が大のとき G[m](x, ζ, y)はある G(x, ζ, y) ∈ C0(Ēκ × Rn)に
収束する．ここで G(x, ζ, y)は

G(x, ζ, y) = iF (x, y, ζ +G(x, ζ, y)), |G(x, ζ, y)| ≤ C⟨ξ⟩κ+δM (1.22)
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を満たす．陰関数定理の標準的な証明を繰り返せば G(x, ζ, y) ∈ C∞(Ēκ × Rn)
であることは容易に分かる．次に Gj(x, ζ, y) ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓM ; Ēκ × Rn)を証明しよ
う．まず ∂βx,y∂

α
ξ,ηG

[m]
j (x, ζ, y) を評価する．任意の (x, ζ, y) ∈ Ēκ × Rn および

|ζ̂| < ⟨ξ⟩κ+δM , |α+ β + γ| ≥ 1に対して

|∂βx,y∂αξ,η∂
γ

ξ̂,η̂
Fj(x, ζ + ζ̂, y)|

≤ C2A
|α+β+γ|
2 ⟨ξ⟩κ+δ+δ|β|−ρ|α+γ|M Γs(|α+ β + γ| − 1)

が成り立つ．いま 1 ≤ j ≤ n, |α+ β| ≥ 1に対して

|∂βx,y∂αξ,ηG
[m−1]
j (x, ζ, y)| ≤ C1A

|α+β|
1 ⟨ξ⟩κ+δM ⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M Γs(|α+ β| − 1) (1.23)

が成立していると仮定する．補題 1.4で x ← (x, y, ζ), y ← ζ̂, fj = Gj(x, ζ, y),

F (x, y, ζ, ζ̂)← Fj(x, ζ + ζ̂, y)および

Cj = C1⟨ξ⟩κ+δM , 1 ≤ j ≤ 2n, C = C2⟨ξ⟩κ+δM ,

A1 ← A1(⟨ξ⟩δM , . . . , ⟨ξ⟩δM , ⟨ξ⟩
−ρ
M , . . . , ⟨ξ⟩−ρM ), 0 < A1 ∈ R,

A2 ← A2(⟨ξ⟩δM , . . . , ⟨ξ⟩δM , ⟨ξ⟩
−ρ
M , . . . , ⟨ξ⟩−ρM ), 0 < A2 ∈ R,

D = (⟨ξ⟩−ρM , . . . , ⟨ξ⟩−ρM )

として適用する．A2A
−1
1 ≪ 1および C2 ≤ C1 と仮定してよいからこのときM

が大ならば
2n∑
j=1

CjDj +

4n∑
j=1

A2jA
−1
ij = 2nC1⟨ξ⟩κ+δ−ρM + 4nA2A

−1
1

≤ 2n(C1M
−ϵ̄ + 2A2A

−1
1 ) ≤ 1

が成立するので補題 1.4より |α+ β| ≥ 1に対して∣∣∂βx,y∂αξ,ηFj(x, ζ +G[m−1](x, ζ, y), y)
∣∣

≤ C2A
|α+β|
1 ⟨ξ⟩κ+δM ⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M Γs(|α+ β| − 1)

が成り立つ．従って ∂βx,y∂
α
ξ,ηG

[m]
j (x, y, ζ)が (1.23)を満たすことがわかる．m→∞

として望む結論を得る．
最後に ∂βx,y∂

α
ξ,η∂̄ζjΞ(x, ζ, y)を評価する．まず Ξ(x, ζ, y) = ζ +G(x, ζ, y)であ

るから |∂βx,y∂αξ,ηζ| ≤ 1, |α+ β| = 1, ∂βx,y∂
α
ξ,ηζ = 0, |α+ β| ≥ 2, ℓ ≤ ρより

∂βx,y∂
α
ξ,ηΞ(x, ζ, y) ∈S(s)(⟨ξ⟩

ρ−ρ|α|+δ|β|
M ; Ēκ × Rn), |α+ β| ≥ 1,

∇ξΞ(x, ζ, y)− I ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓ−ρM ; Ēκ × Rn)
(1.24)

に注意する．次に

0 = ∂̄ζjζ = ∂̄ζj (Ξ− iF (x,Ξ, y)) = ∂̄ζjΞ− i(∇ξF ) ∂̄ζjΞ− (∂̄ΞF ) ∂̄ζj ImΞ
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であるからこれより (I − i∇ξF ) ∂̄ζjΞ = (∂̄ΞF ) ∂̄ζj ImΞが従い次を得る．

∂̄ζjΞ = (I − i∇ξF )−1(∂̄ΞF ) ∂̄ζj ImΞ. (1.25)

命題 1.1と (1.24)に注意して補題 1.4を適用すると d(x, y, ζ)は有界であるから∣∣∂βx,y∂αξ,η∂̄ΞF (x,Ξ, y)∣∣ ≤ C⟨ξ⟩ℓ−ρM A|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M e−c(ρ−δ−κ
′)/(s−1),∣∣∂βx,y∂αξ,η∇ξF (x,Ξ, y)∣∣ ≤ C⟨ξ⟩ℓ−ρM A|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M ,

が成立する．また ∂̄ζj ImΞ = ∂̄ζj ImGj と Gj(x, ζ, y) ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓM ; Ēκ × Rn)より

∂̄ζj ImΞ ∈ S(s)(⟨ξ⟩ℓ−ρM ; Ēκ × Rn)

が従う．∇ξF ∈ S(s)(⟨ξ⟩−ϵ̄M ; Ēκ×Rn)より g(x, ζ, y) = det(I − i∇ξF )とおくと補
題 1.2 から g = 1 + r, r ∈ S(s)(⟨ξ⟩−ϵ̄M ; Ēκ × Rn)である．ゆえにM0 があって

|g(x, ζ, y)| ≥ 1/2, M ≥M0, g(x, ζ, y) ∈ S(s)(1; Ēκ × Rn)

が成り立ち系 1.1より g(x, ζ, y)−1 ∈ S(s)(1; Ēκ × Rn)で再び補題 1.2より

(I − i∇ξF )−1 ∈ S(s)(1; Ēκ × Rn)

を得る．以上のことと (1.25)および補題 1.2より結論を得る．

次に fj(x, ξ, η) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−ℓ
′

M , g), ρ > ℓ′ > δは

|∂βx∂αξ,ηfj(x, ξ, η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩ℓ+δ|β|−ρ|α|M

を満たすとする．
−ℓ′ = κ− ρ, κ > 0

とおき以前と同様に κ < κ′ < ρ − δ となるなる κ′ > 0を一つ選び f̃j(z, ξ, η) =

f̃j(x+ iy, ξ, η)を fj(x, ξ, η)の xに関する almost analytic extension (κ′)とする．
したがって

f̃j(z, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−ℓ
′

M ;
¯
Eκ × Rn)

である．
F (z, ξ, η) = (f̃1(z, ξ, η), . . . , f̃n(z, ξ, η)), z = x+ iy

とおき方程式X + iF (X, ξ, η) = zを考えよう
命題 1.5. 次の条件を満たすX(z, ξ, η)が一意に存在する．

X(z, ξ, η)− z ∈ S(s)(⟨ξ⟩−ℓ
′

M ;
¯
Eκ × Rn),

X(z, ξ, η) + iF (X(z, ξ, η), ξ, η) = z, (z, ξ, η) ∈
¯
Eκ × Rn,

∂̄zjX ∈ S(s)(⟨ξ⟩−2ϵ̄
M e−c⟨ξ⟩

−(ρ−δ−κ′)/(s−1)
M ;

¯
Eκ × Rn), c > 0.

Proof. 命題 1.4の証明に倣えばよい．
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2 exp (Sκρ,δ) 型Gevrey擬微分作用素
ここではϕ(x, ξ)がSκρ,δ型のGevreyシンボルのときop0(eϕ(x,ξ))op(p)op1(e−ϕ(x,ξ))
がどのような作用素であるかを調べる．

2.1 Sρ,δ型のGevrey擬微分作用素
最初に振動積分を考えるために次のシンボルのクラスを導入しよう．
定義 2.1. m = m(ξ)は正値関数で 0 ≤ δ < 1, 1 < sとする．任意の β ∈ Nn0 に
対して C > 0, A > 0が存在して

|∂αx,y∂
β
ξ a(x, ξ, y)| ≤ CA

|α||α|!s
(
|α|δs/(1−δ) + ⟨ξ⟩δM

)|α|
m(ξ), α ∈ Nn0

の成立する a(x, ξ, y) ∈ C∞(R3n)の全体を A(s)(m)で表すとする．
いまm(ξ)と 1 < sは

m(ξ) ≤ ec⟨ξ⟩
κ̃
M (c > 0), κ̃s < 1− δ (2.26)

を満たすとする．このとき a(x, ξ, y) ∈ A(s)(m)に対して

Op(a)u(x) = (2π)−n
∫
ei(x−y)ξa(x, η, y)u(y)dydη

= (2π)−n
∫
e−iyηa(x, η, y + x)u(y + x)dydη, u(x) ∈ Gs(Rn)

(2.27)

は振動積分として well-definedであることをみておく．χ(t) ∈ Gs0(Rn)は
χ(t) = 1 for |t| ≤ 1/4, χ(t) = 0 for |t| ≥ 1/2 (2.28)

を満たすとし χϵ(y) = χ(ϵy), χϵ(η) = χ(ϵη) とおく．また ρ(t) ∈ C∞(Rn) を
ρ(t) = 0, |t| ≤ 1/2, ρ(t) = 1, |t| ≥ 1とし ρM (η) = ρ(M−1η)とおく．

lim
ϵ→0

∫
e−iyηχϵ(y)χϵ(η)ρM (η)a(x, η, y + x)u(y + x)dydη

が存在し χの選び方によらないことを確かめる．⟨η⟩−2N ⟨Dy⟩2Ne−iyη = e−iyη お
よび ⟨y⟩−2ℓ⟨Dη⟩2ℓe−iyη = e−iyη より部分積分によって上の積分は∫

e−iyη⟨Dy⟩2N ⟨η⟩−2N ⟨Dη⟩2ℓ⟨y⟩−2ℓχϵ(y)χϵ(η)ρM (η)a(x, η, y + x)u(y + x)dydη

に等しい．ρM (η) ̸= 0のとき ⟨η⟩M ≤ 3⟨η⟩に注意して補題 1.2より被積分関数は
ϵ > 0に一様に

CℓA
2NN2Ns(Nsδ/(1−δ) + ⟨η⟩δM )2N ⟨y⟩−2ℓ⟨η⟩−2Nec⟨η⟩

κ̃
M

≤ Cℓ
( rANs

⟨η⟩1−δ
)2N(Nsδ/(1−δ)

r⟨η⟩δ
+

3δ

r

)2N

ec⟨η⟩
κ̃
M
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で評価される．r > 0を (1/rA)δ/(1−δ) + 3δ/r ≤ 1と選び N = N(η) を Ns ≤
⟨η⟩1−δ/(reA)を満たす最大のN として選ぶと右辺は c′ > 0が存在し

Cℓe
−2Nec⟨η⟩

κ̃
M ≤ Cℓe−c

′⟨η⟩(1−δ)/s

ec⟨η⟩
κ̃
M (2.29)

と評価される．κ̃ < (1− δ)/sであったから被積分関数は C⟨y⟩−2ℓe−c
′′⟨η⟩(1−δ)/s で

評価される．ϵ → 0のとき |α| ≥ 1なら ∂αy,ηχϵ → 0であるから Lebesgueの優収
束定理より積分は χによらない∫

e−iyη⟨Dy⟩2NM ⟨η⟩−2N
M ⟨Dη⟩2ℓ⟨y⟩−2ℓρM (η)a(x, η, y + x)u(y + x)dydη (2.30)

に収束する．残りの

lim
ϵ→0

∫
e−iyηχϵ(y)(1− ρM (η))a(x, η, y + x)dydη

=

∫
e−iyη⟨Dη⟩2ℓ⟨y⟩−2ℓ(1− ρM (η))a(x, η, y + x)dydη

は容易である．次にシンボル a(x, ξ) ∈ S(s)(m, g) に対し 0 ≤ t ≤ 1 として
ã(x, ξ, y) = a(ty + (1− t)x, ξ) ∈ A(s)(m)とおき opt(a)を

opt(a)u(x) = Op(ã)u(x) (2.31)

で定義する．
定義 2.2. 特に op1/2(a)は aのWyle量子化と呼ばれる．op1/2(a) = op(a)のよ
うに 1/2を省略して書くことにする．

2.2 exp (Sκ
ρ,δ) 型Gevrey擬微分作用素の合成則

ϕ(x, ξ)は実数値で，ある 0 < κ ≤ κ̃ < 1について{
ϕ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ̃M , g),

∇xϕ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δM , g), ∇ξϕ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρM , g)
(2.32)

を満たすと仮定する．ここで s > 1と 0 < κ̃ < 1は

κ̃ < (ρ− δ)/s (2.33)

を満たすものとする．したがって特に (ρ− δ)/s > κである．p ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)と
するとき eϕpをシンボルとする作用素

opt(eϕp)u = (2π)−n
∫
ei(x−y)ξ+ϕ(ty+(1−t)x,ξ)p(ty + (1− t)x, ξ)u(y)dydξ

を考えよう．ここで 0 ≤ t ≤ 1である．このとき

(op0(eϕ)u, v) = (u, op1(eϕ)v)
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が成り立つ．以下 almost analytic extension とは
κ < κ′ < (ρ− δ)/s (2.34)

なる κ′を一つ選び (1.6)で κを κ′として定義した almost analytic extension (κ′)
を意味するものとする．
定理 2.1. ϕ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ̃M , g)は実数値で (2.32), (2.33)を満たすとしp ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)
とする．このとき

op0(eϕ)op(p)op1(e−ϕ) = op(q) + op(r)

が成立する．ここで q ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g) であり r は任意の k ∈ N に対し r ∈
S(sd2)(⟨ξ⟩−kM , g)である．ここで d = (1 + ρ− δ)/(1− δ)である．さらに

q(x, ξ) = J(x, ξ)p̃(x− i∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ)), ξ + i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ))) +R(x, ξ)

と書ける．ここで R(x, ξ) ∈ S(sd)(⟨ξ⟩
m−(ρ−δ)
M , g) で p̃(z, ζ) および ϕ̃(x, ζ) (z =

x + iy, ζ = ξ + iη)はそれぞれ p(x, ξ)および ϕ(x, ξ)の (x, ξ)および ξ に関する
almost analytic extension (κ′)で Eκ′ および

¯
Eκ′ で定義されている．Ξ(x, ξ)は

Ξ(x, ξ)− i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ)) = ξ, Ξ(x, ξ)− ξ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δM , g) (2.35)

の一意解で J(x, ξ) = det
(
∂Ξ(x, ξ)/∂ξ

) である．
定理 2.1 の q の表現が任意の N に対し S(s)(⟨ξ⟩m−ϵ̄N

M , g) を modulo にして
almost analytic extensionによらないことをみておこう．命題 1.2の証明より

∇xϕ̃(x,Ξ)−
∑

|α|<N

1

α!
∂αξ ∇xϕ(x, ξ)(i∇xϕ̃(x,Ξ))α ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δ−Nϵ̄M , g)

である．この操作を繰り返すと ϕ(x, ξ)のみから決まる
c1j(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δ−ϵ̄jM , g), c2j(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρ−ϵ̄jM , g)

が存在して

∇xϕ̃(x,Ξ)−
N−1∑
j=0

c1j(ϕ)(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ+δ−Nϵ̄M , g),

∇ξϕ̃(x,Ξ)−
N−1∑
j=0

c2j(ϕ)(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρ−Nϵ̄M , g)

(2.36)

が成立する．例えば
c10 = ∇xϕ(x, ξ), c11 =

∑
|α|=1

∂αξ ∇xϕ(x, ξ)(i∇xϕ(x, ξ))α,

c20 = ∇ξϕ(x, ξ), c21 =
∑
|α|=1

∂αξ ∇ξϕ(x, ξ)(i∇xϕ(x, ξ))α
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である．一方命題 1.2より

p̃(x− i∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ)), ξ + i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ)))

−
∑

|α+β|<N

1

α!β!
∂βx∂

α
ξ p(x, ξ)(−i∇ξϕ̃(x,Ξ))β(i∇xϕ̃(x,Ξ))α ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−ϵ̄N

M , g)

であるから (2.36)を上式に代入すると

p̃(x− i∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ)), ξ + i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ)))

−
N−1∑
k=0

∑
|α+β|=k

(−1)|β|ik

α!β!
∂βx∂

α
ξ p(x, ξ)

(N−k−1∑
j=0

c2j(x, ξ)
)β(N−k−1∑

j=0

c1j(x, ξ)
)α

∈ S(s)(⟨ξ⟩m−ϵ̄N
M , g)

が従う．例えばN = 3とすると

p̃(x− i∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ)), ξ + i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ))) = p(x, ξ) + i{p, ϕ}(x, ξ)

−1

2

(
Hess pHϕ,Hϕ

)
−

n∑
j=1

{p, ∂ξjϕ}∂xj
ϕ+ r, r ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−3ϵ̄

M , g)

である．ここで {p, ϕ} = ∇ξp∇xϕ−∇ξϕ∇xpは pと ϕの Poisson 括弧式でHϕ =
t(∇ξϕ,−∇xϕ) は ϕ の Hamilton ベクトル場で Hess p は p の Hesse 行列である．
Rn × Rn 上の標準的なシンプレクティク形式 σ((x, ξ), (y, η)) = ξ y − x η を導入
すると

i{p, ϕ}(x, ξ)− 1

2

(
Hess pHϕ,Hϕ

)
= iσ(Hp,Hϕ) + σ(FpHϕ,Hϕ)

と書ける．ここで Fp は pの基本行列で

Fp =
1

2

(
∂2p/∂x∂ξ ∂2p/∂ξ∂ξ
−∂2p/∂x∂x ∂2p/∂ξ∂x

)
である．Ξ = ξ+i∇xϕ̃(x,Ξ)より (2.36)に注意するとϕのみから決まるdj(ϕ)(x, ξ) ∈
S(s)(⟨ξ⟩−ϵ̄jM , g)が存在して J(x, ξ)も

J(x, ξ)−
(
1 +

N−1∑
j=1

dj(ϕ)(x, ξ)
)
∈ S(s)(⟨ξ⟩−ϵ̄NM , g)

と書くことができる．例えば d1(ϕ) = i
∑n
j=1 ∂

2ϕ/∂xj∂ξj である．

2.3 定理 2.1の証明
定理 2.1の証明に取りかかろう．

¯
gを

¯
g(y, η) = |y|2 + |η|2
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とおく．S0,0 クラスを定義するmetricである．Φを

ϕ(x, ξ + η)− ϕ(x, ξ) = ηΦ(x, ξ, η), Φ(x, ξ, η) =

∫ 1

0

∇ξϕ(x, ξ + θη)dθ

で定義する．最初に op0(eϕ)op(p)を考察する．
命題 2.1. p ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)とする．このとき q ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)があって

op0(eϕ)op(p) = op0(eϕq) + op0(r)

と書ける．ここで r ∈ S(sd)(e
−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M , g) (c > 0) で qは任意のN について

q(x, ξ) =
∑

|β|<N

(−i)|β|

β!
∂βη ∂

β
x p̃(x− iΦ(x, ξ, η), ξ + η/2)

∣∣
η=0

+ qN (x, ξ)

の展開をもつ．ここで qN ∈ S(s)(⟨ξ⟩
m−(ρ−δ)N
M , g)また p̃(x+ iy, ξ)は p(x, ξ)の x

に関する almost analytic extensionである．
Proof. 定義式で y → y + (x+ z)/2と変数変換すると op0(eϕ)op(p)u(x)は

(2π)−2n

∫∫
ei(x−y)ξ+i(y−z)η+ϕ(x,ξ)p((y + z)/2, η)u(z)dydξdzdη

= (2π)−2n

∫∫
e−iy(ξ−η)+i(x−z)(ξ+η)/2+ϕ(x,ξ)p((2y + x+ 3z)/4, η)u(z)dydξdzdη

である．ここで (ξ + η)/2 = η̃, ξ − η = ξ̃, y → ỹと変数変換すると

(2π)−n
∫
ei(x−z)η̃a(x, η̃, z)u(z)dzdη̃ = Op(a)u(x),

a(x, η̃, z) = (2π)−n
∫
e−iỹξ̃+ϕ(x,η̃+ξ̃/2)p((2ỹ + x+ 3z)/4, η̃ − ξ̃/2)dỹdξ̃

となる．Op(a) = op0(b)とすると補題??から b(x, ξ)は

(2π)−2n

∫∫
eiy(η−ξ)−iỹξ̃+ϕ(x,η+ξ̃/2)p(x+ (2ỹ − 3y)/4, η − ξ̃/2)dỹdξ̃dydη

で与えられる．ỹ → ỹ+3y/2と変数変換し (2π)−n
∫
eiy(η−ξ−3ξ̃/2)dy = δ(η− ξ−

3ξ̃/2)に注意すると上式は

(2π)−n
∫
e−iỹξ̃+ϕ(x,ξ+2ξ̃)p(x+ ỹ/2, ξ + ξ̃)dỹdξ̃

= (2π)−n
∫
e−iỹξ̃+ϕ(x,ξ+ξ̃)p(x+ ỹ, ξ + ξ̃/2)dỹdξ̃

に等しい．ここまでの形式的計算は振動積分によって正当化されるので結局

b(x, ξ) = (2π)−n lim
ϵ→0

∫ ∫
e−iyη+ϕ(x,ξ+η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)dydη
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を得る．ここで (2.28)の χを用いて χϵ(ξ, η) = χ(ϵ⟨ξ⟩−1
M η) とした．補題 1.3より

0 < ϵ ≤ 1に無関係な C があって
|∂βy χϵ(y)| ≤ CA|β||β|!s, |∂αξ,ηχϵ(ξ, η)| ≤ CA|α||α|!s⟨ξ⟩−|α|

M (2.37)

が成り立つことは容易に確かめられる．さて積分の前の定数 (2π)−n を省略して

qϵ =

∫ ∫
e−iyη+ϕ(x,ξ+η)−ϕ(x,ξ)χϵ(y)χϵ(ξ, η)χ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)dydη

=

∫ ∫
e−iη(y+iΦ(x,ξ,η))χϵ(y)χϵ(ξ, η)χ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)dydη,

rϵ =

∫ ∫
e−iyη+ϕ(x,ξ+η)χc(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)dydη

とおこう．このとき q = limϵ→0 qϵ, r = limϵ→0 rϵ とおくと
op0(eϕ)op(p) = op0(eϕq) + op0(r)

が成り立つ．Φ = (Φ1, . . . ,Φn)と書くとき (ξ, η) ∈ suppχならば
|∂βx∂αξ,ηΦj | ≤ CA|α+β|⟨ξ⟩κ−ρ+δ|β|−ρ|α|M |α+ β|!s, (ξ, η) ∈ suppχ (2.38)

が成り立つことは容易に分かる．
γ(x, ξ, η) = {z = y + iΦ(x, ξ, η) | y ∈ Rn},

Γ(x, ξ, η) = {z = y + itΦ(x, ξ, η) | y ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ 1}

とおく．χ̃ϵ(z)および p̃(z, ξ)を χϵ(x)および p(x, ξ)の xに関する almost analytic
extensionとし

fϵ(x, z, ξ, η) = χ̃ϵ(z)χϵ(ξ, η)p̃(x+ z, ξ + η/2)

とおくと γ(x, ξ, η)上では y + iΦ(x, ξ, η) = zであるから

qϵ(x, ξ) =

∫
Rn

χ(ξ, η)dη

∫
γ(x,ξ,η)

e−izηfϵ(x, z − iΦ, ξ, η)dz

となる．Stokesの公式より∑∫
Γ

e−izη∂̄zjfϵ(x, z − iΦ, ξ, η)dz̄j ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn

=

∫
γ

e−izηfϵ(x, z − iΦ, ξ, η)dz1 ∧ · · · ∧ dzn

−
∫
Rn

e−iyηfϵ(x, y − iΦ, ξ, η)dy

が成り立つ．従って

qϵ =

∫
R2n

e−iyηχ(ξ, η)fϵ(x, y − iΦ, ξ, η)dydη

+
∑∫

Rn

χ(ξ, η)dη

∫
Γ

e−izη∂̄zjfϵ(x, z − iΦ, ξ, η)dz̄j ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn = q1ϵ + q2ϵ
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を得る．q2ϵ を評価しよう．zj = yj + itΦj(x, ξ, η), dzj = dyj + iΦjdtより

dz̄j ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn = −2iΦjdtdy

であるから ϕ(x, ξ + η) = ηΦ(x, ξ, η) + ϕ(x, ξ)より eϕ(x,ξ)q2ϵ は

−2i
n∑
j=1

∫
Rn

χ(ξ, η)dη

∫
Rn

∫ 1

0

e−iyη+ϕ(x,ξ+η)Φj ∂̄zjfϵ(x, y + i(t− 1)Φ, ξ, η)dtdy

= −2i
n∑
j=1

∫
R2n

∫ 0

−1

e−iyη+ϕ(x,ξ+η)Φjχ(ξ, η)∂̄zjfϵ(x, y + itΦ, ξ, η)dtdydη

に等しい．∂̄zjfϵ(x, y + iŷ, ξ, η) = F (x, y, ŷ, ξ, η)とおくと

χ(ξ, η) ̸= 0 =⇒ ⟨ξ⟩M/2 ≤ ⟨ξ + θη⟩M ≤ (
√
2 + 1/2)⟨ξ⟩M , 0 ≤ θ ≤ 1 (2.39)

に注意して命題 1.1と補題 1.2より χ(ξ, η) ̸= 0のとき

|∂βx,y,ŷ∂
α
ξ,ηF (x, y, ŷ, ξ, η)|

≤ CA|α+β|⟨ξ⟩m+δ+δ|β|−ρ|α|
M |α+ β|!se−c⟨ξ⟩

(ρ−δ−κ′)/(s−1)
M

を得る．合成関数 F (x, y, tΦ, ξ, η)を評価しよう．x ← (x, ξ, η), y ← y, z ← ŷ,
fj ← Φj , F ← F として系 1.2を適用すると χ(ξ, η) ̸= 0のとき∣∣∂βx∂γy ∂αξ,η∂̄zjfϵ(x, y + itΦ, ξ, η)

∣∣ ≤ Ce−c⟨ξ⟩(ρ−δ−κ′)/(s−1)
M

×A|α+β+γ|⟨ξ⟩m+δ+δ|β+γ|−ρ|α|
M |α+ β + γ|!s

(2.40)

が成り立つ．系 1.3より (ξ, η) ∈ suppχに対し∣∣∂βx∂αξ,ηeϕ(x,ξ+η)∣∣ ≤ eC⟨ξ⟩κMA|α|+|β|⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M (|α|+ |β|)!s

が成り立つので以上の評価と補題 1.2より∣∣∂βx,y∂αξ,η(eϕ(x,ξ+η)χ(ξ, η)Φj ∂̄zjfϵ(x, y + itΦ, ξ, η)
)∣∣

≤ CeC⟨ξ⟩κM−c⟨ξ⟩(ρ−δ−κ′)/(s−1)
M A|α+β|⟨ξ⟩m−ϵ̄+δ|β|−ρ|α|

M |β + α|)!s

が成立する．ここで (2.34)より

(ρ− δ − κ′)/(s− 1) > (ρ− δ)/s > κ (2.41)

であるからM が大のとき右辺はさらに

Ce−c
′⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M A|α+β|⟨ξ⟩m−ϵ̄+δ|β+γ|−ρ|α|
M |α+ β|!s

で評価される．次に ν = (ρ+ δ)/2とおき Lを

L = (1 + ⟨ξ⟩2νM |y|2 + ⟨ξ⟩−2ν
M |η|2)−1(1 + ⟨ξ⟩2νM |Dη|2 + ⟨ξ⟩−2ν

M |Dy|2) (2.42)
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で定義し e−iyη を e−iyη = Ln+1e−iyη で置き換えて部分積分を行うと ∫
(1 +

⟨ξ⟩2νM |y|2 + ⟨ξ⟩
−2ν
M |η|2)n+1dydη < C より∣∣∂βx∂αξ eϕ(x,ξ)q2ϵ∣∣ ≤ Ce−c′⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M A|α+β|⟨ξ⟩m−ϵ̄+δ|β|−ρ|α|
M |α+ β|!s

と評価される．q2ϵ = e−ϕ(x,ξ)(eϕ(x,ξ)q2ϵ)と書き |∂βx∂αξ eϕ(x,ξ)|の評価に再び系 1.3

を利用する．⟨ξ⟩m−ϵ̄
M を e−c

′⟨ξ⟩(ρ−δ)/s
M で吸収させ (2.41)に注意するとM が大のと

き c′′ > 0が存在して∣∣∂βx∂αξ q2ϵ
∣∣ ≤ Ce−c′′⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M A|α+β|⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M |α+ β|!s

が成り立つ．ϵ→ 0として q2 ∈ S(s)(e
−c′′⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M , g)を得る．次に q1ϵを調べる．

q1ϵ =

∫
e−iyηχ(ξ, η)χ̃ϵ(y − iΦ)χϵ(ξ, η)p̃(x+ y − iΦ, ξ + η/2)dydη (2.43)

であった．(2.37)より χ̃ϵ(x+ iy)は ϵ > 0に一様に S(s)(1, ¯
Eκ′) であるから (2.38)

および補題 1.3 から次の評価式∣∣∂βx,y∂αξ,η(χ(ξ, η)χ̃ϵ(y + itΦ)χϵ(ξ, η)p̃(x+ y + itΦ, ξ + η/2)
)∣∣

≤ CA|α+β|⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M |α+ β|!s

(2.44)

を得る．(2.42)の Lを利用して部分積分すると以前と同様にして

|∂βx∂αξ q1ϵ(x, ξ)| ≤ CA|α+β|⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M |α+ β|!s

が成立するので q1(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)である．q1を詳しく調べよう．Taylor展
開より

p̃(x+ y − iΦ, ξ + η/2) =
∑

|γ|<N

1

γ!
(Dγ

x p̃)(x− iΦ, ξ + η/2)(iy)γ

+
∑

|γ|=N

N

γ!
(iy)γ

∫ 1

0

(1− θ)N−1(Dγ
x p̃)(x+ θy − iΦ, ξ + η/2)dθ

となる．この表現を (2.43)に代入し e−iyη(iy)γ = (−∂η)γe−iyη を利用して部分積
分すると q1ϵ は∑
|γ|<N

1

γ!

∫ ∫
e−iyη∂γη

(
χ(ξ, η)χ̃ϵ(y − iΦ)χϵ(ξ, η)(Dγ

x p̃)(x− iΦ, ξ + η/2)
)
dydη

+
∑

|γ|=N

N

γ!

∫ ∫
e−iyη∂γη

{
χ(ξ, η)χ̃ϵ(y − iΦ)χϵ(ξ, η)

×
∫ 1

0

(1− θ)N−1(Dγ
x p̃)(x+ θy − iΦ, ξ + η/2)dθ

}
dydη
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と表される．|∂βy ∂αη (χ(ξ, η)χ̃ϵ(y − iΦ))| ≤ Cα,β⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M また χϵ(ξ, η)は (2.37)
を満たし ϵ → 0のとき ∂αη χ̃ϵ(y − iΦ) → ∂αη 1, ∂

α
η χϵ(ξ, η) → ∂αη 1に注意すると上

式は ϵ→ 0として∑
|γ|<N

1

γ!

∫ ∫
e−iyη∂γη

(
χ(ξ, η)(Dγ

x p̃)(x− iΦ, ξ + η/2)
)
dydη

+
∑

|γ|=N

N

γ!

∫ ∫
e−iyη∂γη

{
χ(ξ, η)

×
∫ 1

0

(1− θ)N−1(Dγ
x p̃)(x+ θy − iΦ, ξ + η/2)dθ

}
dydη

に収束する．(2π)−n
∫
e−iyηdy = δ(η)および |α| ≥ 1のとき ∂αη χ(ξ, η)

∣∣
η=0

= 0

に注意すると上式の∑
|γ|<N · · · の項を q̄1 と書けば

q̄1 = (2π)n
∑

|γ|<N

1

γ!
∂γηD

γ
x p̃(x− iΦ(x, ξ, η), ξ + η/2)

∣∣∣
η=0

となる．剰余項∑
|γ|=N · · · を r̄N とおくと q1 ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)の証明を繰り返して∣∣∣∂βx∂αξ r̄N (x, ξ)

∣∣∣ ≤ CNA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|−(ρ−δ)N
M (2.45)

を得るので r̄N (x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩
m−(ρ−δ)N
M , g) が従う．任意の k ∈ N に対して

q2(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−kM , g) であるから望む結果を得る．また almost analytic ex-
tensionの定義から (Dγ

x p̃)(x − iΦ, ξ, η) = p̃(γ)(x − iΦ, ξ + η/2)は明らかである．
最後に

rϵ =

∫
e−iyη+ϕ(x,ξ+η)χc(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)dydη

を評価しよう．θ = yη + iϕ(x, ξ + η)とおくと ϕは実数値ゆえ

|(θy, θη)| = |(η, y + i∇ξϕ(x, ξ + η))| ≥ (|η|2 + |y|2)1/2 (2.46)

である．χc(ξ, η) ̸= 0のとき

⟨ξ + η⟩M ≤ (4
√
2 + 1)⟨η⟩, 1 ≤ 4⟨ξ⟩−1

M ⟨η⟩ (2.47)

および κ− ρ < 0より

|∂βx∂αξ ∂µη∇ξϕ(x, ξ + η)| ≤ CA|α+β+µ||α+ β + µ|!s⟨η⟩δ|β|

が成立する．したがって |α+ β + µ+ ν| ≥ 1で

|∂βx∂αξ ∂νy∂µη (θy, θη)| ≤ CA|α+β+µ+ν||α+ β + µ+ ν|!s⟨η⟩δ|β|
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が成り立つ．ゆえに |∂αz (1 + |z|2)−1| ≤ CA|α||α|!s(1 + |z|2)−1 と補題 1.3より∣∣∂βx∂αξ ∂νy∂µη (|θy|2 + |θη|2 + 1)−1
∣∣ ≤ CA|α+β+µ+ν||α+ β + µ+ ν|!s

×(⟨y⟩+ ⟨η⟩)−2⟨η⟩δ|β|

が成り立つ．したがって補題 1.2より
∣∣∂βx∂αξ ∂νy∂µη (θy, θη)/(|θy|2 + |θη|2 +1)

∣∣も上
式の右辺の (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−2 を (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−1 に置き換えた評価をもつ．今

L1 = (1 + |θy|2 + |θη|2)−1(1− ⟨θy, Dy⟩ − ⟨θη, Dη⟩) (2.48)

とおくと L1e
−iθ = e−iθ であるから部分積分より

rϵ =

∫
e−iθ(tL1)

N
(
χc(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)

)
dydη

であり (2.47)および (2.37)に注意すると系 1.3を利用して ∂βx∂
α
ξ rϵ の被積分項は∣∣∣∂βx∂αξ eϕ(x,ξ+η)(tL1)

N
(
χc(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)p(x+ y, ξ + η/2)

)∣∣∣
≤ Cec⟨η⟩

κ̃

|α+ β|!sN !sA|α+β|+N ⟨η⟩m+δ|β|+δN (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−N

と評価される．⟨η⟩m+δ|β|+δN (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−N ≤ (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−(1−δ)N+m+δ|α+β| に注
意して与えられた ℓ ∈ Nに対しN を (ℓ+ δ|α+ β|+m)/(1− δ) ≤ N なる最小の
自然数とするとき

(ℓ+ δ|α+ β|+m)(ℓ+δ|α+β|+m)/(1−δ) ≤ C1A
ℓ+|α+β|
1 ℓℓ/(1−δ)|α+ β|δ|α+β|/(1−δ)

に注意するとN !s ≤ C2A
|α+β|+ℓ
2 ℓsℓ/(1−δ)|α+ β|!sδ/(1−δ) が成立するので右辺は

Cec⟨η⟩
κ̃

|α+ β|!s/(1−δ)A|α+β|+ℓ
2

ℓsℓ/(1−δ)

(⟨y⟩+ ⟨η⟩)ℓ

で評価される．いま ℓを ((⟨y⟩+ ⟨η⟩)/eA2)
(1−δ)/s ≤ ℓなる最小の自然数と選ぶと

この項は適当な c′ > 0について

Cec⟨η⟩
κ̃

|α+ β|!s/(1−δ)A|α+β|
2 e−c

′(⟨y⟩+⟨η⟩)(1−δ)/s

で評価される．一方 κ̃ < (1− δ)/sで χc(ξ, η)の台上では 4⟨η⟩ ≥ ⟨ξ⟩M であったか
ら (y, η)に関する積分を行うと

|∂βx∂αξ rϵ(x, ξ)| ≤ Ce−(c′/2)⟨ξ⟩(1−δ)/s
M A

|α+β|
2 |α+ β|!s/(1−δ) (2.49)

が成立する．ϵ→ 0として r(x, ξ) ∈ S(s/(1−δ))(e
−c′′⟨ξ⟩(1−δ)/s

M ,
¯
g)である．ここで

1 ≤ CA|α||α|sρ|α|/(1−δ)⟨ξ⟩−ρ|α|M e(c
′′/2)⟨ξ⟩(1−δ)/s

M (2.50)

および 1/(1− δ)+ρ/(1− δ) = dに注意すると r(x, ξ) ∈ S(sd)(e
−(c′′/2)⟨ξ⟩(1−δ)/s

M , g)
が従う．
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2.4 定理 2.1の証明 (続き)

qi ∈ S(s)(⟨µξ⟩mi , g) (i = 1, 2)として op0(eϕq1)op
1(e−ϕq2)を考察する．

ϕ(x+ y/2, ξ)− ϕ(x− y/2, ξ) = y

∫ 1/2

−1/2

∇xϕ(x+ θy, ξ)dθ = yΨ(x, ξ, y)

とおくと Ψ(x, ξ, y) ∈ S̃(s)(⟨ξ⟩κ+δM , g) は明らかである．Ψ(x, ξ, y) の ξ に関する
almost analytic extensionを Ψ(x, ζ, y) = Ψ(x, ξ + iξ̂, y)で表すと定義より

Ψ(x, ζ, y) =

∫ 1/2

−1/2

∇xϕ̃(x+ θy, ζ)dθ

は明らかであり命題 1.4より
Ξ(x, ζ, y) = ζ − iΨ(x,Ξ(x, ζ, y), y), ζ = η + iη̂,

Ξ(x, ζ, y) = ζ +G(x, ζ, y), G(x, ζ, y) ∈ S(s)(⟨η⟩κ+δM ; Ēκ × Rn)

を満たす Ξが一意に存在する．
命題 2.2. qi ∈ S(s)(⟨ξ⟩mi

M , g)とする．このとき p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m1+m2

M , g)およ
び r(x, ξ) ∈ S(sd)(e

−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s
M , g), (c > 0)が存在して

op0(eϕq1)op
1(e−ϕq2) = op(p) + op(r)

と書ける．p(x, ξ)は任意のN ∈ Nに対して

p(x, ξ) =
∑

|α|<N

(−1)|α|

α!
∂αξ D

α
y

(
J(x, ξ, y)q̃1(x+ y/2,Ξ(x, ξ, y))

×q̃2(x− y/2,Ξ(x, ξ, y)
)∣∣
y=0

+RN (x, ξ)

と表される．ここで q̃i(x, ζ)は qi(x, ξ)の ξに関する almost analytic extensionで

J(x, ξ, y) = det(∂Ξ(x, ξ, y)/∂ξ), RN (x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩
m1+m2−(ρ−δ)N
M , g)

である．
Proof. op0(eϕq1)op

1(e−ϕq2)u(x)は定義より

(2π)−2n

∫∫
eiy(η−ξ)+ixξ−izη+ϕ(x,ξ)−ϕ(z,η)q1(x, ξ)q2(z, η)u(z)dydξdzdη

であるが (2π)−n
∫
eiyζdy = δ(ζ)に注意すると上式は Op(a)u(x)

a(x, ξ, z) = eϕ(x,ξ)−ϕ(z,ξ)q1(x, ξ)q2(z, ξ)

に等しいから Op(a) = op(b)とすると補題??より bは
q(x, ξ, y) = q1(x+ y/2, ξ)q2(x− y/2, ξ)
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とおくと

b(x, ξ) = (2π)−n
∫
eiy(η−ξ+ϕ(x+y/2,η)−ϕ(x−y/2,η)q(x, η, y)dydη

で与えられる．ここまでの形式的計算は振動積分によって正当化されて

b(x, ξ) = (2π)−n lim
ϵ→0

∫
eiy(η−ξ−iΨ(x,η,y))χϵ(y)χϵ(ξ, η − ξ)q(x, η, y)dydη

となる．(2π)−n を省略して

qϵ =

∫
eiy(η−ξ−iΨ(x,η,y))χϵ(y)χϵ(ξ, η − ξ)χ(ξ, η − ξ)q(x, η, y)dydη,

rϵ =

∫
eiy(η−ξ−iΨ(x,η,y))χϵ(y)χϵ(ξ, η − ξ)χc(ξ, η − ξ)q(x, η, y)dydη

とおく．q = limϵ→0 qϵ および r = limϵ→0 rϵ とすると
op0(eϕq1)op

1(e−ϕq2) = op(q) + Op(r)

が成立する．ここで
hϵ(x, ξ, y, η) = χ(ξ, η − ξ)χϵ(y)χϵ(ξ, η − ξ)q(x, η, y),

qϵ(x, ξ, y) =

∫
dy

∫
eiy(η−ξ−iΨ(x,η,y))hϵ(x, ξ, y, η)dη

とおこう．C > 0があって χ(ξ, η − ξ) ̸= 0のとき ⟨ξ⟩M/C ≤ ⟨η⟩M ≤ C⟨ξ⟩M に注
意すると

|∂βx,y∂αξ,ηhϵ| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩m+δ|β|−ρ|α|
M , x, y, ξ, η ∈ Rn (2.51)

(m = m1 +m2)が成立する．次に χ̃(ξ, ζ − ξ), q̃i(x, ζ)を χ(ξ, η − ξ), qi(x, η)の
ηに関する almost analytic extensionとして

h̃ϵ(x, ξ, y, ζ) = χ̃(ξ, ζ − ξ)χϵ(y)χ̃ϵ(ξ, ζ − ξ)q̃(x, ζ, y),
q̃(x, ζ, y) = q̃1(x+ y/2, ζ)q̃2(x− y/2, ζ), ζ = η + iη̂

とおく．従って (x, ξ, y, ζ) ∈ R2n × Ēκ′ で定義されている．系 1.5と (2.51)より

|∂βx,y∂αξ,η,η̂h̃ϵ| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩m+δ|β|−ρ|α|
M

が成り立つ．次のようにおこう．
γ(x, y) = {ζ = η − iΨ(x, η, y) | η ∈ Rn},

Γ = {ζ = η − itΨ(x, η, y) | η ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ 1}.

このとき qϵ(x, ξ, y)は次のように書き換えられる．

qϵ =

∫
dy

∫
γ(x,y)

eiy(ζ−ξ)J(x, ζ, y)h̃ϵ(x, ξ, y,Ξ(x, ζ, y))dζ,

J(x, ζ, y) = det(∂Ξ(x, ζ, y)/∂ζ).
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ここで∂Ξ(x, ζ, y)/∂ζ = I+∂G(x, ζ, y)/∂ζ, ∂G(x, ζ, y)/∂ζ ∈ S(s)(⟨η⟩−ϵ̄M ; Ēκ×Rn)
から補題 1.2より

|∂βx,y∂αη,η̂J(x, ζ, y)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩δ|β|−ρ|α|M , ζ = η + iη̂

を得る．|α + β| ≥ 1で |∂βx,y∂αη,η̂Ξ(x, ζ, y)| ≤ CA|α+β||α + β|!s⟨η⟩ρ+δ|β|−ρ|α|M と
(2.51)に注意して補題 1.4を適用すると

|∂βx,y∂αξ,η,η̂h̃ϵ(x, ξ, y,Ξ(x, ζ, y))| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩m+δ|β|−ρ|α|
M

が成り立つ．従って補題 1.2より

Hϵ(x, ξ, y, ζ) = J(x, ζ, y)h̃ϵ(x, ξ, y,Ξ(x, ζ, y)),

|∂βx,y∂αξ,η,η̂Hϵ(x, ξ, y, ζ)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩m+δ|β|−ρ|α|
M

(2.52)

を得る．Stokesの公式より∫
γ(x,y)

eiy(ζ−ξ)Hϵ(x, ξ, y, ζ)dζ =

∫
Rn

eiyηHϵ(x, ξ, y, η + ξ)dη

+

n∑
j=1

∫
Γ

eiy(ζ−ξ)∂̄ζjHϵ(x, ξ, y, ζ)dζ̄j ∧ dζ

であるから

qϵ(x, ξ) =

∫
Rn

dy

∫
R2n

eiyηHϵ(x, ξ, y, η + ξ)dη

+

n∑
j=1

∫
dy

∫
Γ

eiy(ζ−ξ)∂̄ζjHϵ(x, ξ, y, ζ)dζ̄j ∧ dζ = q1ϵ + q2ϵ

が得られる．最初に q1ϵを考察する．almost analytic extensionの定義から |η|⟨ξ⟩−1
M ≥

1/2のとき χ̃(ξ, ζ) = 0に注意する．Ξ(x, η + ξ, y)− ξ = η +G(x, η + ξ, y)より

χ̃(ξ,Ξ(x, η + ξ, y)− ξ) ̸= 0 =⇒ ⟨ξ⟩−1
M |η + ReG(x, ξ + η, y)| ≤ 1/2

が成り立ち |G(x, ζ + ξ, y)| ≤ C⟨η + ξ⟩κ+δM に注意すると 1 > κ+ δであるから十
分大なM と |η|に対して |η| ≤ 2⟨ξ⟩M/3が成り立ち従って

C−1⟨ξ⟩M ≤ ⟨ξ + η⟩M ≤ C⟨ξ⟩M , ⟨η⟩M ≤ C⟨ξ⟩M (2.53)

が成立する．ゆえに (2.52)より

|∂βx,y∂αξ,ηHϵ(x, y, ξ, ξ + η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M

が従う．次に (2.42)の Lを利用して e−iyη を Lℓe−iyη でおき換えて部分積分を行
うと

|∂βx∂αξ q1ϵ(x, ξ)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|
M
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が得られ従って q1(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)が分かる．yに関する Taylor展開より

Hϵ(x, y, ξ, ξ + η) =
∑

|α|<N

1

α!
Dα
yHϵ(x, 0, ξ, ξ + η)(iy)α

+
∑

|α|=N

N

α!
(iy)α

∫ 1

0

(1− θ)N−1Dα
yHϵ(x, θy, ξ, ξ + η)dθ

と書くと ∫
eiyηHϵ(x, y, ξ, ξ + η)dydηは∑

|α|<N

(−1)|α|

α!

∫
eiyη∂αηD

α
yHϵ(x, 0, ξ, ξ + η)dydη

+N
∑

|α|=N

(−1)N

α!

∫ ∫ 1

0

e−iyη(1− θ)N−1∂αηD
α
yHϵ(x, θy, ξ, ξ + η)dθdydη

= (2π)n
∑

|α|<N

(−1)|α|

α!
∂αηD

α
yHϵ(x, 0, ξ, ξ + η)

∣∣∣
η=0

+ rϵN

に等しい．剰余項 rϵN については上記の Lを用いて部分積分すると
|∂βx∂αξ rϵN | ≤ CA|α+β|+2N |α+ β|!sN (2s−1)N ⟨ξ⟩m+δ|β|−ρ|α|−(ρ−δ)N

M (2.54)

が容易に確かめられる．|G(x, ξ, 0)| ≤ C⟨ξ⟩κ+δM ≤ C ′M−(1−δ−κ)⟨ξ⟩M より十分大
なM をとると任意の |α| ≥ 1に対して ∂̃αξ,ηχ(ξ,G(x, ξ, 0)) = 0ゆえ命題 1.1より

∂αξ,ηχ̃(ξ,G(x, ξ, 0)) ∈ S(s)(1, e
−c⟨ξ⟩ϵ̄/(s−1)

M , g), |α| ≥ 1 (2.55)

が成り立つ．従って ϵ→ 0として q(x, ξ)は∑
|α|<N

(−1)|α|

α!
∂αηD

α
y

(
J(x, ξ + η, y)q(x,Ξ(x, ξ + η, y), y)

)∣∣
y=0,η=0

+ rN (x, ξ)

=
∑

|α|<N

(−1)|α|

α!
∂αξ D

α
y

(
J(x, ξ, y)q(x,Ξ(x, ξ, y), y)

)∣∣
y=0

+ rN (x, ξ)

で与えられる．ここで (2.54), (2.55)より rN (x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩
m−(ρ−δ)N
M , g)である．

次に q2ϵ を調べる．ζj = ηj − itΨj(x, η, y)とおくと

dζ̄j ∧ dζ = Jj(x, y, t, η)dtdη, Jj = det
(∂(ηj + itΨ̄j , η − itΨ)

∂(t, η)

)
である．従って次のように書き換えることができる．

q2ϵ =

n∑
j=1

∫ ∫ 1

0

eiy(η−itΨ(x,y,ξ+η))Jj(x, y, t, ξ + η)

×(∂̄ζjHϵ)(x, y, ξ, η + ξ − itΨ(x, y, ξ + η))dydηdt

=
∑∫ ∫ 1

0

eiyη+tψ(x,ξ+η,y)JjMϵ(x, y, ξ, ξ + η, t)dydηdt
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ここで
Mϵ(x, y, ξ, η, t) = (∂̄ζjHϵ)(x, y, ξ, η − itΨ(x, η, y)),

ϕ(x+ y/2, ξ)− ϕ(x− y/2, ξ) = ψ(x, ξ, y)

とした．(2.53)の証明を繰り返すと χ̃(ξ, η− itΨ(x, ξ+η, y)) ̸= 0のとき 0 ≤ t ≤ 1
に一様に (2.53)が成立することが分かる．従ってこのとき系 1.3より∣∣∂αx,y∂βξ,ηeψ(x,y,ξ+η)∣∣ ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩δ|β|−ρ|α|M ec⟨ξ⟩

κ
M

が成立する．H = Hϵ と ϵを省略して書くと
∂̄ζjH(x,Ξ(x, ζ, y), y) = Hη∂̄ζjReΞ +Hη̂∂̄ζj ImΞ

= Hη∂̄ζjΞ− i∂̄ΞH∂̄ζj ImΞ

であり ∂̄ζjΞと ∂̄ΞH は命題 1.4と (2.41)より

|∂βx,y∂αη,η̂∂̄ζjΞ(x, ζ, y)| ≤ CA|α+β||α+ β|!sM−2ϵ̄⟨η⟩δ|β|−ρ|α|M e−c⟨η⟩
(ρ−δ)/s
M ,

|∂βx,y∂αη,η̂∂̄ζH(x, ζ, y)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨η⟩m+δ|β|−ρ|α|−ρ
M e−c⟨η⟩

(ρ−δ)/s
M

を満たす．ゆえに補題 1.4より
|∂βx,y∂αξ,η(∂̄ζjHϵ)(x, y, ξ, ξ + η)| ≤ CA|α+β||α+ β|!s

×M−2ϵ̄⟨ξ⟩m−ρ+δ|β|−ρ|α|
M e−c⟨ξ⟩

(ρ−δ)/s
M

(2.56)

が成立する．ρ− δ > κsより

|∂βx,y∂αξ,ηeψ(x,y,ξ+η)Jj(x, y, t, ξ + η)Mϵ(x, y, ξ, ξ + η, t)|

≤ CA|α+β||α+ β|!sM−2ϵ̄⟨ξ⟩m−ρ+δ|β|−ρ|α|
M e−c⟨ξ⟩

(ρ−δ)/s
M

(2.57)

が従う．ここで (2.42)の Lを用いて部分積分を行うと∣∣∂βx∂αξ q2ϵ∣∣ ≤ CA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m−ρ+δ|β|−ρ|α|
M e−c⟨ξ⟩

(ρ−δ)/s
M

が得られ q2(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m−ρ
M e−c⟨ξ⟩

(ρ−δ)/s
M , g)が従う．特に任意の k ∈ Nに対し

て q2(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−kM , g)である．次に

rϵ =

∫
eiyη+ψ(x,ξ+η,y)χc(ξ, η)χϵ(y, ξ + η)q(x, ξ + η, y)dydη

を評価しよう．θ = yη − iψ(x, ξ + η, y)とおくと ψは実数値であるから (2.46)が
成り立つ．(ξ, η) ∈ suppχc 上では ⟨ξ⟩M ≤ 4⟨η⟩であるから補題 1.3を適用して∣∣∣∂βx∂αξ ∂νy∂µη (θy, θη)

|θy|2 + |θη|2 + 1

∣∣∣ ≤ CA|α+β+µ+ν||α+ β + µ+ ν|!s

×(⟨y⟩+ ⟨η⟩)−1⟨ξ⟩−ρ|α|M ⟨η⟩ρ|α|+δ|β|+δ|ν|
(2.58)
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が成立する．(2.48)の L1 を用いて部分積分をN 回繰り返すと rϵ は∫
eiyθ(tL1)

N
(
χc(ξ, η)χϵ(y, ξ + η)q(x, ξ + η, y)

)
dydη

に等しい．∂βx∂αξ rϵ を評価するとその被積分項は系 1.3と (2.58)より∣∣∣∂βx∂αξ eψ(x,ξ+η,y)(tL1)
N
(
χc(ξ, η)χϵ(y, ξ + η)q(x, ξ + η, y)

)∣∣∣
≤ Cec⟨η⟩

κ̃

|α+ β|!sN !sA|α+β|+N ⟨η⟩m+δ|β|+δN (⟨y⟩+ ⟨η⟩)−N

と評価される．ここで (2.49), (2.50)と全く同様にして

r(x, ξ) ∈ S(s/(1−δ))(e
−c⟨ξ⟩(1−δ)/s

M ,
¯
g) ⊂ S(sd)(e

−c′⟨ξ⟩(1−δ)/s
M , g)

が従う．
命題 2.3. s > 1, κ > 0で

p(x, ξ) ∈ S(s)(e
c⟨ξ⟩κM ⟨ξ⟩m1

M , g), q(x, ξ) ∈ S(s)(e
c′⟨ξ⟩κM ⟨ξ⟩m2

M , g)

とする．c+ c′ ≤ 0とすると
op0(p)op1(q) = op(r1) + op(r2)

と書ける．ここである ci > 0について r1(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩m1+m2

M ec1(c+c
′)⟨ξ⟩κM , g),

r2(x, ξ) ∈ S(sd)(e
−c2⟨ξ⟩(1−δ)/s

M , g)である．特に c + c′ < 0のときは任意の k ∈ N
に対して op0(p)op1(q) ∈ op(S(sd)(⟨ξ⟩−kM , g))である．
Proof. op0(p)op1(q) = op(r)とすると補題??より

r(x, ξ) = lim
ϵ→0

∫
eiyηχϵ(y, η)a(x, ξ + η, y)dydη

である．ここで a(x, ξ, y) = p(x+ y/2, ξ)q(x− y/2, ξ)とおいた．

r1ϵ(x, ξ) =

∫
eiyηχ(ξ, η)χϵ(y, η)a(x, ξ + η, y)dydη,

r2ϵ(x, ξ) =

∫
eiyηχc(ξ, η)χϵ(y, η)a(x, ξ + η, y)dydη

とおこう．χ(ξ, η) ̸= 0のとき C(c+ c′)⟨ξ⟩M ≤ (c+ c′)⟨ξ + η⟩M ≤ (c+ c′)⟨ξ⟩M/C
に注意する．ゆえに (2.42)の Lを用い eiyη = Ln+1eiyη を利用して部分積分する
と c1 > 0があって∣∣∂βx∂αξ r1ϵ∣∣ ≤ CℓA|α+β||α+ β|!s⟨ξ⟩m1+m2+δ|β|−ρ|α|

M ec1(c+c
′)⟨ξ⟩κM

と評価される．次に r2ϵを考えよう．eiyη = ⟨y⟩−2ℓ⟨Dη⟩2ℓ⟨η⟩−2N ⟨Dy⟩2Neiyη を利
用して部分積分すると ∂βx∂

α
ξ r2ϵ の被積分項は c+ c′ ≤ 0に注意して∣∣∂βx∂αξ ⟨Dy⟩2N ⟨η⟩−2N ⟨Dη⟩2ℓ⟨y⟩−2ℓχc(ξ, η)χϵ(y, η)a(x, ξ + η, y)

∣∣
≤ CℓA|α+β|+2N |α+ β|!s(2N)!s⟨η⟩|m1+m2|+δ|β|+2δN ⟨y⟩−2ℓ⟨η⟩−2N
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と評価される．k = [⟨η⟩(1−δ)/s]と選びNをN = [(|m1+m2|+δ|α+β|+k)/2(1−δ)]
また ℓを 2ℓ > n+ 1と選び (2.49)の証明を繰り返すと

|∂βx∂αξ r2(x, ξ)| ≤ CA
|α+β|
1 |α+ β|!s/(1−δ)e−c2⟨ξ⟩

(1−δ)/s
M , c2 > 0

が得られ (2.50)より r2 ∈ S(sd)(e
−c′2⟨ξ⟩

(1−δ)/s
M , g)が従う．

系 2.1. ϕ, ϕ̃ ∈ S(s)(⟨ξ⟩κM , g)が ϕ̃ + ϕ ∈ S(s)S(1, g)を満たすとする．このとき
p ∈ S(sd2)(1, g)があって

op0(eϕ̃)op1(eϕ) = op(p).

Proof. 仮定より ϕ̃ = −ϕ + ψ, ψ ∈ S(s)(1, g)と書ける．補題 1.3より eψ = q ∈
S(s)(1, g)である．従って定理 2.1より結論を得る．

定理 2.1の証明: 命題 2.1より

op0(eϕ)op(p) = op0(eϕq) + op0(r1)

を満たす q ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)と r1 ∈ S(sd)(e
−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s

M , g)がある．これに右側から
op1(e−ϕ)を作用させると

op0(eϕq)op1(e−ϕ) + op0(r1)op
1(e−ϕ)

を得る．(ρ−δ)/s > κ̃より命題 2.3から任意の k ∈ Nに対して op0(r1)op
1(e−ϕ) ∈

op
(
S(sd2)(⟨ξ⟩−kM , g)

)であることが分かる．また qは

q = q0 + qN , q0 ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g), qN ∈ S(s)(⟨ξ⟩
m−(ρ−δ)N
M , g),

q0(x, ξ) =
∑

|β|<N

(−1)|β|

β!
∂βη ∂

β
x p̃(x− iΦ(x, ξ, η), ξ + η/2)η=0

と書ける．ここで
補題 2.1. p(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)とする．このとき

op0(eϕ)op(p)op1(e−ϕ) = op(p̃) + op(r)

と書ける．ここで p̃(x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g) でありまた任意の k ∈ N に対して
r(x, ξ) ∈ S(sd2)(⟨ξ⟩−kM , g)である．
Proof. 命題 2.1より op0(eϕ)op(p) = op0(eϕq) + op0(r) と表すことができる．こ
こで q ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g), r ∈ S(sd)(e

−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s
M , g) (c > 0)である．この式の右から

op1(e−ϕ)を作用させよう．

op0(eϕ)op(p)op1(e−ϕ) = op0(eϕq)op1(e−ϕ) + op0(r)op1(e−ϕ)
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ここで op0(eϕq)op1(e−ϕ)に命題 2.2を適用すると p̃ ∈ S(s)(⟨ξ⟩mM , g)および r̃ ∈
S(sd)(e

−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s
M , g)があって op0(eϕq)op1(e−ϕ) = op(p̃) + op(r̃) となる．また

op0(r)op1(e−ϕ)に命題 2.3を適用すると任意の k ∈ Nに対して
op0(r)op1(e−ϕ) ∈ S(sd2)(⟨ξ⟩−kM , g)

である．従って証明された．
補題 2.1から op0(eϕqN )op1(e−ϕ) ∈ op0

(
S(sd)(⟨ξ⟩

m−(ρ−δ)N
M , g)

)を得る．次に
op0(eϕq0)op

1(e−ϕ)を考えよう．命題 2.2を適用すると op0(eϕq0)op
1(e−ϕ)は

op
( ∑
|α|<N

(−1)|α|

α!
∂αξ D

α
y

(
J(x, ξ, y)q̃0(x+ y/2,Ξ(x, ξ, y))

)∣∣
y=0

)
+op

(
S(s)(⟨ξ⟩

m−(ρ−δ)N
M , g)

)
+ op

(
S(sd)(⟨ξ⟩−kM , g)

)
で与えられる．N = 1と選び

q̃0(x, ζ) = p̃(x− iΦ(x, ζ, 0), ζ), Φ(x, ζ, 0) = ∇̃ξϕ(x, ζ)

および Ξ(x, ξ, 0)− i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ, 0)) = ξに注意すると上式第 1項は

J(x, ξ, 0)p̃(x− i∇̃ξϕ(x,Ξ(x, ξ, 0)), ξ + i∇xϕ̃(x,Ξ(x, ξ, 0)))

であるが (1.11)と補題 1.2より

∇̃ξϕ(x,Ξ(x, ξ, 0))−∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ, 0)) ∈ S(s)(⟨ξ⟩κ−ρM e−c⟨ξ⟩
ϵ̄/(s−1)
M , g)

ゆえ ∇̃ξϕ(x,Ξ(x, ξ, 0))を∇ξϕ̃(x,Ξ(x, ξ, 0))に置き換えてよい．Ξ(x, ξ, 0)をΞ(x, ξ)
と書いて証明が終わる．
命題 2.2で q1 = q2 = 1とすると合成 op0(eϕ)op1(e−ϕ)に関する結果が得られ

る．同様にして合成 op1(e−ϕ)op0(eϕ)に対する結果を得ることもできる．
命題 2.4. p(x, ξ) ∈ S(s)(1, g)および r(x, ξ) ∈ S(sd)(e

−c⟨ξ⟩(ρ−δ)/s
M , g)が存在して

op1(e−ϕ)op0(eϕ) = op(p) + op(r)

と書ける．pは任意のN ∈ Nに対して

p(x, ξ) =
∑

|α|<N

1

α!
∂αηD

α
xJ(x, ξ, η)

∣∣
η=0

+RN (x, ξ)

と書ける．ここで
J(x, ξ, η) = det(∂X(x, ξ, η)/∂x), RN (x, ξ) ∈ S(s)(⟨ξ⟩

−(ρ−δ)N
M , g)

でX(x, ξ, η)は命題 1.5で与えられる

X + iΦ(X, ξ, η) = x, Φ(z, ξ, η) =

∫ 1/2

−1/2

∇ξϕ̃(z, ξ + θη)dθ
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の一意解である．ϕ̃(z, ξ)は ϕ(x, ξ)の xに関する almost analytic extensionで

J(x, ξ, 0)− (1− i
n∑
j=1

∂2ϕ(x, ξ)/∂xj∂ξj) ∈ S(s)(⟨ξ⟩−2ϵ̄
M , g).

Proof. op1(eϕ)op0(e−ϕ) = op(q)とすると補題??より

q(x, ξ) = (2π)−n lim
ϵ→0

∫
e−iηy+ϕ(y+x,ξ+η/2)−ϕ(y+x,ξ−η/2)χϵ(y)χϵ(ξ, η)dydη

である．(2π)−n を省略して

qϵ =

∫
e−iηy+ϕ(y+x,ξ+η/2)−ϕ(y+x,ξ−η/2)χ(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)dydη,

rϵ =

∫
e−iηy+ϕ(y+x,ξ+η/2)−ϕ(y+x,ξ−η/2)χc(ξ, η)χϵ(y)χϵ(ξ, η)dydη

とおく．さらに

ϕ(y, ξ + η/2)− ϕ(y, ξ − η/2) = η

∫ 1/2

−1/2

∇ξϕ(y, ξ + θη)dθ = ηΦ(y, ξ, η)

とおくと

qϵ(x, ξ) =

∫
e−iη(y−x+iΦ(y,ξ,η))χ(ξ, η)χϵ(y − x)χϵ(ξ, η)dydη

と書ける．Hϵ(z, x, ξ, η) = χ(ξ, η)χ̃ϵ(X(z, ξ, η) − x)χϵ(ξ, η)J(z, ξ, η) とおくと
Stokesの公式より

qϵ(x, ξ) =

∫
dη

∫
Rn

e−iηyHϵ(x+ y, x, ξ, η)dy

+
∑∫

dη

∫
Γ

eiη(z−x)∂̄zjHϵ(z, x, ξ, η)dz̄j ∧ dz

である．ここで Γ = {z = y + itΦ(y, ξ, η) | y ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ 1}である．Φが yに
依存するのでこの場合は J(z, ξ, η)が現れる．以下は命題 2.2の証明と同様の議論
を繰り返せばよい．
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