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演習問題 1

問 1.1 任意のコンパクトかつなめらかな境界つき多様体が境界定義関数をもつことを証明
せよ．

問 1.2
(1) 次の等式を証明せよ：

𝑅 𝑘
𝑖 𝑗 𝑙𝜉

𝑙 = ∇𝑖∇ 𝑗𝜉
𝑘 − ∇ 𝑗∇𝑖𝜉

𝑘 .

(2) 曲率テンソルの共形変換則

𝑒−2 𝑓 𝑅̂𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖 𝑗𝑘𝑙 − 𝑔𝑖𝑘 𝑓 𝑗𝑙 + 𝑔𝑖𝑙 𝑓 𝑗𝑘 + 𝑔 𝑗𝑘 𝑓𝑖𝑙 − 𝑔 𝑗𝑙 𝑓𝑖𝑘

+ 𝑔𝑖𝑘 𝑓 𝑗 𝑓𝑙 − 𝑔𝑖𝑙 𝑓 𝑗 𝑓𝑘 − 𝑔 𝑗𝑘 𝑓𝑖 𝑓𝑙 + 𝑔 𝑗𝑙 𝑓𝑖 𝑓𝑘 − (𝑔𝑖𝑘𝑔 𝑗𝑙 − 𝑔𝑖𝑙𝑔 𝑗𝑘 ) 𝑓 𝑚 𝑓𝑚

を証明せよ．ここで 𝑔̂ = 𝑒2 𝑓 𝑔 であり，𝑔，𝑔̂ の曲率テンソルを 𝑅𝑖 𝑗𝑘𝑙，𝑅̂𝑖 𝑗𝑘𝑙 と書
いた．［ヒント：まずはじめに，ベクトル場 𝜉 によらないテンソル 𝐶𝑘

𝑖 𝑗 が存在し
て ∇̂𝑖𝜉

𝑘 = ∇𝑖𝜉
𝑘 + 𝐶𝑘

𝑖 𝑗 𝜉
𝑗 であることを確かめ，𝐶𝑘

𝑖 𝑗 を 𝑓 を用いて具体的に表し
てみよ．］

問 1.3 𝑚 > 0 に対する AdS Schwarzschild 計量 𝑔 を講義で述べるようなやり方で (R2 \
{ 𝑜 }) × 𝑆𝑛−1 の計量とみなしたとき，𝑔 が R2 × 𝑆𝑛−1 のなめらかな計量に拡張される
ためには

𝛽 =
2𝑟+

𝑛𝑟2
+ + 𝑛 − 2

が必要十分であることを証明せよ．ただし，𝑟+ は 𝑉 (𝑟) = 1 + 𝑟2 − 2𝑚/𝑟𝑛−2 = 0の唯
一の正の解を表す．

問 1.4 𝑚 > 0に対する AdS Schwarzschild計量を 𝑔𝑚 で表す．ただし，この 𝑔𝑚 は講義で
述べるようなやり方で 𝑋 = R2 × 𝑆𝑛−1 の計量とみなされている．そのとき，𝑚1 ≠ 𝑚2

ならば (𝑋, 𝑔𝑚1 ) と (𝑋, 𝑔𝑚2 ) のあいだに等長写像は存在しないことを証明せよ．𝑛 = 3
としてもよい．［ヒント：たとえば，曲率テンソルを計算し，|𝑅 |2 = 𝑅𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑅

𝑖 𝑗𝑘𝑙 の最大
値を比較する．もし他の方法を思いついたら素晴らしいです．］
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演習問題 2

問 2.1 双曲空間 H𝑛+1 の（関数に作用する）ラプラシアン Δの表示を，次の 2通りの方法
で導け．
(1) 上半空間モデル．H𝑛+1 = (0,∞) × R𝑛 とみなす．計量は

𝑔 =
𝑑𝑥2 + (𝑑𝑦1)2 + · · · + (𝑑𝑦𝑛)2

𝑥2 .

すると Δ = (𝑥𝜕𝑥)2 − 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑥2ΔR𝑛．
(2) Poincaré開球モデル．H𝑛+1 = 𝐵𝑛+1（R𝑛+1 の単位開球）とみなす．計量は

𝑔 = 4 · (𝑑𝑥
1)2 + · · · + (𝑑𝑥𝑛+1)2

(1 − |𝑥 |2)2 .

ここでさらに，𝜌 = 𝑒−𝑑 (𝑜,𝑥) = (1 − |𝑥 |)/(1 + |𝑥 |) とおき，𝑥 ∈ 𝐵𝑛+1 を (𝜌, 𝑥/|𝑥 |)
に対応させることで 𝐵𝑛+1 \ { 𝑜 } ≈ (0, 1) × 𝑆𝑛 とみる．すると

Δ = (𝜌𝜕𝜌)2 − 𝑛
1 + 𝜌2

1 − 𝜌2 · 𝜌𝜕𝜌 +
4𝜌2

(1 − 𝜌2)2Δ𝑆𝑛 .

［ヒント：地道にやってもいいですが，ワープ積（warped product）に対するラプ
ラシアンの公式を証明して用いると見通しがよいかもしれません．］

問 2.2 双曲空間 H𝑛+1 において，コンパクト台をもつなめらかな関数の空間 𝐶∞
0 と，𝐿2

Sobolev空間 𝐻𝑚 を考える（𝑚 = 0，1，2，……）．
(1) 𝐶∞

0 が 𝐻𝑚 の稠密な部分集合であることを示せ．
(2) ラプラシアン Δに関する評価式

𝑛2

4
∥𝑢∥2 ≤ (𝑢,−Δ𝑢), 𝑢 ∈ 𝐻2

を証明せよ．ただし ∥·∥ は 𝐿2 ノルム，(·, ·) は 𝐿2 内積を表す．

問 2.3 前問 (2) の結果を利用して，双曲空間のラプラシアン Δ が全単射有界作用素
𝐻2 → 𝐿2 を定めることを証明せよ．

問 2.4 𝛼 + 𝛽 > 𝑛，𝛼 > 𝛽をみたす実数 𝛼，𝛽に対し，ある 𝐶 > 0が存在して∫
H𝑛+1

𝑒−𝛼𝑑 (𝑥,𝑦)𝑒−𝛽𝑑 (𝑦,𝑧)𝑑𝑉𝑦 ≤ 𝐶𝑒−𝛽𝑑 (𝑥,𝑧)

である．この事実に美しい証明を与えよ．［それほど美しくない証明は Lee [10] の
Lemma 5.4にあります．］
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演習問題 3

問 3.1 Riemann多様体 (𝑋, 𝑔) の Levi-Civita接続を ∇で表す．
(1) 微分 𝑝 形式 𝛼に対し，𝑑𝛼が

(𝑑𝛼)𝑖1 · · ·𝑖𝑝+1
=

𝑝+1∑
𝑘=1

(−1)𝑘−1∇𝑖𝑘
𝛼𝑖1 · · ·𝑖𝑘−1𝑖𝑘+1 · · ·𝑖𝑝+1

で与えられることを証明せよ．
(2) 微分 𝑝 形式（𝑝 ≥ 1）に対し (𝑑∗𝛼)𝑖1 · · ·𝑖𝑝−1

= −∇ 𝑗𝛼 𝑗𝑖1 · · ·𝑖𝑝−1
と書くことにして∗，

Δ = −(𝑑𝑑∗ + 𝑑∗𝑑) と定める．微分 1形式 𝛼に対するWeitzenböckの公式

(Δ𝛼)𝑖 = ∇ 𝑗∇ 𝑗𝛼𝑖 − 𝑅
𝑗

𝑖 𝛼 𝑗

を証明せよ．ただし 𝑅𝑖 𝑗 は Ricciテンソルで，さらに 𝑅
𝑗

𝑖 = 𝑔 𝑗𝑘𝑅𝑖𝑘 としている．

問 3.2 AH 空間において，𝑚1 > 𝑚2 かつ 𝛿1 > 𝛿2 ならば，重みつき Sobolev 空間のあい
だの自然な埋め込み写像 𝐻𝑚1

𝛿1
↩→ 𝐻𝑚2

𝛿2
がコンパクト作用素であることを証明せよ

（Rellichコンパクト性の AH空間版）．また，𝑚1 > 𝑚2 であっても 𝛿1 = 𝛿2 のときは
コンパクト作用素にならないが，その理由を説明せよ．

問 3.3 𝑛 ≥ 3 とする．双曲空間 H𝑛+1 の微分 1 形式に作用する Hodge ラプラシアン
Δ = −(𝑑𝑑∗ + 𝑑∗𝑑) に関する強圧性評価(𝑛

2
− 1

)2
∥𝛼∥2 ≤ (𝛼,−Δ𝛼), 𝛼 ∈ 𝐶∞

0 (H𝑛+1, 𝑇∗H𝑛+1).

を証明せよ．

問 3.4 今日紹介した Fredholm 型定理の主張は，𝑅 = inf
𝜁 ∈Σ𝑃

|Re 𝜁 − 𝑛/2| とおくとき，𝛿 が
−𝑅 < 𝛿 < 𝑅 の範囲になければ成立しない．|𝛿 | ≥ 𝑅 の場合に成立しない例を挙げよ．

∗𝑝階共変テンソルの内積はふつう (𝑢, 𝑣) =
∫
𝑢𝑖1 ···𝑖𝑝 𝑣

𝑖1 ···𝑖𝑝 𝑑𝑉 と定めるが，微分形式について 𝑑∗ を定める際に
用いる内積は (𝑢, 𝑣) = (1/𝑝!)

∫
𝑢𝑖1 ···𝑖𝑝 𝑣

𝑖1 ···𝑖𝑝 𝑑𝑉 である．おかしな話だが仕方がない．（微分形式についてはさらに
外積や外微分についても別の流儀があり，そちらを採用すれば (𝑢, 𝑣) を与える式もまた変わってくる．）
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演習問題 4

問 4.1 𝑛 + 1 次元 AH 空間の微分 𝑝 形式に作用する Hodge ラプラシアン Δ(𝑝) について，
その特性根の集合 ΣΔ(𝑝) が

ΣΔ(𝑝) = { 𝑝 − 1, 𝑝, 𝑛 − 𝑝, 𝑛 − 𝑝 + 1 }

で与えられることを確かめよ．

問 4.2 (𝑋, 𝑔) を AH空間とし，その次元 𝑛 + 1は偶数であるとする．そのとき

dimH
(𝑛+1)/2
(2) = ∞

であることを示せ．［Carron [18]の Lemma 3.1．］
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演習問題 5

問 5.1 Riemann計量に対しその Ricciテンソルを与える微分作用素 Ricについて，計量 𝑔

における微分 (𝑑 Ric)𝑔 が

2((𝑑 Ric)𝑔𝑢)𝑖 𝑗 = (Δ𝐿𝑢)𝑖 𝑗 + ∇𝑖∇𝑘𝑢 𝑗𝑘 + ∇ 𝑗∇𝑘𝑢𝑖𝑘 − ∇𝑖∇ 𝑗𝑢
𝑘

𝑘

で与えられることを示せ．ただし (Δ𝐿𝑢)𝑖 𝑗 = −∇𝑘∇𝑘𝑢𝑖 𝑗 +𝑅 𝑘
𝑖 𝑢 𝑗𝑘 +𝑅 𝑘

𝑗 𝑢𝑖𝑘 −2𝑅 𝑘 𝑙
𝑖 𝑗 𝑢𝑘𝑙．

式に現れる共変微分や曲率は，すべて 𝑔 の Levi-Civita接続に関するものである．

問 5.2 Banach空間における陰関数定理を証明せよ．

問 5.3 (𝑋, 𝑔) を 𝑛 + 1次元 AH空間とし，0 < 𝛼 < 1，0 ≤ 𝛿 < 𝑛 + 1とする．ベクトル場
𝜉 ∈ 𝐶2,𝛼

𝛿 について，𝜉 の生成するフロー Fl𝜉𝑡 : 𝑋 → 𝑋 を考える．∥𝜉∥𝐶2,𝛼
𝛿
が十分に小

さければ，Fl𝜉1 は局所 𝐶2,𝛼 級微分同相写像を与える．𝜑𝜉 = Fl𝜉1 と書くことにすると，

(𝜉, 𝑢) ↦→ 𝜑∗
𝜉 (𝑔 + 𝑢) − 𝑔

は (0, 0) ∈ 𝐶2,𝛼
𝛿 × 𝐶1,𝛼

𝛿 の近傍𝑈1 ×𝑈2 から 𝐶1,𝛼
𝛿 への連続 Fréchet微分可能写像を与

え，したがってまた

(𝜉, 𝑢) ↦→ 𝐵𝑔 (𝜑∗
𝜉 (𝑔 + 𝑢)), 𝐵𝑔 = 𝛿𝑔 +

1
2
𝑑 tr𝑔

は𝑈1 ×𝑈2 から 𝐶0,𝛼
𝛿 への連続 Fréchet微分可能写像を与える．

いま，Ric(𝑔) < 0と仮定する．そのとき，0に十分近い 𝑢 ∈ 𝐶1,𝛼
𝛿 に対して，あるベ

クトル場 𝜉 ∈ 𝑈1 ⊂ 𝐶2,𝛼
𝛿 が存在して 𝐵𝑔 (𝜑∗

𝜉 (𝑔 + 𝑢)) = 0であることを証明せよ．
［Biquard [8, 9]の Proposition I.4.6．Biquardは 𝛿 = 0を除外していますが，入れて
も問題ないと思います．］

問 5.4 𝑛を 4以上の偶数とし，𝑋 をなめらかな 𝑛 + 1次元コンパクト境界つき多様体とす
る．𝜕𝑋 の共形類 [ℎ] が与えられたとして，その Fefferman–Graham障害テンソルが
0でないと仮定する（すなわち，[ℎ] を共形無限遠とする smooth conformally compact
AH計量であって Ric(𝑔) = −𝑛𝑔 + 𝑜(𝜌𝑛) であるようなものが存在しないと仮定する）．
そのとき，[ℎ] を共形無限遠とするどんな AH Einstein 計量 𝑔 を考えたとしても，𝑔

は決して，smooth conformally compact AH計量 𝑔scc を用いて

𝑔 = 𝑔scc + 𝑢, 𝑢 ∈ 𝐶𝑚,𝛼
𝑛 （任意の 𝑚，𝛼に対して）

という形に表されることはないことを証明せよ．
［おそらく正しいと思うのですが，うまく証明できないので問題にしました．］
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