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7 Sobolev空間

∆∗ に対するパラメトリクスの構成に向けて，微分形式のなす関数空間として 𝐿2 空間でなく
Sobolev空間を採用することにより，𝑑∗，𝛿∗，∆∗を有界作用素とみなす見方を導入したい．

v 𝐿2の意味での微分
まず開集合 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 における関数の“一般化された微分”を考える．

定義．𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈)が 𝑥𝑖 方向（1 ≦ 𝑖 ≦ 𝑛）に 𝐿2 の意味で偏微分可能（𝐿2 偏微分可能）であると
は，ある 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑈)が存在して，任意の関数 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑈)に対し

∫
𝑈
𝑓
𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥1𝑑𝑥2⋯𝑑𝑥𝑛 = −∫
𝑈
𝑔𝜙 𝑑𝑥1𝑑𝑥2⋯𝑑𝑥𝑛 (7.1)

がみたされることをいう*．そのような 𝑔は存在すれば一意的である．𝑔のことを 𝑓の 𝑥𝑖 方向
の 𝐿2偏導関数といい，𝜕𝑓∕𝜕𝑥𝑖 や 𝜕𝑥𝑖𝑓で表す．

(7.1)に現れる 𝜙は，テスト関数とよばれることが多い．
高階偏導関数も同様にして定義される．たとえば，𝑓の 𝐿2 偏導関数 𝜕𝑥𝑖𝑓が存在し，またそ

れが 𝑥𝑗 方向の 𝐿2 偏導関数 𝜕𝑥𝑗 (𝜕𝑥𝑖𝑓)をもつとき，𝜕𝑥𝑗 (𝜕𝑥𝑖𝑓)のことを 𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖𝑓で表す．𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝑓と
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖𝑓が両方とも存在するとき，それらは等しい（問題 7.1）．

v 開集合 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 における Sobolev空間
𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈)であって 1，2，……，𝑚階の 𝐿2 偏導関数が全部存在するようなすべての 𝑓から

なる 𝐿2(𝑈)の部分空間を𝑊𝑚(𝑈)で表し†，Sobolev空間という．𝑊0(𝑈)は 𝐿2(𝑈)のことだと
定める．
𝑚 ≧ 1に対し，𝑊𝑚(𝑈)は 𝐿2(𝑈)の閉部分空間ではない‡．したがって 𝐿2 内積を𝑊𝑚(𝑈)に制

限しても𝑊𝑚(𝑈)は Hilbert空間でないが，

‖𝑓‖2𝑚 =
𝑚∑

𝑙=0
‖∇𝑙𝑓‖2, ‖∇𝑙𝑓‖2 =

𝑛∑

𝑖1=1

𝑛∑

𝑖2=1
⋯

𝑛∑

𝑖𝑙=1
‖𝜕𝑥𝑖1𝜕𝑥𝑖2 ⋯ 𝜕𝑥𝑖𝑙𝑓‖2

で定義される Sobolevノルム ‖⋅‖𝑚を考えれば，対応する内積 (⋅, ⋅)𝑚について𝑊𝑚(𝑈)はHilbert

空間となる（問題 7.2）．
*Schwarz超関数（distribution）の概念を知っていれば次のようにもいえる―――𝐿2 偏微分可能性とは，「Schwarz超

関数の意味での 𝑓の偏導関数が，𝐿2 関数によって与えられる」ということである．
†𝐿2 空間を用いて定義していることを強調して𝑊𝑚,2 とも書く．𝐿2 のかわりに 𝐿𝑝 を用いて定義した Sobolev空間

は𝑊𝑚,𝑝 である．
‡𝐶∞

𝑐 (𝑈) ⊂ 𝑊𝑚(𝑈)より𝑊𝑚(𝑈)は 𝐿2(𝑈)において稠密であり，ゆえに仮に𝑊𝑚(𝑈)が閉部分空間なら𝑊𝑚(𝑈) = 𝐿2(𝑈)
ということになるが，実際にはそうではないから．𝑊𝑚(𝑈) ≠ 𝐿2(𝑈)についてはたとえば問題 7.3を考えよ．
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注 7.1．ここでいう「対応する内積 (⋅, ⋅)𝑚」とは

(𝑓, 𝑔)𝑚 =
𝑚∑

𝑙=0
(∇𝑙𝑓,∇𝑙𝑔), (∇𝑙𝑓,∇𝑙𝑔) =

𝑛∑

𝑖1=1

𝑛∑

𝑖2=1
⋯

𝑛∑

𝑖𝑙=1
(𝜕𝑥𝑖1 𝜕𝑥𝑖2 ⋯ 𝜕𝑥𝑖𝑙𝑓, 𝜕𝑥𝑖1 𝜕𝑥𝑖2 ⋯ 𝜕𝑥𝑖𝑙 𝑔)

のことである．より一般に，ベクトル空間のノルム ‖⋅‖が与えられたとき，‖⋅‖を定めるような内積 (⋅, ⋅)
がもし存在すれば，それは (𝑢, 𝑣) = 1

4
(‖𝑢 + 𝑣‖2 − ‖𝑢 − 𝑣‖2)というものでしかあり得ない．内積はノルムか

ら決まるのである．そのため，本文のように具体的に (⋅, ⋅)𝑚 を定めずに「対応する内積 (⋅, ⋅)𝑚」としか述
べなくても，(⋅, ⋅)𝑚 は上記のもの以外に可能性はなく，論理的には曖昧さは残らない．

v 閉多様体の Sobolev空間
(𝑀, 𝑔)を閉多様体とする．アトラス S = { (𝑈𝜆, 𝜑𝜆) }𝜆∈Λとして次のようなものを用意する．

(i) 添字集合 Λは有限集合．
(ii) Sの各チャート (𝑈𝜆, 𝜑𝜆)は，閉包 𝑈𝜆 を含むような 𝑀 のチャート (�̃�𝜆, �̃�𝜆)を 𝑈𝜆 に制
限することで得られる．ここで (�̃�𝜆, �̃�𝜆)が Sのメンバーである必要はない．

さらに 1の分割 {𝜓𝜆 }𝜆∈Λ を一つとる．𝑀 上の関数 𝑓に対し，𝜓𝜆𝑓は，𝑉𝜆 = 𝜑𝜆(𝑈𝜆)で定義され
た（コンパクト台をもつ）関数ともみなせる．以上の状況設定のもとで次のように定義する．

定義．閉多様体𝑀上の Sobolev空間𝑊𝑚(𝑀)および Sobolevノルムを次で定める．

𝑊𝑚(𝑀) = {𝑓 ∈ 𝐿2(𝑀) ∣ Sの各チャートにおいて 𝜓𝜆𝑓 ∈𝑊𝑚(𝑉𝜆) } ,

‖𝑓‖2𝑚 =
∑

𝜆
‖𝜓𝜆𝑓‖2𝑚.

（対応する内積 (⋅, ⋅)𝑚 も定義される．）

Sobolev空間𝑊𝑚(𝑀)はアトラス Sや 1の分割 {𝜓𝜆 }𝜆∈Λ の選び方によらないし，Riemann計
量 𝑔も定義には用いなかった*．Sobolevノルム ‖⋅‖𝑚はもちろん Sや {𝜓𝜆 }𝜆∈Λに依存するが，異
なる Sや {𝜓𝜆 }𝜆∈Λを採用しても，そうして得られる Sobolevノルムは元のものと同値である．
微分形式のなす Sobolev空間𝑊𝑚

(𝑘)(𝑀)の定義も同様にできる．

定義．閉多様体 𝑀 上の微分形式 𝜔に対し，𝑈𝜆 における局所座標表示を 𝜔 =
∑

𝜔𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖1 ∧

𝑑𝑥𝑖2 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 としておく．各 𝜔𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑘 に 𝜓𝜆 を掛けたものを 𝑉𝜆 で定義された関数とみなし，

𝑊𝑚
(𝑘)(𝑀) = {𝜔 ∈ 𝐿2(𝑘)(𝑀) ∣ Sの各チャートですべての 𝜓𝜆𝜔𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑘 が𝑊𝑚(𝑉𝜆)に属する } ,

‖𝜔‖2𝑚 =
∑

𝜆

∑

𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑘

‖𝜓𝜆𝜔𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑘‖
2
𝑚

*Riemann計量 𝑔が与えられていれば，‖⋅‖𝑚 をそれに応じた自然な形で定義し直すこともできる．Levi-Civita接続
を用いて ∇𝑙𝑓をつくり，‖𝑓‖2𝑚 =

𝑚∑

𝑙=0
‖∇𝑙𝑓‖2 とすればよい．とくに非コンパクト多様体では一般にこのように定める．
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と定める．

𝑑の共役作用素 𝑑∗は，𝐿2(𝑘)(𝑀)から 𝐿2(𝑘−1)(𝑀)への作用素として次で与えられた．

dom(𝑑∗) = {𝜔 ∈ 𝐿2(𝑘)(𝑀) ∣ ∃𝜂 ∈ 𝐿2(𝑘−1)(𝑀) s.t. ∀𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑀)に対し (𝜔, 𝑑𝛼) = (𝜂, 𝛼) } , (7.2)

𝜔 ∈ dom(𝑑∗)に対して 𝑑∗𝜔 = (上記 (7.2)の 𝜂).

𝜔 ∈𝑊1
(𝑘)(𝑀)のとき，実は 𝜔 ∈ dom(𝑑∗)であることがわかる．というのは，まず 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑀)に

対し 𝛿𝜔 の局所座標表示を与える公式を，𝜔𝑖1𝑖2…𝑖𝑘 の 1階以下の偏導関数を用いて書き下すこ
とができる．𝜔 ∈ 𝑊1

(𝑘)(𝑀)に対しても同じ公式を流用し，ただし偏導関数を 𝐿2 偏導関数に置
き換えることにより 𝛿𝜔を定義すると，その 𝛿𝜔が (7.2)に現れる条件の 𝜂 になる．こうして
𝑑∗∶ 𝑊1

(𝑘)(𝑀) → 𝐿2(𝑘−1)(𝑀)という有界作用素が得られる．より一般に，まったく同じ公式を用
いて，𝑑∗∶ 𝑊𝑚+1

(𝑘) (𝑀)→𝑊𝑚
(𝑘−1)(𝑀)という有界作用素も定義される．

同様にして，∆の共役作用素 ∆∗は ∆∗∶ 𝑊𝑚+2
(𝑘) (𝑀)→𝑊𝑚

(𝑘)(𝑀)という有界作用素を定める．

v Sobolevの埋め込み定理
𝐿2微分可能性によるアプローチが有用なのは，次の Sobolevの埋め込み定理があるからであ

る．この定理は，𝑓 が 𝐿2 の意味での微分可能性をある程度もてば，通常の意味でも微分可能
性をもつことを主張する．ただし，「𝐿2 の意味で 𝑚階微分可能性をもてば通常の意味でも 𝑚

階微分可能性をもつ」というわけにはいかず（そもそもこれは 𝑚 = 0において正しくない），
次元 𝑛に応じて定まる適切な“余裕”が要る．

定理 7.2 (Sobolev)．𝑈を ℝ𝑛 の開集合とする．𝑓 ∈𝑊𝑚(𝑈)かつ 𝑚 > 𝑙 + 𝑛∕2のとき，𝑓 ∈ 𝐶𝑙(𝑈)．

上記の定理から次が直ちにわかる．

系 7.3．(1)𝑈を ℝ𝑛の開集合とする．𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈)がすべての𝑚 ≧ 0について𝑊𝑚(𝑈)に属してい
れば，𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈)である．
(2)閉多様体𝑀 についても，𝑓 ∈ 𝐿2(𝑀)がすべての 𝑚 ≧ 0について𝑊𝑚(𝑀)に属していれば，

𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)である．

v コンパクト作用素，Rellichの定理
最後にコンパクト作用素について説明しておく．これらは有界作用素のなかでも“小さい”

作用素であって，ある種の近似においては誤差として無視してよいようなものである．

定義．Hilbert空間のあいだの有界作用素 𝑇∶ 𝑉1 → 𝑉2 について，𝑉1 の任意の有界点列 {𝑢𝑗 }に
対し，{𝑇𝑢𝑗 }が 𝑉2における収束部分列をもつとき，𝑇はコンパクト作用素である，もしくは完
全連続作用素であるという．
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例 7.4．(1)有限階作用素（finite-rank operator，dim im𝑇 < ∞をみたす有界作用素 𝑇）はコンパクト作用
素である．なぜなら Hilbert空間 𝑉 の有限次元部分空間𝑊 の有界点列は，Bolzano–Weierstrassの定理に
よりつねに収束部分列をもつから．
(2)無限次元 Hilbert空間 𝑉 について，恒等作用素 𝐼∶ 𝑉 → 𝑉 はコンパクト作用素でない．実際，𝑉 の

無限次元性により，単位ベクトルのみからなる列 {𝑢𝑗 }を，相異なる任意の 𝑗，𝑗′について 𝑢𝑗 ⟂ 𝑢𝑗′ となる
ようとれる．{𝑢𝑗 }は有界点列だが，𝑉において収束部分列をもたない．

次の Rellichの定理を正確に述べるために，定義を一つ追加する．𝑊𝑚(𝑈)における 𝐶∞
𝑐 (𝑈)

の閉包のことを𝑊𝑚
0 (𝑈)と書くことにしよう．𝑊𝑚

0 (𝑈)は𝑊𝑚(𝑈)の閉部分空間だから，Sobolev
ノルム ‖⋅‖𝑚 に関しそれ自身 Hilbert空間である．

定理 7.5 (Rellich)．(1) 𝑈 を ℝ𝑛 の有界な開集合とする．そのとき，𝑚 > 𝑙 とすれば包含写像
𝑊𝑚

0 (𝑈) →𝑊𝑙
0(𝑈)はコンパクト作用素である．

(2)𝑀 を閉多様体とする．そのとき，𝑚 > 𝑙とすれば包含写像𝑊𝑚(𝑀) →𝑊𝑙(𝑀)はコンパク
ト作用素である．

定理 7.5は，気分としては Ascoli–Arzelàの定理*の 𝐿2版といえる．
さて，すでに述べたとおり，コンパクト作用素は有界作用素のうちで“小さい”．とくに例

7.4は，コンパクト作用素 𝐾 が恒等作用素 𝐼 よりも“小さい”ことを示唆する．したがって
𝐼 − 𝐾は 𝐼にある意味で近いはずである．次の定理は，そのことの表現の一つといえよう．

定理 7.6．Hilbert空間 𝑉から 𝑉へのコンパクト作用素 𝐾に対し，𝑇 = 𝐼 − 𝐾とおけば次が成り
立つ．(1) ker𝑇は有限次元．(2) im𝑇は 𝑉の閉部分空間．(3) (im𝑇)⟂も有限次元．

われわれは後で (1)だけを用いるので，それだけ証明しておくことにする†．

［定理 7.6 (1)の証明］𝑢 ∈ ker𝑇ならば 𝑢 = 𝐾𝑢である．したがって，ker𝑇の単位開球を 𝐵と
すれば，𝐵 = 𝐾(𝐵)である．𝐾 のコンパクト性により，𝐾(𝐵)（すなわち 𝐵）の任意の点列は 𝑉

において収束部分列をもたねばならない．ker𝑇が無限次元だと 𝐵はその性質をみたさないの
で（例 7.4 (2)と同様），ker𝑇は有限次元でなければならない．

問題
問題 7.1．𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈)に対し，𝐿2 の意味での 2階偏導関数 𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝑓と 𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖𝑓が両方とも存在するとき，そ
れらは等しいことを示せ．

問題 7.2．𝑊𝑚(𝑈)が完備であることを証明せよ．

問題 7.3．単位開球 𝐵 ⊂ ℝ𝑛 において 𝑓(𝑥) = |𝑥|𝛼 とする（𝛼 ∈ ℝ）．𝑓 ∈ 𝐿2(𝐵)となる 𝛼の範囲，𝑓 ∈𝑊1(𝐵)
となる 𝛼の範囲をそれぞれ決定せよ．

*コンパクト距離空間において，一様有界かつ同程度連続な関数列は一様収束部分列をもつ．
†残りの主張も含めて知りたければ，黒田成俊『関数解析』（共立出版，1980年）の定理 11.20をみよ．
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