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10 1の分割

53. 関数 𝜒∶ ℝ→ ℝを，𝑡 > 0では 𝜒(𝑡) = 𝑒−1∕𝑡 とし，𝑡 ≦ 0では 𝜒(𝑡) = 0とすることに
より定義する．𝜒がℝ上の 𝐶∞級関数であることを示せ．

54. ℝ𝑛 の任意の開集合は 𝜎コンパクトである．そのことを示せ．

ℝ𝑛 は開球 𝐵(0, 𝑖)たちの可算和として ℝ𝑛 =
⋃∞

𝑖=1 𝐵(0, 𝑖)と表せるが，次の問題でみるように，一般の
𝜎コンパクト多様体についても同じような表し方ができる．

55. 𝑀を 𝜎コンパクトな多様体とする．
(1) 𝑀 のコンパクト部分集合の増大列 {𝐾𝑖 }∞𝑖=1 で

⋃∞
𝑖=1𝐾𝑖 = 𝑀 をみたすものが存在

することを示せ．
(2) 次の 3条件をみたす𝑀の開集合の増大列 {𝐵𝑖 }∞𝑖=1が存在することを示せ．
(i) 各 𝑖 = 1，2，3，……について，𝐵𝑖 の𝑀における閉包 𝐵𝑖 はコンパクト．
(ii) 各 𝑖 = 1，2，3，……について，𝐵𝑖 ⊂ 𝐵𝑖+1．

(iii)
∞⋃

𝑖=1

𝐵𝑖 = 𝑀．

［ヒント：(1)の {𝐾𝑖 }∞𝑖=1 をとり，以下のように帰納的に 𝐵𝑖 を構成せよ．まず 𝐾1

を𝑀 の相対コンパクトな有限個の開集合で覆って，それらの開集合たちの和集合
を 𝐵1と定める．次に 𝐾2 ∪ 𝐵1について同様の手続きを行い 𝐵2をつくる．……］

関連してパラコンパクト性の概念を紹介しておく．1の分割の存在定理は，本来はパラコンパクト多
様体について述べてもよいのだが，話をむやみに難しくしないために 𝜎コンパクト多様体の場合に限っ
た．気になる人は yamyamtopo氏による「パラコンパクト性をめぐって」をみよ*．

56. 𝜎コンパクトな多様体𝑀 はパラコンパクトであることを示せ．すなわち，𝑀 の任意
の開被覆 U = {𝑈𝛼 }𝛼∈𝐴 について，その細分になっている†ような𝑀 の局所有限な開被
覆 V = {𝑉𝛽 }𝛽∈𝐵 が存在することを示せ．
［ヒント：前問 (2)の {𝐵𝑖 }∞𝑖=1をとる．各 𝐵𝑖 はコンパクトだから有限部分集合 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴
が存在して 𝐵𝑖 ⊂

⋃
𝛼∈𝐴𝑖

𝑈𝛼 である．各 𝛼 ∈ 𝐴𝑖 に対し 𝑉𝑖,𝛼 = 𝑈𝛼 ∩ (𝑀 ⧵ 𝐵𝑖−1)と定める
（ただし 𝐵0 = ∅としておく）．𝑉𝑖,𝛼 たちをすべての 𝛼，𝑖について集めて Vとする．］

*https://yamyamtopo.wordpress.com/2015/12/19/パラコンパクト性-pdf/
†各 𝛽 ∈ 𝐵について，ある 𝛼 ∈ 𝐴が存在して 𝑉𝛽 ⊂ 𝑈𝛼 であるということ．



問題 57，問題 58で講義の定理 10.1の証明を与える．
それに先立ち，次のような準備をしておこう．𝜎コンパクト多様体𝑀 について，問題 55 (2)で存在を

証明した {𝐵𝑖 }∞𝑖=1 をとる．𝑆𝑖 = 𝐵𝑖 ⧵ 𝐵𝑖−1 とおく（ただし 𝐵0 = ∅と定めておく）*．各 𝑆𝑖 はコンパクトで⋃∞
𝑖=1 𝑆𝑖 = 𝑀である．また各 𝑆𝑖 の開近傍として 𝑆𝑖 = 𝐵𝑖+1 ⧵ 𝐵𝑖−2をとる（𝐵−1 = ∅と定める）．{ 𝑆𝑖 }∞𝑖=1は

𝑀の局所有限な開被覆である（なぜか？）．

57. 𝑀を 𝜎コンパクトな多様体とし，U = {𝑈𝛼 }𝛼∈𝐴を𝑀の開被覆とする．そのとき，さ
らに𝑀 の 2つの開被覆 V = {𝑉𝛽 }𝛽∈𝐵，W = {𝑊𝛽 }𝛽∈𝐵 を，次の 3条件が成り立つよう
にとれることを示せ．（以下で上線は𝑀における閉包を示す．）
(i) 各 𝛽 ∈ 𝐵について，𝑊𝛽 ⊂ 𝑉𝛽 で，さらにある 𝛼 ∈ 𝐴が存在して 𝑉𝛽 ⊂ 𝑈𝛼．
(ii) 各 𝛽 ∈ 𝐵について，𝑉𝛽 はコンパクト（したがって𝑊𝛽 もコンパクト）．
(iii) Vは局所有限（したがってWも局所有限）．
［ヒント：問題の直前で用意した状況設定を用いる．各 𝑆𝑖について，開集合𝑉𝑖,𝑗，𝑊𝑖,𝑗

（𝑗 = 1，2，……，𝑁𝑖）を次がみたされるようにとれ．
(a) 𝑊𝑖,𝑗 ⊂ 𝑉𝑖,𝑗 かつ 𝑉𝑖,𝑗 はコンパクト．
(b) 𝑉𝑖,𝑗 ⊂ 𝑆𝑖 である．さらに，𝑉𝑖,𝑗 はいずれかの𝑈𝛼 に含まれる．
(c) {𝑊𝑖,𝑗 }

𝑁𝑖
𝑗=1は 𝑆𝑖 を被覆している．

それができたら，𝑉𝑖,𝑗 たちを全部集めたものを Vとし，また𝑊𝑖,𝑗 たちを全部集めたも
のをWとすればよい．］

𝑈 を多様体𝑀 の開集合，𝐾 をコンパクトな 𝑈 の部分集合とするとき，𝑀 全体で ℎ ≧ 0をみたす関数
ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀)であって，𝐾 上では ℎ > 0，かつ suppℎ ⊂ 𝑈 であるようなものが存在する．これは問題 53
の関数 𝜒を用いて構成されるのだが†，ここではそのような関数の存在を認めてしまって次に進み，1の
分割の存在証明を完結させよう．

58. 𝑀を 𝜎コンパクトな多様体とし，U = {𝑈𝛼 }𝛼∈𝐴 を𝑀の開被覆とする．
(1) 𝑀上の 1の分割 { 𝜌𝛽 }𝛽∈𝐵であって，各 supp 𝜌𝛽 はコンパクトで，さらに各 𝛽 ∈ 𝐵
についてある 𝛼 ∈ 𝐴が存在して supp 𝜌𝛽 ⊂ 𝑈𝛼 をみたすようなものが存在すること
を示せ．［ヒント：問題 57の結果を用いる．］

(2) Uに従属する 1の分割が存在することを示せ．［ヒント：写像 𝑠∶ 𝐵 → 𝐴 を各
𝛽 ∈ 𝐵 に対し supp 𝜌𝛽 ⊂ 𝑈𝑠(𝛽) となるように定める（選択公理）．各 𝛼 ∈ 𝐴に対し，
∑

𝛽∈𝑠−1(𝛼) 𝜌𝛽 をあらためて 𝜌𝛼 と書く．］

なお，問題 58 (1)の { 𝜌𝛽 }𝛽∈𝐵 のようなものも「Uに従属する 1の分割」とよぶ場合もある．われわれ
はそのような言葉遣いを採用しなかった．

*𝑆は shellの頭文字のつもり．
†松本幸夫『多様体の基礎』（東京大学出版会）補題 14.2．


