
幾何学 1演義（松本） 2023年 10月 6日

1 ℝ𝑛上の微分形式 (1)

1. ℝ3の開集合𝑈で定義された微分 1形式は，一般に

𝜔 = 𝑓 𝑑𝑥 + 𝑔 𝑑𝑦 + ℎ 𝑑𝑧

と表される．𝜔 ∧ 𝜔 = 0であることを直接的な計算によって確かめよ．

2. ℝ3の微分形式

𝜔 = 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥 𝑑𝑧, 𝜂 = 𝑧 𝑑𝑦, 𝜏 = 𝑧 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + 𝑥 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

について，𝜔 ∧ 𝜂，𝜔 ∧ 𝜏，𝜂 ∧ 𝜏を求めよ．

3. 𝑛を正整数とする．ℝ2𝑛 の微分 2形式

𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑥3 ∧ 𝑑𝑥4 +⋯ + 𝑑𝑥2𝑛−1 ∧ 𝑑𝑥2𝑛

について，𝜔 ∧ 𝜔 ∧⋯ ∧ 𝜔
⏟⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⏟

𝑛 個

を求めよ．

4. ℝ𝑛 の開集合𝑈で定義された関数 𝑓に対し，微分 1形式 𝑑𝑓を

𝑑𝑓 =
𝑛∑

𝑖=1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥𝑖

と定義する（𝑓の微分ないし全微分）．曲線 𝛾∶ [𝑎, 𝑏]→ 𝑈に沿った 𝑑𝑓の線積分は

∫
𝛾
𝑑𝑓 = 𝑓(𝛾(𝑏)) − 𝑓(𝛾(𝑎))

で与えられることを示せ．

5. 𝑈 = ℝ2 ⧵ { (0, 0) }で定義された微分 1形式

𝜔 = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 + 𝑥

𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦

を考える．曲線 𝛾∶ [0, 2𝜋] → 𝑈 を 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡)によって定義する．線積分∫
𝛾
𝜔

の値を求めよ．また，𝜔 = 𝑑𝑓をみたす𝑈上の関数 𝑓が存在しないことを示せ．



6. ℝ𝑛 の開集合 𝑈 で定義された微分 𝑘 形式 𝜔とベクトル場 𝑋1，𝑋2，……，𝑋𝑘 に対し，
関数 𝜔(𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑘)を次の性質 (i)，(ii)によって定義する．
(i) 𝜔(𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑘)は 𝜔，𝑋1，𝑋2，……，𝑋𝑘 の各々について 𝐶∞(𝑈)線形．
(ii) (𝑑𝑥𝑖1 ∧ 𝑑𝑥𝑖2 ∧⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘) (

𝜕
𝜕𝑥𝑗1

, 𝜕
𝜕𝑥𝑗2

,… , 𝜕
𝜕𝑥𝑗𝑘

)は次の行列式に等しい*：

||||||||||||||||||||||||||||

𝑑𝑥𝑖1 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗1

) 𝑑𝑥𝑖1 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗2

) … 𝑑𝑥𝑖1 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑘
)

𝑑𝑥𝑖2 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗1

) 𝑑𝑥𝑖2 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗2

) … 𝑑𝑥𝑖2 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑘
)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑑𝑥𝑖𝑘 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗1

) 𝑑𝑥𝑖𝑘 (
𝜕
𝜕𝑥𝑗2

) … 𝑑𝑥𝑖𝑘 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑘
)

||||||||||||||||||||||||||||

.

(1) 微分 𝑘形式 𝜔が交代的であること，すなわち

𝜔(𝑋𝜎(1), 𝑋𝜎(2),… , 𝑋𝜎(𝑘)) = (sgn𝜎)𝜔(𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑘)

であることを示せ．ただし 𝜎は { 1, 2,… , 𝑘 }の任意の置換で，sgn𝜎はその符号．
(2) 微分 1形式 𝜔1，𝜔2，……，𝜔𝑘 およびベクトル場 𝑋1，𝑋2，……，𝑋𝑘 に対し

(𝜔1 ∧ 𝜔2 ∧⋯ ∧ 𝜔𝑘)(𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑘) =

||||||||||||||||||

𝜔1(𝑋1) 𝜔1(𝑋2) … 𝜔1(𝑋𝑘)
𝜔2(𝑋1) 𝜔2(𝑋2) … 𝜔2(𝑋𝑘)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝜔𝑘(𝑋1) 𝜔𝑘(𝑋2) … 𝜔𝑘(𝑋𝑘)

||||||||||||||||||

であることを示せ．
(3) 微分 𝑘形式 𝜔，微分 𝑙形式 𝜂，およびベクトル場 𝑋1，𝑋2，……，𝑋𝑘+𝑙 に対し

(𝜔 ∧ 𝜂)(𝑋1, 𝑋2,… , 𝑋𝑘+𝑙)

= 1
𝑘!𝑙!

∑

𝜎∈𝑆𝑘+𝑙

(sgn𝜎)𝜔(𝑋𝜎(1),… , 𝑋𝜎(𝑘))𝜂(𝑋𝜎(𝑘+1),… , 𝑋𝜎(𝑘+𝑙))

であることを示せ．ただし 𝑆𝑘+𝑙 は { 1, 2,… , 𝑘 + 𝑙 }のすべての置換からなる集合を
表す（𝑘 + 𝑙次の置換群）．

*実は (𝑑𝑥𝑖1 ∧ 𝑑𝑥𝑖2 ∧⋯∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 ) (
𝜕

𝜕𝑥𝑗1
, 𝜕
𝜕𝑥𝑗2

,… , 𝜕
𝜕𝑥𝑗𝑘

)の値をこの行列式の 1∕𝑘!倍と約束する流儀もある．（2つの
流儀の違いは「𝑘個のベクトルが張る正 2𝑘面体の体積を考えるか，𝑘単体（点，線分，三角形，四面体，……）の体積
を考えるかの違いだ」と説明されることがある．）文献にあたるときはどちらの流儀が採用されているか注意すること．


