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以下の問題に答えよ．多様体や微分形式はつねに 𝐶∞ 級のものだけを考える．de Rhamの
定理は使わずに済むように出題したつもりだが，使ってもよい．第 1問，第 2問の「アトラ
ス」，「チャート」はそれぞれ「（局所）座標近傍系」，「（局所）座標近傍」と同義である．
第 5問，第 6問については，厳密な論証ができなくてもアイデアを述べようと努めること．

1. 𝑀をHausdorff空間とする．𝑀の 𝐶∞級アトラスとは何か説明せよ．

2. 𝑆2をℝ3の原点を中心とする単位球面とし，ℝ3上の微分 2形式 𝜔 = 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧を 𝑆2へ
と引き戻したものを 𝜂 と書く．𝑆2 の開集合 𝑈 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆2 ∣ 𝑧 > 0 }において，局
所座標系 (𝑢, 𝑣)を 𝑢 = 𝑥，𝑣 = 𝑦によって定める．チャート (𝑈;𝑢, 𝑣)における 𝜂の局所
座標表示を求めよ．

3. 多様体𝑀 上に微分 𝑘形式 𝜔，𝜔′ があり，これらは同一の de Rhamコホモロジー類
に属している（いいかえると𝐻𝑘

dR(𝑀)の二つの元 [𝜔]，[𝜔′]は等しい）と仮定する．そ
のとき，𝑁を𝑀の向きづけ可能なコンパクト 𝑘次元部分多様体とすれば

∫
𝑁
𝜔 =∫

𝑁
𝜔′

が成り立つ（𝑁にはどのような向きを与えてもよい．ただし，左辺と右辺で異なる向き
を採用したりはせず，同じ向きを用いる）．理由を Stokesの定理にもとづき説明せよ．

4. 𝑀，𝑁 を多様体とする．さらにいずれも空集合ではないと仮定する．0以上の整数 𝑘
について，𝐻𝑘

dR(𝑀) ≠ 0ならば𝐻𝑘
dR(𝑀 ×𝑁) ≠ 0であることを示せ．

5. ℝ4の原点を中心とする単位球面 𝑆3において，二つの円周

𝐶1 = { (𝑥, 𝑦, 0, 0) ∈ ℝ4 ∣ 𝑥2 + 𝑦2 = 1 } , 𝐶2 = { (0, 0, 𝑧, 𝑤) ∈ ℝ4 ∣ 𝑧2 + 𝑤2 = 1 }

を考える．𝑀 = 𝑆3 ⧵ (𝐶1 ∪ 𝐶2)の de Rhamコホモロジー群 𝐻𝑘
dR(𝑀)を各 𝑘について求

めよ．ただし 𝑆1，𝑆2の de Rhamコホモロジー群は既知としてよい．

6. ℝ2 上のすべての回転不変な 𝐶∞ 級関数および微分 1形式からなるベクトル空間を，
それぞれ 𝐶∞

𝑆1(ℝ
2)，Ω1

𝑆1(ℝ
2)で表そう（ここでは 𝑆1は単に回転を象徴する記号として用

いられている）．すなわち，𝑅𝜃 ∶ ℝ2 → ℝ2を原点を中心とする角 𝜃の回転として

𝐶∞
𝑆1(ℝ

2) = {𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ2) ∣ 任意の 𝜃 ∈ ℝに対し 𝑓 ◦ 𝑅𝜃 = 𝑓 } ,

Ω1
𝑆1(ℝ

2) = {𝜔 ∈ Ω1(ℝ2) ∣ 任意の 𝜃 ∈ ℝに対し 𝑅∗𝜃𝜔 = 𝜔 }

と定義する．Ω1
𝑆1(ℝ

2)に属する任意の閉形式は，ある 𝑓 ∈ 𝐶∞
𝑆1(ℝ

2)の外微分 𝑑𝑓に一致
することを示せ．


