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8 測地線 (2)

8.1 Riemann多様体 (𝑀, 𝑔)の任意の点 𝑝 ∈ 𝑀 に対し，ある開近傍 𝑈 と 𝜀 > 0が存在して，
任意の 𝑞 ∈ 𝑈 に対し指数写像 exp𝑞 が 𝐵𝜀(0) ⊂ 𝑇𝑞𝑀 で定義されて像 𝐵𝜀(𝑞) = exp𝑞(𝐵𝜀(0))

の上への微分同相写像となる．このことを次のようにして証明せよ．
(1) 正規形常微分方程式の一般論によって，点 𝑝 の開近傍 𝑈 と 𝜀 > 0 を「任意の

𝑞 ∈ 𝑈 に対し指数写像 exp𝑞 が 𝐵𝜀(0) ⊂ 𝑇𝑞𝑀 で定義される」ようにとれる．そのよ
うにとった 𝑈と 𝜀を用いて，U ⊂ 𝑇𝑀を

U =
⨆

𝑞∈𝑈

{ 𝑣 ∈ 𝑇𝑞𝑀 ∣ |𝑣| < 𝜀 }

で定義しよう．𝑇𝑞𝑀 のベクトル 𝑣 を (𝑞, 𝑣)とも書くことにして，𝐹∶ U ,→ 𝑈 ×𝑀

を 𝐹(𝑞, 𝑣) = (𝑞, exp𝑞(𝑣))によって定義する．接束 𝑇𝑀 の点 (𝑝, 0)における接空間は
𝑇𝑝𝑀 ⊕ 𝑇𝑝𝑀 と同一視できるが，この同一視のもとで (𝑑𝐹)(𝑝,0) = id𝑇𝑝𝑀⊕𝑇𝑝𝑀 である
ことを示せ．

(2) (1)の結論と逆写像定理により，点 (𝑝, 0)のある開近傍 U′ ⊂ Uが存在して，𝐹 は
U′から 𝐹(U′)への微分同相写像を与える．U′は小さく取り直してもよいので，

U′ =
⨆

𝑞∈𝑈′

{ 𝑣 ∈ 𝑇𝑞𝑀 ∣ |𝑣| < 𝜀′ }

という形であるとしてよい．このとき，任意の 𝑞 ∈ 𝑈′ に対し exp𝑞 が 𝐵𝜀′(0) ⊂ 𝑇𝑞𝑀

から 𝐵𝜀′(𝑞)への微分同相写像であることを示せ．

8.2 曲線 𝛾∶ 𝐼 ,→ 𝑀の局所最短性は，次の条件 (∗)とは同値でないことを説明せよ．
(∗) 任意の 𝑡0 ∈ 𝐼 に対し，𝑡0 の近傍 𝐼′ ⊂ 𝐼 が存在して，任意の 𝑡 ∈ 𝐼′ ⧵ { 𝑡0 } に対し，

𝛾|[𝑡0,𝑡]（𝑡 > 𝑡0のとき）ないし 𝛾|[𝑡,𝑡0]（𝑡 < 𝑡0のとき）は同じ始点と終点をもつ区分的
に滑らかな曲線の中で最短である．

8.3 区分的に滑らかな曲線 𝛾∶ [𝑎, 𝑏] ,→ 𝑀が，同じ始点と終点をもつ区分的に滑らかな曲
線のうちで最短であるとする．そのとき 𝛾は局所最短性ももつことを示せ．（したがっ
て 𝛾はパラメタづけを変更すれば測地線である．）

8.4 閉 Riemann多様体 (𝑀, 𝑔)では*，ある 𝜀 > 0が存在して，任意の点 𝑝 ∈ 𝑀に対して指
数写像 exp𝑝 が 𝐵𝜀(0) ⊂ 𝑇𝑝𝑀 で定義されて像 𝐵𝜀(𝑝) = exp𝑝(𝐵𝜀(0))の上への微分同相写像
となることを示せ．（そのような 𝜀の上限は (𝑀, 𝑔)の単射半径とよばれる．）

*閉 Riemann多様体とはコンパクトな Riemann多様体のこと．


