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5 曲率 (1)

5.1⋆ 回転放物面 𝑀 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∣ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 } を考える．ℝ3 の Euclid 計量から誘導
される 𝑀 の Riemann計量を 𝑔とする．正射影 𝜑∶ 𝑀 ,→ ℝ2，(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦,→ (𝑥, 𝑦)によっ
てチャート (𝑀,𝜑) を与え，これにより定まる 𝑀 の座標系を (𝑥, 𝑦) で表す．(𝑀, 𝑔) の
Riemann曲率テンソルの座標系 (𝑥, 𝑦)に関する局所表示 𝑅 𝑘

𝑖𝑗 𝑙 を考える（𝑥に対応する添
字を 1，𝑦に対応する添字を 2としよう）．𝑅 𝑘

𝑖𝑗 𝑙 をすべての 𝑖，𝑗，𝑘，𝑙について求めよ．

5.2 (1) Riemann計量 𝑔があるチャート (𝑈;𝑥1,… , 𝑥𝑛)において 𝑔𝑖𝑗 = 𝑒2𝑓𝛿𝑖𝑗（𝑓は関数）と
局所表示されているとする．(0, 4)型の曲率テンソルが

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑒2𝑓(−𝛿𝑖𝑘𝑓𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝑓𝑗𝑘 + 𝛿𝑗𝑘𝑓𝑖𝑙 − 𝛿𝑗𝑙𝑓𝑖𝑘

+ 𝛿𝑖𝑘𝑓𝑗𝑓𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝑓𝑗𝑓𝑘 − 𝛿𝑗𝑘𝑓𝑖𝑓𝑙 + 𝛿𝑗𝑙𝑓𝑖𝑓𝑘 − (𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘)
𝑛∑

𝑚=1
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で与えられることを確かめよ．ただしここでは 𝑓𝑖 = 𝜕𝑓∕𝜕𝑥𝑖，𝑓𝑖𝑗 = 𝜕2𝑓∕𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 と
書いている．

(2) 双曲空間 ℍ𝑛 の任意のチャートにおいて 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)であることを示
せ．［注：両辺ともにテンソルの局所表示になっており，局所座標系の取りかえに
関して同一の変換則をみたすので，ある開集合 𝑈 で定義された特定の局所座標系
について等式を証明すれば，𝑈上のあらゆる局所座標系について同じ等式が証明さ
れたことになる．］

(3) 球面 𝑆𝑛 の任意のチャートにおいて 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 であることを示せ．

5.3 𝑇∶ 𝔛(𝑀) ×⋯ ×𝔛(𝑀)
⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟

𝑠 個

,→ Γ(𝑇𝑀 ⊗⋯⊗ 𝑇𝑀
⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟

𝑟 個

)を多重実線型写像とする．この 𝑇 があ

る (𝑟, 𝑠)型テンソル 𝑇̃によって与えられる写像に一致する*ことは，𝑇が多重関数線型で
あることと同値である（このとき 𝑇とテンソル 𝑇̃を同一視し，𝑇はテンソル　・で・あ・る　とい
う言い方をすることが多い）．さて，接束 𝑇𝑀の接続 ∇が与えられているとする．
(1) 𝜏(𝑋,𝑌) = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 − [𝑋,𝑌]が 2重関数線型であることを確かめよ．ゆえに 𝜏

は (1, 2)型テンソルである（捩率テンソル）†．
(2) 𝑅(𝑋,𝑌, 𝑍) = 𝑅(𝑋,𝑌)𝑍 = ∇𝑋∇𝑌𝑍 −∇𝑌∇𝑋𝑍 −∇[𝑋,𝑌]𝑍が 3重関数線型であることを
確かめよ．ゆえに 𝑅は (1, 3)型テンソルである（Riemann曲率テンソル）．

*どんな 𝑋1，…，𝑋𝑠 ∈ 𝔛(𝑀)を代入しても 𝑇(𝑋1,… , 𝑋𝑠) = 𝑇̃(𝑋1,… , 𝑋𝑠)となるという意味でいっている．
†記号 𝜏を使ったのは，単に上の説明ですでに 𝑇を使ってしまったからである．𝜏が一般的というわけではない．



5.4 球面 𝑆2における平行移動を調べたい．そのために次のように考える．
(1) (𝑀, 𝑔) を 𝑛 次元 Riemann 多様体，𝑁 をその 𝑘 次元部分多様体とする（ただし

𝑘 < 𝑛）．𝑁 の接束の接続 ∇𝑁 を次のようにして定義しよう．𝑋，𝑌 を 𝑁 のベクト
ル場とする．任意の点 𝑝 ∈ 𝑁 に対し，𝑝を含む𝑀 のチャート (𝑈;𝑥1,… , 𝑥𝑛)であっ
て 𝑈 ∩ 𝑁 = { 𝑞 ∈ 𝑈 ∣ 𝑥𝑘+1(𝑞) =⋯ = 𝑥𝑛(𝑞) = 0 }となるものをとれる．そこで 𝑈 ∩ 𝑁

に制限すると 𝑋，𝑌 に一致するような 𝑈 のベクトル場 𝑋̃，𝑌̃ をとる．その上で，
(𝑀, 𝑔)の Levi-Civita接続 ∇を用いて

(∇𝑁
𝑋𝑌)(𝑝) = (∇𝑋̃𝑌̃)(𝑝)の接成分

と定める．(∇𝑁
𝑋𝑌)(𝑝)が well-definedであることを示せ．また，ℎ を 𝑁 に誘導され

る Riemann計量とするとき，∇𝑁 は (𝑁, ℎ)の Levi-Civita接続であることを示せ．
(2) (1)と同じ状況設定のもとで，𝑁 の曲線 𝛾∶ 𝐼 ,→ 𝑁 を考える．また 𝑋 = 𝑋(𝑡)を 𝛾

に沿って定義された 𝑁 のベクトル場とする．∇𝑁
𝛾̇ 𝑋 = 0であるためには，∇𝛾̇𝑋 が各

𝑡 ∈ 𝐼において 𝑇𝛾(𝑡)𝑁に直交していることが必要十分であることを示せ．
(3) 𝑆2 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∣ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 }について，点 (1, 0, 0) ∈ 𝑆2 における接ベク
トル 𝑣 = (𝜕∕𝜕𝑦)(1,0,0) を考える．𝑆2 の曲線 𝛾1∶ [0, 𝜋] ,→ 𝑆2，𝛾1(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡, 0)に
沿った 𝑣 の平行移動を求めよ．また 𝛾2∶ [0, 𝜋] ,→ 𝑆2，𝛾2(𝑡) = (cos 𝑡, 0, sin 𝑡)に沿っ
た 𝑣の平行移動を求めよ．

5.5 双曲平面 ℍ2 における平行移動を調べよう．上半平面モデルによる座標系 (𝑥, 𝑦)を用
いる．曲線 𝛾∶ (−∞,∞) ,→ ℍ2，𝛾(𝑡) = (𝑡, 1)を考える．𝛾に沿って定義された平行なベ
クトル場 𝑋(𝑡)であって，𝑋(0) = (𝜕∕𝜕𝑦)(0,1)であるようなものを求めよ．

5.6 接束 𝑇𝑀の接続 ∇があるとき，任意のテンソル束 𝐸に対し，∇∶ Γ(𝐸) ,→ Γ(𝑇∗𝑀⊗𝐸)

という線型写像が定義される．具体的には，𝐸 が (𝑟, 𝑠)型テンソル束なら，𝑇 ∈ Γ(𝐸)に
対し (𝑟, 𝑠 + 1)型テンソル ∇𝑇 ∈ Γ(𝑇∗𝑀 ⊗𝐸)を

(∇𝑇)(𝑋,𝑋1,… , 𝑋𝑠) = (∇𝑋𝑇)(𝑋1,… , 𝑋𝑠)

によって定義する（∇𝑇 は各変数について関数線型だからテンソル）．たとえば 𝑇 が
𝑇𝑀⊗𝑇∗𝑀⊗𝑇∗𝑀の切断ならば，テンソル ∇𝑇は 𝑇∗𝑀⊗𝑇𝑀⊗𝑇∗𝑀⊗𝑇∗𝑀の切断であ
る．この例では ∇𝑇 を局所表示によって (∇𝑇) 𝑗𝑖 𝑘𝑙 と書くことができるが，この (∇𝑇) 𝑗𝑖 𝑘𝑙
を ∇𝑖𝑇

𝑗
𝑘𝑙 とも書くものと約束する．

接束の任意の接続 ∇と任意のベクトル場 𝑋に対し

∇𝑖∇𝑗𝑋𝑘 − ∇𝑗∇𝑖𝑋𝑘 = 𝑅 𝑘
𝑖𝑗 𝑙𝑋

𝑙 − 𝜏𝑙𝑖𝑗∇𝑙𝑋
𝑘

であることを示せ．ただし 𝜏は捩率テンソル．［注：∇𝑖∇𝑗𝑋𝑘 は (∇(∇𝑋)) 𝑘
𝑖𝑗 のことで，一

般に (∇ 𝜕
𝜕𝑥𝑖
∇ 𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑋)𝑘 に等しくはない．］


