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2 Riemann計量

2.1⋆ 𝑆𝑛 ⊂ ℝ𝑛+1から北極 𝑝+ = (0,… , 0, 1)を除いた開集合 𝑈 = 𝑆𝑛 ⧵ {𝑝+ }において，𝑝+を中
心とするステレオグラフィック射影によって定義される局所座標系 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)を考える．
すなわち，各 𝑥𝑖 は 𝑈 で定義された関数で，(𝑦1,… , 𝑦𝑛+1)を ℝ𝑛+1 の標準的な座標系とす
れば

𝑦𝑖 = 2𝑥𝑖

1 + |𝑥|2
（𝑖 = 1, … , 𝑛）， 𝑦𝑛+1 = 1 − |𝑥|2

1 + |𝑥|2

である（ただし |⋅|は ℝ𝑛 における通常のノルム）．この (𝑥1,… , 𝑥𝑛)に関して，𝑆𝑛 の通常
の Riemann計量 𝑔は

𝑔𝑖𝑗 =
4

(1 + |𝑥|2)2
𝛿𝑖𝑗

と表されることを示せ．𝑛 = 2の場合だけを考えることにしてもよい．［ヒント．正射
影による局所座標系に関する表示を出発点として，局所表示の変換則を用いて求めるこ
とも可能だが，𝑔は ℝ𝑛+1の Euclid計量から誘導される計量であるから，直接的に 𝜕∕𝜕𝑥𝑖

を ℝ𝑛+1の接ベクトルとして表すことで 𝑔を求めるほうが簡単だろう．］

2.2 双曲空間 ℍ𝑛の Riemann計量 𝑔は，ℍ𝑛を Poincaré開球モデルによって単位開球 𝐵𝑛と
みなすとき，標準座標系 (𝑥1,… , 𝑥𝑛)を用いて

𝑔𝑖𝑗 =
4

(1 − |𝑥|2)2
𝛿𝑖𝑗

によって与えられる．
ℍ𝑛 は次の写像 𝜑によって上半空間 𝐻𝑛 = { (𝑦′, 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 ∣ 𝑦𝑛 > 0 }とも同一視される：

𝜑∶ 𝐵𝑛 → 𝐻𝑛, 𝜑(𝑥) = 2
𝑥 + 𝑒𝑛
|𝑥 + 𝑒𝑛|2

− 𝑒𝑛, 𝑒𝑛 = (0,… , 0, 1).

この 𝜑を ℍ𝑛 のチャートと考えることができる．それにより (𝑦1,… , 𝑦𝑛)を ℍ𝑛 の座標系
と見なす．この座標系に関して 𝑔がどのように表示されるか求めたい．
(1) 𝑦 = 𝜑(𝑥) のとき，|𝑥 + 𝑒𝑛||𝑦 + 𝑒𝑛| = 2 であることを示せ．さらに 1 − |𝑥|2 =

4𝑦𝑛∕|𝑦 + 𝑒𝑛|2であることを示せ．［ヒント．𝑋 = 𝑥 + 𝑒𝑛，𝑌 = 𝑦 + 𝑒𝑛 とおくと計算し
やすい．後半の計算では 𝑋𝑛∕|𝑋| = 𝑌𝑛∕|𝑌|であることにも注意せよ．］

(2) 上半空間の座標系 (𝑦1,… , 𝑦𝑛)に関して

𝑔𝑖𝑗 =
1

(𝑦𝑛)2
𝛿𝑖𝑗

であることを示せ．



【補足】Riemann計量の引き戻し
𝑓∶ 𝑁 → 𝑀を 𝐶∞級写像，𝑔を𝑀の Riemann計量とするとき，各点 𝑝 ∈ 𝑁において

ℎ𝑝(𝑣, 𝑤) ∶= 𝑔𝑓(𝑝)(𝑓∗𝑣, 𝑓∗𝑤), 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑁

によって ℎ𝑝 を定義すれば，ℎ𝑝 は 𝑁 の Riemann 計量 ℎ を定める．この ℎ を 𝑓∗𝑔 と書いて，
Riemann計量 𝑔の 𝑓による引き戻し（pullback）とよぶ．
例 1．𝑀の Riemann計量 𝑔から部分多様体 𝑁に誘導される計量とは，包含写像 𝜄∶ 𝑁 → 𝑀による 𝑔の引
き戻しのことだといってもよい．

例 2．Riemann計量 𝑔のチャート (𝑈,𝜑)に関する局所表示とは，𝑔|𝑈 の 𝜑−1 ∶ 𝑈′ → 𝑈 による引き戻しを
𝑈′ ⊂ ℝ𝑛 の標準座標系によって表示したものともいえる．さらにこの観点からいえば，局所表示の変換
というのは，𝜑 ◦ 𝜓−1 による引き戻しだと見なすこともできる．

𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 と表されているとする．また，写像 𝑓を𝑀のチャート (𝑈,𝜑)と 𝑁のチャート

(𝑉, 𝜓)で 𝑓(𝑉) ⊂ 𝑈なるものを用いて

𝑓(𝑦1,… , 𝑦𝑛) = (𝑓1(𝑦1,… , 𝑦𝑛),… , 𝑓𝑚(𝑦1,… , 𝑦𝑛))

と表す（正確には 𝑓(𝜓−1(𝑦1,… , 𝑦𝑛)) = 𝜑−1(𝑓1(𝑦1,… , 𝑦𝑛),… , 𝑓𝑚(𝑦1,… , 𝑦𝑛)) の意）．そのとき
ℎ = 𝑓∗𝑔を求めるには，𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗 に 𝑥𝑖 = 𝑓𝑖(𝑦1,… , 𝑦𝑛)を「代入」して整理すればよい．という
のは，

𝑔(𝑓∗𝑣, 𝑓∗𝑤) = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖(𝑓∗𝑣)𝑑𝑥𝑗(𝑓∗𝑤) = 𝑔𝑖𝑗(𝑓

∗𝑑𝑥𝑖)(𝑣)(𝑓∗𝑑𝑥𝑗)(𝑤)

= 𝑔𝑖𝑗𝑑(𝑓
∗𝑥𝑖)(𝑣)𝑑(𝑓∗𝑥𝑗)(𝑤) = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑓

𝑖(𝑣)𝑑𝑓𝑗(𝑤)

が成り立つからである．
以下の問いに答えよ．「式が勝手に計算してくれる」感覚がわくのではないかと思う．

2.3 上記の計算方法を用いて，球面 𝑆𝑛 の Riemann計量の，ステレオグラフィック射影に
よる局所座標系に関する表示を求めてみよ．

2.4 同様にして，双曲空間 ℍ𝑛 の Riemann計量の，上半空間モデルによる座標系に関する
表示を求めてみよ．

微分同相写像 𝑓∶ 𝑀 → 𝑀 が 𝑓∗𝑔 = 𝑔をみたすとき，𝑓は𝑀 の等長変換であるという．たと
えば Euclid空間 ℝ𝑛 の等長変換の例として，平行移動，直交行列の作用，およびそれらの合成
が挙げられる．実は Euclid空間 ℝ𝑛 の等長変換は以上のもので尽くされる．これを証明するに
は，ある点 𝑝 ∈ 𝑀 について，「点 𝑝を固定する等長変換であって 𝑇𝑝𝑀 の直交変換を誘導する
ようなものは恒等変換しかない」ということを証明すればよい（なぜか？）．
実は，連結な Riemann多様体について一般に，任意の 𝑝 ∈ 𝑀 について「」に書かれたこと

が成り立つ．これを証明するには，あとで導入する正規座標系の概念を用いるのがよい．


