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§3 多様体上の微分形式 (1)

C∞ 多様体 M 上の 1次微分形式 αとは，各点 p ∈ M ごとに余接空間 T∗
pM の元 αp が与えら

れている族 { αp }p∈M のことである．開集合 U ⊂ M でも「U 上で定義された 1次微分形式」
の概念が意味をもつ．
とくに，座標近傍 (U; x1, . . . , xn)では，U 上の 1次微分形式 dx1, . . . , dxn が

(dx1)p , . . . , (dxn)p は
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, . . . ,
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p

の双対基底である

と約束することで定義される∗．
また，関数 f : M → Rに対しその全微分とよばれる 1次微分形式 df がある．これは接ベク
トル X ∈ TpM に対し (df )p(X) = X f とすることで定義される．

問 3.1 多様体 M の座標近傍 (U; x1, . . . , xn)において

df =
∂ f
∂x1
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dxn (⋆)

であることを，dx1, . . . , dxn と df の定義にもとづいて証明せよ．

â 関係式 (⋆)から，座標 xi を U 上で定義された関数とみなすと，その全微分は dxi に一致する
ことがわかる．これは初めから dxi を xi の全微分として定義してもよいということでもある．

多様体の具体例として球面 Sn ⊂ Rn+1 を思い出す（以降，とくに断らない限り原点を中心と
する単位球面とする）．Sn の座標近傍系をつくるために，ここでは立体射影を使うことにしよ
う．Rn+1 の標準的な座標を (X1, . . . ,Xn,Xn+1)とする．北極 p+ = (0, . . . ,0,1)に関する立体射
影 φ : Sn \ { p+ } → Rn とその逆写像は

φ(X1, . . . ,Xn,Xn+1) =
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)
である．また，南極 p− = (0, . . . ,0,−1)に関する立体射影 ψ : Sn \ { p− } → Rn とその逆写像は
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)
∗講義での定義と違うかもしれない．どちらの定義を使ってもよいが，どちらを使うのかははっきりと意識し，ま

た循環論法が起こらないように注意すること．以降でも同じようなことがあると思う．



で与えられる．

問 3.2 Rn+1 の座標 Xn+1 を Rn+1 で定義された関数とみて，それを Sn に制限したものを h

とする（“高さ関数”）．h の全微分 dh を (Sn \ { p+ } , φ)，(Sn \ { p− } ,ψ)において局所
座標表示せよ．

さて，微分形式 αを具体的に記述するときには，一気に大域的な記述を与えるのが困難な場
合も多い．そういうときは，各座標近傍において局所座標表示を与えることにより α を定め
るという手もある．ただしこの場合，二つの座標近傍の共通部分において，同じ微分形式が与
えられていることを確かめる必要が出てくる．具体的には座標変換の計算を行うことになる．
(U; dx1, . . . , dxn)と (V ; dy1, . . . , dyn)の共通部分 U ∩ V において

dyj =
∑
i

∂yj

∂xi
dxi

という関係が成り立つことを用いる．

問 3.3 円周 S1 ⊂ R2 を考える．次のように座標近傍 (U; θ1)，(V ; θ2)を定義する：

U = S1 \ { (1,0) } , φ(cos θ1, sin θ1) = θ1 (0 < θ1 < 2π),
V = S1 \ { (−1,0) } , ψ(cos θ2, sin θ2) = θ2 (−π < θ2 < π).

U 上の 1次微分形式 αU，V 上の 1次微分形式 αV をそれぞれ

αU = dθ1, αV = dθ2

によって定める．U ∩ V 上で αU = αV であることを確かめよ．したがって S1 の微分 1
形式 αを

αp =

{
(αU )p, p ∈ U,
(αV )p, p ∈ V

と定義することができる．

問 3.3のような方法で α を定義することを指して，「αU と αV を貼り合わせて α を定義す
る」ということがある．(αU )|U∩V = (αV )|U∩V は「貼り合わせ可能性条件」といえる．

問 3.4 球面 S2 に，北極からの立体射影 φ と南極からの立体射影 ψ によって，座標近傍
(U; x1, x2)，(V ; y1, y2)を定義する．ただし U = S2 \ { p+ }，V = S2 \ { p− } である．U

の微分 1形式 αU，V の微分 1形式 αV をそれぞれ

αU =
x1 dx2 − x2 dx1

(1 + |x |2)2
, αV =

y1 dy2 − y2 dy1
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によって定める．U ∩ V 上で αU = αV であることを確かめよ．したがって，αU と αV

を貼り合わせて S2 の微分 1形式 αを定義することができる．


