
代数幾何学による次元公式の計算

浜畑 芳紀（東京理科大学理工学部）

はじめに

対馬龍司氏の Siegel保型形式の次元公式に関する論文を紹介する. 論文では
代数幾何学の様々の結果が使われているので, 最初の節をそれらの解説に充て
る. 例をいくつか載せたが, 次節以降の記号, 結果を使っているものもあるの
で, 初読の際は飛ばしていただきたい. 第 2節は対馬氏の論文の解説である. 最
後の節は Hilbert保型形式の次元公式についての解説である. Shimizuの次元
公式については証明にはまったく触れず, 次元公式を使った次元の計算方法に
ついて述べる. また, Hilbert modular群の torsion-freeな部分群の場合に代数
幾何学による次元公式を解説する.

本稿を書く機会を下さった伊吹山知義先生に深く感謝します.
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1 代数幾何学の方法と結果

1.1 Riemann-Roch-Hirzebruchの定理

1.1.1 Chern類

ここでは後で必要になるChern類を定義する. Chern類とは特性類の一種で
ある. 特性類とは, 多様体の大局的な曲がり具合を cohomoloy類で表したもの
といえる. 特性類として, Euler類, Stiefel-Whitney類, Pontrjagin類, Chern類
があるが, ベクトル ·バンドルの特性類はこの 4種類のみである. 現在知られて
いる特性類の定義は次の 3つである：(1) 微分形式を使う微分幾何学的定義,

(2) 障害類による位相幾何学的定義, (3) Grassmann多様体の cohomologyを
使う定義.

定義（その１） X を実多様体とする. V をX 上の複素ベクトル ·バンドル
でファイバーCqをもつものとする. A0(X)をX上の微分可能な複素関数全体
のなす環, Ap(V )を V に値をとるX上の p次微分形式全体のなす加群とする.

f ∈ A0(X)と ξ ∈ Ap(V )に対し, fξ ∈ Ap(V )が定義されて, Ap(V )はA0(M)-加
群になる. V の接続∇ : A0(V ) → A1(V )を共変外微分D : Ap(V ) → Ap+1(V )

に拡張し, R = D ◦ D : A0(V ) → A2(V ) とおくと, R ∈ A2(End(V ))である.

このRを∇の曲率という.

det

(
λI − R

2πi

)
= λq + c1(V,∇)λq−1 + · · ·+ cq(V,∇)

と展開する. ここに, I は V の恒等変換. （Rは 2次の微分形式だから, 他の
微分形式と可換となり, 普通の数のように左辺を展開できる. 後で分かるよ
うに, 分母の 2πiは ci(V,∇)がH∗(X,Z)の元を定めるようにするため.）右辺
の係数 ci(V,∇)は 2i次微分形式である. End(detV )上では, Dは通常の外微
分 dと等しい. det(λI − R

2πi
)を End(detV )に値をもつ微分形式とみなすと,

d(det(λI − R
2πi

)) = D(det(λI − R
2πi

)). Bianchiの恒等式を使って, 右辺は 0とな
る. よって, d(ci(V,∇)) = 0 (i = 1, . . . , q). したがって ci(V,∇)はH2i(X,C)
の元を定める. この cohomology類は∇の取り方によらない. 故にこれを ci(V )

と書き, V の第 i Chern類と呼ぶ. また,

c(V ) := 1 + c1(V ) + · · ·+ cq(V )

を V の全Chern類と呼ぶ. V がXの接バンドル TXのとき, ci(X) = ci(TX)と
書き, Xの第 iChern類と呼ぶ.
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ci(V ) ∈ H2i(X,Z)を示すには, Chern類をH∗(X,Z)の元として与えるよう
な別の定義と比べる必要がある. そのために, 次に公理による定義を与える.

定義（その２） 次の 4つの公理をみたす ci(V )を V の第 iChern類という：

公理 1 X上の複素ベクトル ·バンドルV と整数 i ≥ 0に対し, ci(V ) ∈ H2i(X,Z)
で, c0(V ) = 1.

公理 2 （自然性） X上の複素ベクトル ·バンドル V と他の多様体 Y からのC∞

写像 f : Y → Xに対して,

ci(f
∗V ) = f ∗(ci(V )) ∈ H2i(Y,Z).

公理 3 （Whitneyの和公式） X上の複素ベクトル · バンドル V, W に対して,

c(V ⊕W ) = c(V ) · c(W ).

公理 4 （正規化）LをP 1(C)上の tautologicalな直線バンドルとする. そのとき

c1(L)[P
1(C)] = −1.

上の 4公理をみたす Chern類の存在と一意性が, 位相幾何学の理論により
証明されている. 詳細については, [M-S] を参照されたい. 微分形式を使った
Chern類は, 4公理をみたす. よって, 両者のChern類は一致する. 微分形式を
使う定義を用いて実際の計算が行なわれる.

例 1.1 §3の記号を用いる. YGをHilbert modular曲面とする.

wi = − 1

2π
· dxi ∧ dyi

y2i
(i = 1, 2)

とおく. そのとき, YGの第 1 Chern類 c1 ∈ H1(YG,Z) は

c1 = γ +
∑
x

Zx

によって与えられる. ただし, γ は w1 + w2 によって定まる cohomology類,∑
はGの cusp全体の上をわたる. xの特異点解消を行なったとき, 有理曲線

S1, . . . , Srが現れたとすると, S1 + · · · + Srによって定まる cohomology類が
Zxである.
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1.1.2 Riemann-Roch-Hirzebruchの定理

X を n次元コンパクト複素多様体とし, V をX 上のファイバー Cq のベク
トル ·バンドルとする. そのとき V のChern類 ci(V ) ∈ H2i(X,Z) は c0(V ) =

1, ci(V ) = 0 (q < i)をみたす. Chern類を係数とする次の多項式を形式的に
因数分解する:

1 + c1(V )x+ · · ·+ cq(V )xq =

q∏
i=1

(1 + γix).

このとき,

T(V ) =

q∏
i=1

γi
1− e−γi

, ch(V ) =

q∑
i=1

eγi

をそれぞれ V のTodd類, Chern指標という. T(V ), ch(V )の右辺は γiたちの
対称式であるから, ci = ci(V )たちで書き下せる. すなわち,

T(V ) =
∑
i

Ti(V ), Ti(V ) ∈ H2i(X,Q),

ch(V ) =
∑
i

chi(V ), chi(V ) ∈ H2i(X,Q)

と書くとき,
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T1(V ) =
1

2
c1

T2(V ) =
1

12
(c21 + c2)

T3(V ) =
1

24
c1c2

T4(V ) =
1

720
(−c41 + 4c21c2 + 3c22 + c1c3 − c4)

T5(V ) =
1

1440
(−c31c2 + 3c1c

2
2 + c21c3 − c1c4)

T6(V ) =
1

60480
(2c61 − 12c41c2 + 11c21c

2
2 + 10c32 + 5c31c3 + 11c1c2c3

−c23 − 5c21c4 − 9c2c4 − 2c1c5 + 2c6)

· · · · · ·
ch0(V ) = q

ch1(V ) = c1

ch2(V ) =
1

2
(c21 − 2c2)

ch3(V ) =
1

6
(c31 − 3c1c2 + 3c3)

ch4(V ) =
1

24
(c41 − 4c21c2 + 4c1c3 + 2c22 − 4c4)

· · · · · ·

Chern指標に対し, 次の公式が成立する：X 上のベクトル ·バンドル V, W

に対して

ch(V ⊕W ) = ch(V ) + ch(W ),

ch(V ⊗W ) = ch(V ) · ch(W ).

V がX の接バンドル TX のとき, T(X) = T(TX), ch(X) = ch(TX) と書き,

それぞれXのTodd類, Chern指標という.

注意 1.1 X 上のベクトル ·バンドルの同型類全体が生成する自由アーベル
群に, 完全系列 0 → V1 → V2 → V3 → 0があれば, [V2] = [V1] + [V3]となるよう
に relationを定義したものをK(X)と書く. このとき, K(X)は

[V ] + [W ] = [V ⊕W ], [V ] · [W ] = [V ⊗W ]

6



を加法と積として環になる. この環をXのGrothendieck群（またはK群とい
う）. （このK(X)はK理論に出てくるK0のこと.）上のChern指標の公式
より, chは環準同型

ch : K(X) → H∗(X,Q)

を定める. ch1(V ) = c1(V ) ∈ H2(X,Z) であるから, 第 1Chern類は, 写像

c1 : K(X) → H2(X,Z)

を定義しているといえる.

H2n(X,Z)の中に基本類と呼ばれるZ上の生成元がある：H2n(X,Z) = Z[X].

Kは Z, Q, Rのいずれかとする. a ∈ H2n(X,K)に対して, a[X] ∈ Kとなる.

X上のベクトル ·バンドル V に対して,

χ(X,O(V )) =
n∑

i=0

(−1)i dimH i(X,O(V ))

とおく. これは V のEuler-Poincaré標数と呼ばれている. このとき, Riemann-

Roch-Hirzebruchの定理と呼ばれる次の定理が成立する.

定理 1.1 (Hirzebruch)

χ(X,O(V )) = κn

[
ch(V ) · T(X)

]
.

ここに κn[ ]は, ch(V ) · T(X) の中で H2n(X,Q) に含まれる部分の [X]での
値を表す.

X = Xnが n次元で, V が直線バンドル F のときは, ci = ci(X)とおくとき

κn[ch(F ) · T(X)] = Pn(c1(F ), c1, . . . , cn)

となる多項式 Pnが存在する. 例えば, 次のように表せる.
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χ(X1,O(F )) = F +
1

2
c1

χ(X2,O(F )) =
1

2
F 2 +

1

2
c1F +

1

12
(c21 + c2)

χ(X3,O(F )) =
1

6
F 3 +

1

4
c1F

2 +
1

12
(c21 + c2)F +

1

24
c1c2

χ(X4,O(F )) =
1

24
F 4 +

1

12
c1F

3 +
1

24
(c21 + c2)F

2 +
1

24
c1c2F

χ(X5,O(F )) =
1

120
F 5 +

1

48
c1F

4 +
1

72
(c21 + c2)F

3 +
1

48
c1c2F

2

+
1

720
(−c41 + 4c21c2 + 3c22 + c1c3 − c4)F

+
1

1440
(−c31c2 + 3c1c

3
2 + c21c3 − c1c4)

χ(X6,O(F )) =
1

720
F 6 +

1

240
c1F

5 +
1

288
(c21 + c2)F

4 +
1

144
c1c2F

3

+
1

1440
(−c41 + 4c21c2 + 3c22 + c1c3 − c4)F

2

+
1

1440
(−c31c2 + 3c1c

2
2 + c21c3 − c1c4)F

+
1

60480
(2c61 − 12c41c2 + 11c21c

2
2 + 10c32 + 5c31c3

+11c1c2c3 − c23 − 5c21c4 − 9c2c4 − 2c1c5 + 2c6)

例 1.2 XをコンパクトRiemann面とし, DをX上の因子とする. Dの定義
する直線バンドルも同じ記号で表すことにする. Riemann-Roch-Hirzebruchの
定理より,

χ(X,O(D)) = D[X] +
1

2
c1(X)[X]

= D[X]− 1

2
K[X]

となる. ただし, K はX の canonical bundleである. D = 0とすると, 左
辺 = χ(X,OX) = 1 − g (g は X の genus) で, 右辺は −1

2
K[X] であるから,

−1
2
K[X] = 1− g. また, degD = D[X] であるから,

χ(X,O(D)) = degD + 1− g

を得る. これは, コンパクト Riemann面についての Riemann-Rochの定理で
ある.
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この後, Hirzebruchは Atiyahと共にこの定理を微分可能多様体へ一般化し
た. すなわち, コンパクト微分可能多様体上の楕円型微分作用素の 2つの指数
に関する等式を与えたのである. そしてさらにその結果は, Atiyah-Singerの指
数定理として一般化されている.

1.2 対数的Chern類

X を n次元複素多様体とし, ∆を X 上の reduced divisorで normal cross-

ing なものとする. X = X − ∆とおく. x ∈ ∆に対して, xのまわりの
局所座標系 (z1, . . . , zn)を ∆が z1 · · · zl = 0で定義されているようにとる.

ΘX をX 上の正則ベクトル場の芽の層とする. 座標系 (z1, . . . , zn)に関して
z1

∂
∂z1

, . . . , zl
∂
∂zl

, ∂
∂zl+1

, . . . , ∂
∂zn
で生成されるΘX の部分層をΘX(log∆)と書

く. dz1
z1
, . . . , dzl

zl
, dzl+1, . . . , dzn で生成される Ω1

X
(∆) = Ω1

X
⊗OX

OX(∆)の部
分層をΩ1

X
(log∆) と書く. そのとき, ΘX(log∆)は, OX上でΩ1

X
(log∆)と dual

である. よって cj(ΘX(log∆)) = (−1)jcj(ΩX(log∆)) (0 ≤ j ≤ n)が成立する.

cj(X) := cj(ΘX(log∆) (0 ≤ j ≤ n)

をXのXにおける第 j-対数的Chern類という.

∆を既約因子の和として分解する：∆ =
∪

i∈I Di. 各 iに対して, ϵi ∈ H2(X,Z)
をDiによって定まる cohomology classとする. 自然数kに対して, ∆kを ϵi (i ∈
I)の第 k-基本対称式とする. これを実際に書き下してみると次のようになる.

∆1 =
∑
i∈I

ϵi ∈ H2(X,Z)

∆2 =
∑
i<j

ϵiϵj ∈ H4(X,Z)

· · · · · ·
∆n =

∑
i1<···<in

ϵi1 · · · ϵin ∈ H2n(X,Z)

k > nのとき, ∆k = 0となる.

c(X) = 1+ c1(X) + · · ·+ cn(X) をXの全Chern類, c(X,∆) = 1+ c1(X) +

· · ·+ cn(X) をXの∆に関する全対数的Chern類と呼ぶ. Tsushimaは次の等
式を示した.

c(X) = c(X,∆)
∏
i∈I

(1 + ϵi)

これを書き直すと次の結果になる.

命題 1.1 (Tsushima) cj(X) =
∑j

k=0 cj−k(X) ·∆k.
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1.3 Toroidalコンパクト化

Dを有界対称領域とし, Γを Aut(D)の neatな arithmetic subgroup とす
る. ここで, Γが neatであるとは γ ∈ Γのべき γnが unipotentならば, γ 自
身が unipotentであることを意味する. このとき Γは Dに freeに作用して,

X := Γ \Dは smooth varietyである. このXは locally symmetric variety ま
たは arithmetic variety と呼ばれている.

f をD上の正則関数とする. f が (1) 各 γ ∈ Γに対し, f(γz)jγ(z)
k = f(z)

(jγ(z)は γの zでの jacobian determinant) (2) boundaryの近くでのある増大
条件, をみたすとき, f を Γに関する weight kの保型形式という. Γに関する
weight kの保型形式全体のなすベクトル空間をAk(Γ)と書くと, Ak(Γ)は有限
次元である.

1.3.1 Satakeコンパクト化

Xのコンパクト化Xで次の性質を持つものが存在する：

(S1) Xは projective, normalで, Xを Zariski open subsetとして含む.

(S2) A(Γ) =
⊕

k≥0Ak(Γ) を Γに関する保型形式全体のなす環とする. そのと
き, X = Proj A(Γ). すなわち, A(Γ)はX の projective embeddingを与
える.

(S3) normal crossingな boundaryをもつX の非特異なコンパクト化 X̃ に対
し, dominant holomorphicなmap p : X̃ → X が存在して, Xに制限する
と恒等写像になる. X上の ample invertible sheaf でweight 1の保型形式
に対応するものをLと書いて, L̃ = p∗LとおくとAk(Γ) ∼= H0(X,L⊗k) =

H0(X̃, L̃⊗k).

(S4) Γの指数有限な部分群 Γ′ に対して, Γ′ \D → Γ \D を延長するような標
準的な finite holomorphic map Γ′ \D → Γ \D が存在する.

X はX の Satakeコンパクト化, あるいは Satake-Baily-Borelコンパクト化と
呼ばれている. Satakeは Siegel上半平面の商のコンパクト化を与え, Bailyと
Borelが任意の対称領域の商へ一般化したのでそのような名称がついている. X

の短所は, boundaryが余りに小さいため boundaryに沿って複雑な特異点があ
るかもしれないということである. X自体に既に特異点があるかもしれないが,

Γの部分群Γ′を十分小さくとると,特異点は自然な分岐被覆Γ′\D → X = Γ\D
によって除去されるから, 実際にはあまり問題にならない. しかし, boundary

の特異性はこのような手段では解消されない.
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Satakeコンパクト化の作り方：D ⊂ Cnとする. DをDのCnにおける閉包と
し, ∂D = D−Dとおく. すると, ∂Dは次の性質をみたす部分集合F のdisjoint

unionである. 1) p ∈ F ならば, pのCnにおける近傍N が存在して, F ∩N は
N の複素部分多様体である. 2) σを Cnの中の unit discとする. f : σ → Cn

は正則写像で, f(σ) ⊂ Dと f(σ) ∩ F ̸= ϕをみたせば, f(σ) ⊂ F . そのよう
な F をDの boundary componentという. G = Aut(D)◦と書くと, g ∈ Gに
対して, g · F = F または g · F ∩ F = ϕ である. GがQ上で定義されている
とする. P (F ) := {g ∈ G | g · F = F} がQ上で定義されているならば, F は
rational であるという. D∗ = D ∪ {Dの rational boundary component全体 }
と書く. ΓをGの neatな arithmetic subgroupとする. D∗上に次をみたす位
相 Tを定義することができる. i) Tは, Dと各 g · D∗ (g ∈ GQ)上に Cnの部
分空間としての位相を induceする. ii) GQはD∗へ Tに関して連続に作用す
る. iii) x, x′ ∈ D∗, x ̸∈ x′Γのとき, xの近傍N と x′の近傍N ′が存在して,

Γ ·N ∩N ′ = ϕ. iv) x ∈ D∗とする. そのとき, xの基本近傍系N = {Nλ}λ∈Λ が
存在して, γ ∈ Γxなら, γ ·Nλ = Nλ, γ ̸∈ Γ− Γxなら, γ ·Nλ ∩Nλ = ϕ となる.

この位相を Satake topologyと呼ぶ. このとき, X := Γ \D∗ がXの Satakeコ
ンパクト化である.

例 1.3 (Siegel modular variety) 2.2の記号を用いる.

S∗
g =

∪
{Sgの rational boundary component全体 } =

∪
0≤g′≤g

Spg(Z) · Fg′

とおく. S∗
g をSg の rational closureという. Γを G = Spg(R)の arithmetic

subgroupとするとき, Γ \S∗
gに適当な位相を定義したものは Γ \Sgの Satake

コンパクト化である. Γ \ S∗
gの位相について：S∗

g に Satake topologyまたは
cylindrical topologyと呼ばれる位相を定義して, Γ \S∗

g上に商位相が定義され
る. 2つの位相は異なるが, 商位相は同値である.

例 1.4 (Hilbert modular variety) §3の記号を使う. K を n次総実代数体と
し, ΓをG = SL2(oK)の指数有限の部分群とする. Γ \Hnに cuspを添加して

Γ \Hn = Γ \Hn ∪ Γ \ P1(K)

とおく. これに適当な位相を定義すると, Γ \Hn は Γ \Hnの Satakeコンパク
ト化になる.

例 1.5 (Picard modular variety) d ∈ Nを平方因子のない自然数とし, K =

Q(
√
−d)とおく. oK をその整数環とする.
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Dn = {z ∈ Cn | ∥ z ∥< 1}, U(n, 1;C) = {g ∈ GLn+1(C) | tgIg = I}

とおく. ただし, I =

(
En

−1

)
とする. U(n, 1;C)はDnへ

g · z =
Az + b

cz + d
, g =

(
A b

c d

)
∈ U(n, 1;C)

によって作用する. ただし, A ∈ Mn(C), b, tc ∈ Cn, d ∈ Cのように gをブロッ
クに分ける. この作用は推移的であり, (0, . . . , 0) ∈ Dn の isotropy subgroup

は U(n)× U(1)である. よって, Dn = U(n, 1;C)/(U(n)× U(1)) と書ける.

Γ := U(n, 1; oK) = U(n, 1) ∩GLn+1(oK)

をKに対する Picard modular群と呼び, Γ \Dnを Picard modular varietyと
呼ぶ.

∂KD
n = {z ∈ Kn | ∥ z ∥= 1}

とおくと, Γは上と同様の仕方で ∂KD
n に作用する.

Γ \Dn := Γ \Dn ∪ Γ \ ∂KDn

に適当な位相を定義すると, Γ \Dn の Satakeコンパクト化になる.

例 1.6 (K3曲面の 4次元族) U =

(
0 1

1 0

)
, A =

 U

U

−12

 とおく.

この行列を使って

DIV =
{
z = (z1 : · · · : z6) ∈ P5 | tzAz = A, tzAz > 0, Im(z3/z1) > 0

}
と定める. g = (gij) ∈ GL6(Z)に対して, G(g) = (g11 + g12)(g33 + g34)− (g13 +

g14)(g31 + g32) とおくとG := {g ∈ GL6(R) | tgAg = A, G(g) > 0} はDIV へ
自然に作用する. ΓA := {g ∈ GL6(Z) | tgAg = A, G(g) > 0}を Aに属する
modular群と呼ぶ. ΓA(2) := {g ∈ ΓA | g ≡ 16 mod 2} とおく. また, F1 =

{(z1 : 0 : z3 : 0 : 0 : 0) ∈ P5 | Im(z3/z1) > 0}, F0 = {(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)}とおく
とF1

∼= H = {z ∈ C | Im(z) > 0}である. このときDIV = DIV ∪ΓA·F1∪ΓA·F0

とおくと, ΓA \DIV は適当な位相によって ΓA \DIV の Satakeコンパクト化で
ある. ΓA(2) \DIV についても同様.
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1.3.2 Toroidalコンパクト化

Mumfordによれば, 次の性質を持つXのコンパクト化 X̃が存在する:

(M1) X̃ −Xは codimensionが 1.

(M2) X̃は normal.

(M3) bimeromorphicでかつ holomorphicなmapな p : X̃ → Xが存在して, X

に制限すると恒等写像になる.

(M4) X̃はXに対してuniqueに決まらないが, smooth, projectiveな X̃で X̃−X

が normal crossingなものが存在する.

(M5) 比例定理が成り立つ. (c.f. 1.4.)

X̃をXの toroidalコンパクト化という. Taiによれば, X̃が projectiveなら
ば, p : X̃ → X はXを boundaryに沿った blow up の正規化である.

例 1.7 Siegel modular varietyの Satakeコンパクト化を boundary に沿って
blow upしたものを, Igusaコンパクト化という. Igusaコンパクト化は toroidal

コンパクト化である (Namikawa). genus gが 3以下のとき, このコンパクト化
は nonsingular であるが, gが 4以上のときは singularになる.

例 1.8 （Hilbert modular varietyのVoronoiコンパクト化） 次は Ichikawaに
よる 1980年代後半の未発表の結果である. Hilbert modular varietyから Siegel

modular varietyへのmodular embeddingを考えると, Siegel modular variety

の Voronoiコンパクト化を定める Delony-Voronoi分解から Hilbert modular

varietyの Voronoiコンパクト化が定義される. このコンパクト化の各点に,

polarized stable quasi-abelian varietyが対応する. しかし, Hilbert moduar曲
面の場合に既にHirzebruchによるコンパクト化と一致しておらず, singularに
なる場合もある.

例 1.9 ΓをPicard modular群U(n, 1; oK)の torsion free subgroupとし, X =

Γ \Dn とおく. すると, X̃ −Xは abel多様体の disjoint unionとなり, 各 abel

多様体はKによる虚数乗法をもつ.

toroidalコンパクト化の ideaは, Igusaコンパクト化と Hirzebruchによる
Hilbert modular曲面のコンパクト化から来ている. toroidalコンパクト化の長
所を上で見たが, 短所としてよいmoduli interpretationを与えることが難しい
ということがある.
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1.4 Hirzebruch-Mumfordの比例定理

1.3の記号を用いる. X の次元を nとする. X̃ を smoothであるようにとっ
ておく. G = Aut(D)◦とおき, Gのmaximal compact subgroup K を適当に
とると, D = G/K と表せる. Cc を Gの複素化 GC の compact formとする
と, D∨ := Gc/Kは projective rational algebraic varietyで flag varietyとなる.

D∨をDの compact dualという. DからD∨への埋め込み (Borel embedding)

D ↪→ D∨が存在する.

1.4.1 Hirzebruchの比例定理

定理 1.2 (Hirzebruch) Xがコンパクトのとき, Dと Γにのみ依存する定数 c

が存在して,
∑n

i=1 iνi = nなる任意の n個の非負整数の組 (ν1, . . . , νn)に対
して

(
n∏

i=1

cνii )[X] = c(
n∏

i=1

čνii )[D
∨]

が成立する.

上の公式に出てくる cは

c = (−1)n
vol(X)

vol(D∨)

であることが知られている. ここに, vol(X)はDのBergman metricによって
定義されるX の volumeであり, vol(D∨) はDの Bergman metricを延長する
ようなD∨の invariant metricによって定義されるD∨の volumeである.

系 1.1 上の仮定の下で k > 0に対して

P (k) = χ((Ωn
D∨)⊗(−k)) (= dimH0(D∨, (Ωn

D∨)⊗(−k)))

とおくと, k ≥ 2のとき

dimAk(Γ) = c · P (−k) = (−1)nc · P (k − 1).

ただし, cは定理 1.2の中に出てくる定数である.
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証明.

c · P (−k) = c · χ
(
(Ωn

D∨)⊗k
)

(Riemann-Roch-Hirzebruch)

= Pn(−kč1, č1, . . . , čn)

= Pn(−kc1, c1, . . . , cn) (Hirzebruch比例定理)

= Pn(c1(L
⊗k), c1, . . . , cn)

= χ
(
L⊗k

)
(Riemann-Roch-Hirzebruch)

= dimH0(X,L⊗l) (1.5の消滅定理)

= dimAk(Γ) .

c · P (1− k) = χ
(
L⊗(1−k)

)
= (−1)nχ

(
Ωn

X
⊗ L⊗(k−1)

)
(Serre duality)

= (−1)nχ
(
Lk
)

(L = Ωn
X
)

= (−1)n dimAk(Γ) (1.5の消滅定理) .

□

1.4.2 Mumfordの比例定理

X がコンパクトでない場合には, X の toroidalコンパクト化 X̃ と対数的
Chern類とを用いることにより, Hirzebruchの定理を一般化することができる.

定理 1.3 (Mumford) Dと Γにのみ依存する定数 cが存在して,
∑n

i=1 iνi = n

なる任意の n個の非負整数の組 (ν1, . . . , νn)に対して

(
n∏

i=1

cνii )[X̃] = c · (
n∏

i=1

čνii )[D
∨]

が成立する.

上の公式に出てくる cも

c = (−1)n
vol(X)

vol(D∨)

である. ここで

c′ =
(−1)n(

∏n
i=1 č

νi
i )[D

∨]

vol(D∨)
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とおくと, c′はDと (ν1, . . . , νn) にのみ依存する定数であり,

(
n∏

i=1

cνii )[X̃] = c′ · vol(X)

と表せる.

例 1.10 H2上で, Aut(H2) に関して不変なmetric
∑2

i=1
(dxi)

2+(dyi)
2

y2i
がある.

対応するnormalized volume formはω =
(−1
2π

)2 dx1∧dy1
y21

∧ dx2∧dy2
y22

である. Hilbert

modular曲面 YGに対して

c21[YG] = 2vol(G \H2), c2[YG] = vol(G \H2).

∆ = X̃ −X, L̃ = Ωn
X̃
(∆) とおくと, Ak(Γ) = H0(X̃, L̃⊗k) である（cf. 1.3）.

Sk(Γ) := H0(X̃, L̃⊗k(−∆) = H0(X̃,Ωn
X̃
⊗ L̃⊗(k−1))とおく. Sk(Γ)の元を Γに

関するweight kの cusp formと呼ぶ. Mumfordの比例定理より, 次の結果が得
られる.

系 1.2 X−Xの次元をn′とすると, n次多項式P (k)とn′以下の多項式P1(k)

が存在して
dimSk(Γ) = (−1)nc · P (k − 1) + P1(k).

ただし, cは定理 1.2の中の定数で, P は系 1.1の中の多項式である.

証明.

c · P (−k) = c · Pn(−kč1, č1, . . . , čn)

= Pn(−kc1, c1, . . . , cn) (Mumford比例定理)

= Pn(c1(L̃
⊗k), c1, . . . , cn) (−c1 = c1(L̃))

ここで, L̃ = p∗L で, LはX 上の ample sheafである. n′ = dim(X − X)

であるから, l > n′のとき c1(L
⊗l) は, X の中に supportをもつ cycleを代表

元としてもつ. よって, c1(L̃
⊗l) についても同様のことがいえる. したがって,

c1(L̃
⊗l)
∏n

i=1 c
νi
i = c1(L̃

⊗l)
∏n

i=1 c
νi
i となる. 故に Pn(c1(L̃

⊗k), c1, . . . , cn) −
Pn(c1(L̃

⊗k), c1, . . . , cn) = n′次以下の多項式, となる.

c · P (−k) = χ
(
L̃⊗k

)
+ (n′次以下の多項式)

= (−1)nχ
(
Ωn

X̃
⊗ L̃⊗(−k)

)
+ (n′次以下の多項式) (Serre duality)
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において−kを k−1に置き換えて, n′次以下の多項式の部分を (−1)n+1P1(k)

で書くと

c · P (k − 1) = (−1)nχ
(
Ωn

X̃
⊗ L̃⊗(k−1)

)
− (−1)nP1(k)

= (−1)n dimSk(Γ)− (−1)nP1(k) (1.5の消滅定理)

□

注意 1.2 系 1.2の中の P1は n′次であろう, と予想されている.

1.5 消滅定理

1953年にKodairaは次の定理を証明した：

定理 1.4 (Kodaira) Xをn次元コンパクトKähler多様体, Ωn
XをXのn次微

分形式の層, F をX上の正の直線バンドルとするとき,

Hp(X,Ωn
X ⊗ O(F )) = 0 (p > 0).

ここで, F が曲率形式が正であるような計量をもつとき, 正であると呼ばれ
ている. Xがコンパクト複素多様体のとき, F が正であることとF が ampleで
あることは同値である. 2年後にこの定理はNakanoによって, F が正のベクト
ル ·バンドルの場合へ一般化された.

例 1.11 X = Pnとする. そのとき (i) 0 < p < n, (ii) p = 0, m < 0, (iii)

p = n, m > −n−1のいずれかをみたすとき, Hp(Pn,OPn(m)) = 0. 実際, (i)の
場合はよく知られている（cf. Hartshorneの本）. Ωn

Pn
∼= OPn(−n−1)であるか

ら, Hp(Pn,OPn(m)) = Hp(Pn,Ωn
Pn ⊗O(m+n+1)). ここで, OPn(m+n+1)は

ample⇔ m+n+1 > 0であるから, Kodairaの消滅定理よりp > 0, m > −n−1

のとき, Hp(Pn,OPn(m)) = 0. 故に (iii)の場合が成立する. Serre dualityより,

Hp(Pn,OPn(m)) = Hn−p(Pn,Ωn
Pn ⊗OPn(−m)) となる. よって, Kodairaの消滅

定理より n > p, −m > 0のとき, Hn−p(Pn,Ωn
Pn ⊗ OPn(−m)) = 0となり, (ii)

の場合も成り立つ.

1970年にKodairaの消滅定理は複素解析空間へ一般化された. n次元既約コ
ンパクト複素空間は, n個の代数的に独立な有理型関数をもつとき, Moishezon

空間と呼ばれる.
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定理 1.5 (Grauert-Riemenschneider) Xは n次元Moishezon空間で, V をX

上の正のベクトル ·バンドルとすると

Hp(X,Ωn
X ⊗ O(V )) = 0 (p > 0).

証明の中で本質的に次の定理が証明されている.

定理 1.6 π : X̂ → Xを n次元Moishezon空間Xの特異点解消とし, V をX

上の正のベクトル ·バンドルとすると

Rpπ∗(Ω
n
X̂
⊗ O(π∗(V ))) = 0 (p > 0).

Y をC上のnormal projective varietyとし, π : X → Y を特異点の resolution

とする. KはXの canonical bundleで, Lは Y 上の ampleな line bundleとす
る. ampleなら正であることが知られているから, 上記の定理より次が従う.

定理 1.7 Hp(X,O(K + π∗L)) = 0 (p > 0).

1980年代になって, KawamataとViehwegはX がコンパクト複素多様体の
場合に, Kodairaの消滅定理におけるF の ampleの条件を弱めることができた.

彼らは独立に同値な結果を得たのである.

これまでに出てきた Riemann-Roch-Hirzebruchの定理, 消滅定理, と Serre

の双対定理の 3定理は, 代数幾何学において頻繁に使われている.

1.6 正則Lefschetz公式

X はコンパクト複素多様体で, V はX 上の正則ベクトル ·バンドルとする.

Gを (X,V )の自己同型からなる有限群とする. g ∈ Gに対して, Xgを gの固
定点集合とする. Xgを既約分解しておく：Xg =

∪
αX

g
α. N g

α =
∑

θ N
g
α(θ)を

Xg
αの normal bundleとする. N g

α(θ)上では, gの固有値は eiθとする. N g
α(θ)の

total Chern classが c(N g
α(θ)) =

∏
β(1 + β)のとき,

U(N g
α(θ)) =

∏
β

(
1− e−xβ−iθ

1− e−iθ

)−1

とおく. T(Xg
α)はXg

α の Todd classで, ch(V |Xg
α)(g)は V |Xg

αの g-作用付きの
Chern characterとする. ここで, ch(V |Xg

α)(g)は次のように定義される：K(Xg
α)

をXg
αのGrothendieck群, R(G)をGの複素表現環とすると, V |Xg

αは

V |Xg
α =

∑
i

ai ⊗ χi (ai ∈ K(Xg
α), χi ∈ R(G))
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と表せる. このとき

ch(V |Xg
α)(g) =

∑
i

χi(g)ch(ai) ∈ H∗(Xg
α,C)

と定義する. 一般の場合も同様に定義される. 例えば, gはN g
α(θ)へ eiθによっ

て作用するから, ch(N g
α(θ))(g) = eiθ · ch(N g

α(θ)) となる. 以上の記号を使って

τ(g,Xg
α) =

{
ch(V |Xg

α)(g) ·
∏

θ U
θ(N g

α(θ)) · T(Xg
α)

det(1− g|(N g
α)∗)

}
[Xg

α]

とおき, さらに τ(g) =
∑

α τ(g,X
g
α)とおく. 次は, Atiyah-Singerによる定理で

ある.

定理 1.8 （正則 Lefschetz定理 [A-S]）∑
p≥0

(−1)ptr(g|Hp(X,O(V )) = τ(g).

定理において g = 1とおくと, 定理 1.1の結果になるから, 正則 Lefschetz公
式はRiemann-Roch-Hirzebruchの定理の一般化である.

Hp(X,O(V ))GをHp(X,O(V ))のG不変な部分空間とする. 正則 Lefschetz

定理から次の定理が従う.

定理 1.9 ∑
p≥0

(−1)p dimHp(X,O(V ))G =
1

|G|
∑
g∈G

τ(g).

証明. 上の定理より,

dimHp(X,O(V ))G =
1

|G|
∑
g∈G

tr(g|Hp(X,O(V )))

を示せば十分である. 簡単のため, V = Hp(X,O(V )) とおく. i : V G → V を包
含写像とし, f : V → V を f(v) = 1

|G|
∑

g∈G gvによって定義される写像とする.

すると fの像は V Gに含まれ, fは f = i ◦ π, π : V → V G と分解する. v ∈ V G

ならば, f(v) = vゆえ, π ◦ i = idV G . よって

dimV G = tr(idV G) = tr(π ◦ i) = tr(i ◦ π) = tr(f).

□
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2 Siegel保型形式の次元公式 (due to R. Tsushima)

主な記号
Sg: g次 Siegel上半平面
Γg(l): Siegel modular群 Spg(Z)の level l (l ≥ 3)の主合同部分群
S∗

g(l) = Γg(l) \Sg

S
∗
g(l): S

∗
g(l)の Satakeコンパクト化

S̃∗
g(l): S

∗
g(l)のVoronoi コンパクト化

∆(g) = S̃∗
g(l)−S∗

g(l)

s : S̃∗
g(l) → S

∗
g(l): S

∗
g(l)上で恒等射になるような自然なmorphism

Sk(Γg(l)): Γg(l)に関するweight kの Siegel cusp formsの空間

2.1 文献と主結果

この節では対馬龍司氏による Siegel保型形式の次元公式を解説する. 紹介す
るのは次の２本の論文である.

[T1] A formula for the dimension of spaces of Siegel cusp forms of degree

three, Amer. J. Math., 102 (1980), 937-977,

[T2] On the spaces of Siegel cusp forms of degree two, Amer. J. Math., 104

(1982), 843-885.

主結果は次の２定理である.

定理 2.1 (1) n = 3, k ≥ 5, l ≥ 3のとき,

dimSk(Γ3(l)) = (2−163−65−27−1l21(2k − 2)(2k − 3)(2k − 4)2(2k − 5)(2k − 6)

−2−103−25−1l16(2k − 4) + 2−83−3l15)
∏
p|l,

p:素数

(1− p−2)(1− p−4)(1− p−6).

(2) n = 2, k ≥ 4, l ≥ 3のとき,

dimSk(Γ2(l)) = (2−103−35−1l10(2k − 2)(2k − 3)(2k − 4)− 2−63−2l8(2k − 3)

+2−53−1l7)
∏
p|l

(1− p−2)(1− p−4).

定理 2.2 Sk(Γ2(1)), SK(Γ2(2))の次元は正則 Lefschetz公式を使って計算で
きる.
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2.2 Voronoiコンパクト化

toroidalコンパクト化で幾何的に意味のあるもの, すなわち, コンパクト化
の各点に対してある幾何的対象が自然に対応しているもの, をここでは扱う.

Voronoiによる 2次形式の reduction theoryが大きな役割を果たすためにその
コンパクト化はVoronoiコンパクト化と呼ばれている.

2.2.1 Torus embeddings

T を n次元複素トーラスとする：T = (C∗)n.

定義 2.1 (1) T の torus embeddingとは代数多様体Xで

• Xは T を Zariski open dense subsetとして含む.

• T はXに作用していて, 平行移動による T の T 自身への作用を延長した
ものになっている.

をみたすもののことをいう. 特に, Xが affineのとき affine torus embeddingと
いう.

(2) T の torus embedding X, X ′の間のmorphismとは写像 f : X → X ′で
次の図式が可換であるようなもののことをいう：

f : X → X ′

↖ ↗
T

注意 2.1 torus embedding, affine torus embeddingをそれぞれ toric variety,

affine toric varietyと呼ぶことがある.

例 2.1 T = (C∗)nとおく.

T × Cn → Cn, ((a1, . . . , an), (z1, . . . , zn)) 7→ (a1z1, . . . , anzn)

によって, T はCnに作用する. このとき, Cnは T の affine torus embeddingで
ある.
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torus embeddingを組合せ論的に記述しよう. schemeとして
T = Spec(C[T1, T

−1
1 , . . . , Tn, T

−1
n ])である. M = Hom(T,C∗), N = Hom(C∗, T )

とおく. M は T の指標群で

M ∼= Zn = {r = (r1, . . . , rn) ∈ Zn | χr : T → C∗}

である. ただし, χr(t1, . . . , tn) = tr11 · · · trnn である. N は T の 1-パラメータ部
分群のなす群で,

T ∼= Zn = {a = (a1, . . . , an) ∈ Zn | λa : C∗ → T}

である. ただし, λa(t) = (ta1 , . . . , tan) である. よってM, N は自由 Z-加群で
ある. M とN は pairing

( , ) : M ×N → Z, (r, a) =
n∑

i=1

riai

によって互いに dualである. この pairingを使うと

χr(λa(t)) = t(r,a) (r ∈ M, a ∈ N, t ∈ C∗)

と書ける. NR := N ⊗Z R, MR := M ⊗Z R とおくと, 標準的な R-双線形な
pairing ( , ) : MR ×NR → R を得る.

定義 2.2 NRの部分集合 σ は次の 2条件をみたすとき, strongly convex ra-

tional polyhedral coneという：

• N の有限個の元 n1, . . . , ns が存在して

σ = R≥0n1 + · · ·+ R≥0ns.

• σは原点を通る直線を含まない.

M の元 χを任意にとる. χ(t1, . . . , tn) = tr11 · · · trnn のとき, χと
∏n

i=1 T
ri
i と

を同一視する. ただし, T1, . . . , Tnは不定元とする. M の部分半群 Sで 0を
含むものに対して, C[S] = C[χ]χ∈S は C[M ] = C[T1, T

−1
1 , . . . , Tn, T

−1
n ] の部

分環である. σ̂ = {r ∈ MR | < r, a >≥ 0 (∀a ∈ σ)}を σ の dualと呼ぶ.

σ̂ ∩ M はM の部分半群で 0を含むから, C[σ̂ ∩ M ] は C[M ]の部分環である.

Xσ = Spec(C[σ̂ ∩M ]) とおくと, Spec(C[M ]) ⊂ Spec(C[σ̂ ∩M ]) により, Xσは
T の affine normal torus embeddingである.

τ を strongly convex rational polyhedral cone σ の部分集合とする. ある
m0 ∈ σ̂があって, τ = σ ∩m⊥

0 = {y ∈ σ | (m0, y) = 0} と表せるとき, τ を σの
faceといい, τ ≺ σと書く.
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定義 2.3 NRの fan （または rational partial polyhedral decomposition, 略
して r.p.p. decomposition）とはNRの strictly convex rational polyhedral cone

からなる族 Σ = {σi}で

(i) σ ∈ Σ, τ ≺ σ ⇒ τ ∈ Σ,

(ii) σi, σj ∈ Σ ⇒ σi ∩ σj ≺ σi, σi ∩ σj ≺ σj

をみたすもののことをいう. |Σ| :=
∪

σ∈Σ σ をΣの supportという.

ΣをNRの r.p.p. decompositionとする. σ, τ ∈ Σが τ ≺ σをみたせば, T 上
の恒等写像を延長する open immersion Xτ → Xσが存在する. 詳しく言えば,

τ = σ ∩m⊥
0 となるm0 ∈ σ̂をとると, Xτ = {x ∈ Xσ | m0(x) ̸= 0} となり, Xτ

はXσの principal open subsetである. よってXσ (σ ∈ Σ)たちを貼り合わせ
て T の torus embedding XΣ =

∪
σ∈ΣXσ が得られる.

XΣについて次のことが知られている：

(1) XΣは smooth ⇔ 各 σ ∈ ΣはN の基底の一部によって生成される.

(2) XΣはコンパクト ⇔ |Σ| = NR

2.2.2 Toroidalコンパクト化

ここでは Siegel空間の場合の toroidalコンパクト化を構成する.

Sg = {τ ∈ Mg(C) | tτ = τ, Im(τ) > 0}
G = Spg(R)

Γg(l) = {M ∈ Spg(Z) | M ≡ 12g (mod l)} (l ≥ 3)

とおく. lを固定して, 簡単のため Γ = Γg(l)とおく. GはSgへ

M · τ = (Aτ +B)(Cτ +D)−1, M =

(
A B

C D

)
∈ G, τ ∈ Sg

によって推移的に作用する.
√
−11gの isotropy subgroupをKと書くと, Kは

Gのmaximal compact subgroupで, Sg = G/Kとなる.

SgはCayley変換
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c : Sg→̃Dg = {Z ∈ Mg(C) | tZ = Z, tZZ < 1g},
τ 7→ Z = (τ −

√
−11g)(τ +

√
−11g)

−1

c−1(Z) =
√
−1(Z + 1g)(−Z + 1g)

−1

によって有界対称領域として実現される. GはDgへ

M · Z =
(
(A−

√
−1C)(Z + 1g) + (B −

√
−1D)

√
−1(Z − 1g)

)
·
(
(A+

√
−1C)(Z + 1g) + (B +

√
−1D)

√
−1(Z − 1g)

)−1

for M =

(
A B

C D

)
∈ G, Z ∈ Dg

によって作用する.

Dg = {Z ∈ Mg(C) | tZ = Z, tZZ ≤ 1g}

とする. p, q ∈ Dgに対して,次の条件が成立するならば, p ∼ qと書く: 正則
写像

αi : D1 = {Z ∈ C | |Z| < 1} → Dg (i = 1, . . . ,m)

が存在して, α1(0) = p, αm(0) = q, αi(D1)∩ αi+1(D1) ̸= ϕ. 関係∼はDg上
の同値関係である. ∼による各同値類を, Sg の boundary componentと呼ぶ.

GのDgへの作用はDg上に自然に延長される. 次のことが成立する：

• 0 ≤ g′ ≤ gのとき,

Fg′ =

{(
Z ′ 0

0 1g−g′

)
| Z ′ ∈ Sg′

}

はSgの boundary componentである.

• 任意の boundary componentは, M · Fg′ (∃M ∈ G, 0 ≤ ∃g′ ≤ g) という
形である.

F = M · Fg′ (M ∈ Spg′(Q)) という形の boundary componentを rational

boundary component という.

F が rational ⇔ F = M · Fg′ (∃M ∈ Spg(Z), 0 ≤ ∃g′ ≤ g)
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が成立する.

g′′ = g − g′とおく. Sgの boundary component F に対して, P (F ) = {M ∈
G | M ·F = F}, W (F )はP (F )の unipotent radical, U(F )はW (F )の center,

V (F ) = W (F )/U(F )（V (F )はベクトル群になる）, C(F )をU(F )の中の self

dual cone とする. ここに, self dual coneとは次のような cone のことであ
る. U(F )∗ を U(F )の双対空間, < , >: U(F )∗ × U(F ) → R を双線形形
式とする. C の dual cone C∗を C∗ = {x∗ ∈ U(F )∗ | < x∗, x >> 0 (∀x ∈
C(F ) − {0}) } によって定義する. 線形同型 f : U(F ) → U(F )∗が存在して,

f(C) = C∗ をみたすとき, C は self dualという. さて, F ′ = M · F のとき,

P (F ′) = M · P (F ) ·M−1ゆえ, Fg′に対してこれらの群の構造を調べれば十分
である. Fg′に対して, P (Fg′), W (Fg′), U(Fg′), V (Fg′)は次のように書ける：

P (Fg′) =




A′ 0 B′ ∗
∗ u ∗ ∗
C ′ 0 D′ ∗
0 0 0 tu

−1

 ∈ Sp(g,R) |

(
A′ B′

C ′ D′

)
∈ Sp(g′,Z), u ∈ GL(g′′,R)


W (Fg′) =




1g′ 0 0 n
tm 1g′′

tn b

0 0 1g′ −n

0 0 0 1g′′

 ∈ P (Fg′) | tnm+ b = tmn+ tb


U(Fg′) =




1g′ 0 0 0

0 1g′′ 0 b

0 0 1g′ 0

0 0 0 1g′′

 ∈ W (Fg′) | tb = b


V (Fg′) = W (Fg′)/U(Fg′) ∼= {E +

√
−1H | E, H ∈ M(g, g′;R)}

となる.

S(F ) = U(F )C ·Sg とおくと, S(F ) ⊂ S∨
g （Sgの compact dual）. F = Fg′

のとき, U(Fg′)C ∼= Symg′′(C) := {g′′次対称C-行列全体 } であり,

S(Fg′) =

{
τ =

(
τ1 τ2
tτ2 τ3

)
∈ Mg(C) | τ1 ∈ Sg′ , τ3 ∈ Symg′′(C)

}
となる. 各 F に対して, 正則同型 S(F ) ≃ F × V (F )× U(F )C があり, F = Fg′

の場合には

S(Fg′) ≃ Fg′ × V (Fg′)× U(Fg′)C,

(
τ1 τ2
tτ2 τ3

)
↔ (τ1, τ2, τ3)
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という対応がある. 自然な埋め込みにより, Sgは

J(τ) = Imτ3 − t(Imτ2)(Imτ1)
−1(Imτ2) > 0

をみたす τ =

(
τ1 τ2
tτ2 τ3

)
∈ S(Fg′) 全体として特徴付けられる. これを

第 3種 Siegel領域としての Piatetski-Shapiro realizationという. C(Fg′) =

{J ∈ Symg′′(R) | J > 0} となり, C(Fg′) ⊂ U(Fg′) である. Φ : S(Fg′) →
U(Fg′), τ 7→ J(τ) と定めると, Sg = Φ−1(C(Fg′)) が成立する. P (Fg′)の 2つ
の部分群を次のように定義する：

Gh(Fg′) =




A′ 0 B′ 0

0 1g′′ 0 0

C ′ 0 D′ 0

0 0 0 1g′′

 ∈ P (Fg′) |

(
A′ B′

C ′ D′

)
∈ Sp(g′,Z)


∼= Aut(Fg′)

Gl(Fg′) =




1g′ 0 0 0

0 u 0 0

0 0 1g′ 0

0 0 0 tu−1

 ∈ P (Fg′) | u ∈ GL(g′′,R)

 .

Gl(Fg′)はU(Fg′)へ u(J) = u · J · tu, (u ∈ Gl(Fg′), J ∈ U(Fg′)) によって作
用する. Aut(U(Fg′), C(Fg′))を, U(Fg′)の自己同型でC(Fg′)を保つもの全体と
すると, Gl(Fg′) = Aut(U(Fg′), C(Fg′)) となる. また, 射影

pl : P (Fg′) → Gl(Fg′),


A′ 0 B′ ∗
∗ u ∗ ∗
C ′ 0 D′ ∗
0 0 0 tu

−1

 7→ u

ph : P (Fg′) → Gh(Fg′),


A′ 0 B′ ∗
∗ u ∗ ∗
C ′ 0 D′ ∗
0 0 0 tu

−1

 7→

(
A′ B′

C ′ D′

)

によって, P (Fg′) = (Gh(Fg′)×Gl(Fg′)) ·W (Fg′) となる. P (Fg′)はSgへ半
線形変換

(τ1, τ2, τ3) 7→ (g(τ1), B(τ1)τ2 + b(τ1), A(τ3) + a(τ1, τ2))
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によって作用する. ここに, g(τ1)は, phによって induceされる Fg′ への作用,

A(τ3)はplによって induceされるU(Fg′)Cへの作用, B(τ1)は行列, a(τ1, τ2), b(τ1)

はベクトルである.

Γ(F ) = Γ ∩ U(F )とおく. Γ(F ) = pl(Γ(F )) とおくと, Γ(F ) ⊂ Gl(F ).

L(F ) = Γ∩U(F )とおくと, L(F )はU(F )の latticeである. （2.2.1の記号を使
うと, U(F )はNRに, L(F )はN に対応している）. Γ(F )はAut(U(F ), C(F ))

の arithmetic subgroupである.

X = Γ \Sgの toroidalコンパクト化は次の Γ-admissible familyを使って構
成される.

定義 2.4 polyhedral decompositionの Γ-admissible family とは次の３条件
をみたす polyhedral decompositionの族Σ = {ΣF}F :rationalのことをいう：

(1) 任意のF に対して, ΣF はC(F )のΓ(F )-admissible polyhedral decompo-

sition である. すなわち,

(i) 各 σF
i ∈ ΣF は C(F ) （C(F )の rational closure）の中の strictly

convex rational polyhedral cone

(ii) σF
i ∈ ΣF , σ ≺ σF

i ⇒ σ ∈ ΣF

(iii) σF
i , σF

j ∈ ΣF ⇒ σF
i ∩ σF

j ≺ σF
i , σF

j

(iv) γ ∈ Γ(F ), σF
i ∈ ΣF ⇒ γ · σF

i ∈ ΣF

(v) #ΣF mod Γ(F )は有限集合

(vi) C(F ) ⊂
∪

i σ
F
i

(2) γ ∈ Γに対して, F1 = γ · F2ならば, ΣF1 = γ · Σ2.

(3) F1 ⊂ F2 ⇒ ΣF2 = ΣF1|U(F2).

定義より, Γ-admissible familyは C(F0)の Γ(F0)-admissible polyhedral de-

compositionによって定まる. C(F0) = Y+
g でΓ(F0) = {u ∈ GL(g,Z) | u ≡ 1g (

mod l)}であるから, Y+
g のGL(g,Z)-admissible decompositionを見つければ十

分である.

部分コンパクト化 S(F ) ≃ F × V (F ) × U(F )C, S(F )′ := S(F )/U(F )C ≃
F × V (F ) であって, 自然な写像Π′

F : S(F ) → S(F )′によって, S(F )は S(F )′

上の principal U(F )C-bundleになる. T (F ) := L(F )\U(F )C は algebraic torus

である. L(F ) \ S(F ) ≃ F × V (F ) × T (F ) → S(F )′ となるが, 最後に出て
きた写像によって L(F ) \ S(F )は T (F ) を fibreとする principal bundleとな
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る. T (F )は torusであるから, ΣF を使った torus embedding T (F ) ⊂ XΣF

が存在する. (L(F ) \ S(F ))ΣF
= (L(F ) \ S(F )) ×T (F ) XΣF

とおく. すると,

(L(F ) \ S(F ))ΣF
はXΣF

を fibreとする S(F )′ 上の fibre bundleである. Sg ⊂
S(F )ゆえ, L(F )\Sg ⊂ (L(F )\S(F ))ΣF

である. L(F )\Sgの (L(F )\S(F ))ΣF

における閉包の内部を (L(F ) \Sg)XΣF
と書く. これを, ΣF によって定義され

る方向 F に関する Γ \Sgの部分コンパクト化という.

F = Fg′の場合には次のようになる
Tg′′ : g

′′次複素対称行列で成分がすべて 0でないもの全体のなす集合
Zg′,g′′ : (g

′, g′′)型複素行列のなすベクトル空間
Pg′′(l) = P (F ) ∩ Γg(l), Ug′′(l) = U(F ) ∩ Γg(l)

このとき, 写像

e : Sg → Tg,g′′ := Sg′ × Zg′,g′′ × Tg′′ ,

(
z1 z2
z2 z3

)
→ (z1, z2, e(z3/l))

は Ug′′(l) \Sgから Tg,g′′ のある開集合 T◦
g,g′′ の上への isomorphismをひきおこ

す. Γ(F )-admissible decomposition ΣF は torus embedding Tg′′ ⊂ Xg′′ を定め
る. Xg,g′′ := Sg′ × Zg′,g′′ × Xg′′の中の T◦

g,g′′の閉包の内部をX◦
g,g′′と書く. これ

が (L(Fg′) \Sg)ΣFg′
である.

貼り合わせ Γ-admissible familyの定義と部分コンパクト化の作り方から次の
ことが分かる.

(1) F1 ⊂ F2 ならば, U(F1) ⊃ U(F2), ΣF2 = ΣF1|U(F2) で, 自然な写像
L(F2) \Sg → L(F1) \Sg, XΣF2

→ XΣF1
がある. これより, étale写像

Π1,2 : (L(F2) \Sg)ΣF2
→ (L(F1) \Sg)ΣF1

が得られる.

(2) F2 = γ · F1 (∃γ ∈ Γ) のとき, γは同型

γ : U(F1) → U(F2), g 7→ γgγ−1

∪ ∪
L(F1) → L(F2)

をひきおこし, C(F1)に制限すると, γ|C(F1) : C(F1) → C(F2)を得る. また,

ΣF2 = γ·ΣF1が成立する. よって, γのSgへの作用は,同型γ : (L(F1)\Sg)ΣF1
→
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(L(F2) \Sg)ΣF2
を induceする.

(Γ \Sg)
# =

∪
F :rational

(L(F ) \Sg)ΣF

とおく.この集合の上に, 次のようにして同値関係を定義する. X1, X2 ∈ (Γ \
Sg)

# をとり, X1 ∈ (L(F1) \Sg)ΣF1
, X2 ∈ (L(F2) \Sg)ΣF2

とする. 次の 2条
件が成立するとき, X1 ∼ X2 と書く. (i) rational boundary component F と
γ ∈ Γが存在して, F1 ⊂ F , γF2 ⊂ F . (ii) 上のFに対して, X ∈ (L(F )\Sg)ΣF

が存在して

Π1 : (L(F ) \Sg)ΣF
→ (L(F1) \Sg)ΣF1

, Π1(X) = X1 ,

Πγ,2 : (L(F ) \Sg)ΣF
→ (L(γF2) \Sg)ΣγF2

, Πγ,2(X) = X2 .

このとき, ∼は同値関係である. (Γ \Sg)
∼ = (Γ \Sg)

#/ ∼ とおく. これが
Γ \Sgの toroidalコンパクト化である.

注意 2.2 g ≤ 3のとき, S∗
g(l)のすべての toroidalコンパクト化は一致する.

smoothnessと projectivity

定義 2.5 Σ = {ΣF}F :rational を polyhedral decomposition の Γ-admissible

familyとし, Ω =
∪

F :rational C(F ) とおく. 次をみたす連続で凸な区分的に
線形な関数 f : Ω → R が存在するとき, Σは projective であるという.

(i) X ̸= 0 ⇒ f(X) > 0.

(ii) 各 σF ∈ ΣF に対して, U(F )上の線形形式 lが存在して, (a) C(F )上で
l ≥ f , (b) σF = {X ∈ C(F ) | l(X) = f(X)}.

(iii) f(Γ ∩ Ω) ⊂ Z.

(iv) f は Γ-不変.

次の結果が知られている.

定理 2.3 Σ = {ΣF}F :rational を polyhedral decomposition の Γ-admissible

familyとする.

(1) 各 σF ∈ ΣF がL(F ) = U(F )∩ ΓのZ-基底の一部によって生成されてい
る（このとき, Σは regularであるという）ならば, S∗

g(l)
∼は smooth.

(2) Σが projectiveならば, S∗
g(l)

∼は projective.
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注意 2.3 1. 任意の Γ-admissible family Σに対して, Σの細分 Σ′ があって,

Σ′は regularとなる.このときΣ′からつくられる toroidalコンパクト化は, Σか
らつくられるものの blow-upである.

2. reduction theoryから得られる projectiveな Γ-admissible familyがある.

これは central cone decompositionと呼ばれている.

3. 1, 2より, S∗
g(l)

∼が smooth, projectiveになるような Γ-admissible family

Σが存在する.

2.2.3 Delony-Voronoi分解

Y+
g : g次正値２次形式全体のなす集合

Y
+

g : g次半正値２次形式全体のなす集合の凸包
y ∈ Y+

g をとり, ベクトル空間E = Rg の距離 | |yを

|α− β|2y = (α− β)yt(α− β)

によって定義する. Eの中の整ベクトル全体の集合をEZと書く.

定義 2.6 あるα ∈ Eからの距離が最小であるような整ベクトルの集合a0, . . . , ar ∈
EZ の閉包D(a0, . . . , ar) を yに関するDelony cellという. a0, . . . , arのみた
す条件を書くと次のようになる：
i) ∀i, |ai − α|y = minξ∈EZ |ξ − α|y
ii) ∀ξ ̸= ai, |ai − α|y < |ξ − α|y

Delony cellの faceは Delony cellであり, 2つの Delony cellの共通部分も
Delony cellである.

定義 2.7 Delony cell全体の定めるEの polyhedral decompositionをDelony

分解という.

y1, y2 ∈ Y+
g が E の同一の Delony分解を与えるとき, それらは同値である

といい, y1 ∼ y2と書く. {y′ ∈ Y+
g | y′ ∼ y} の閉包を Σ(y)と書き, yに伴う

Delony-Voronoi coneと呼ぶ.

定義 2.8 Delony-Voronoi cone全体は Y
+

g の cone分解を定めるが, それを g

次Delony-Voronoi分解という.

31



Delony-Voronoi分解の性質 a) 各Delony-Voronoi coneは有限個の半正値
整 2次形式で生成される.

b) Delony-Voronoi coneの faceは Delony-Voronoi cone. 2つの Delony-

Voronoi coneの共通部分もDelony-Voronoi cone.

c) GL(g,Z)は Y
+

g へ

(u, y) 7→ tuyu (y ∈ Y
+

g , u ∈ GL(g,Z))

によって作用し, Delony-Voronoi分解はこの作用で不変.

d) Delony-Voronoi分解のGL(g,Z)を法とする類の数は有限.

e) g′ < gならば, 自然な埋め込み

Y
+

g′ → Y
+

g , y′ 7→

(
0 0

0 y′

)

によって, Y
+

g の Delony-Voronoi分解は Y
+

g′ の Delony-Voronoi分解をひきお
こす.

例 2.2 (1) σ2を(
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
1 −1

−1 1

)
.

によって生成される Y
+

2 の中の coneとする. σ2とその faceのGL(2,Z)の作用
による像全体の集合は 2次のDelony-Voronoi分解である.

(2) σ3を 1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

 0 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 0

0 0 1


 0 0 0

0 1 −1

0 −1 1

 ,

 1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

 ,

 1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

 .

によって生成されるY
+

3 の中の coneとする. そのとき, σ3とその faceのGL(3,Z)
による作用の像全体の集合は３次Delony-Voronoi decompositionである.

定理 2.4 g次 Delony-Voronoi decomposition は Y+
g の GL(g,Z)-admissible

polyhedral decomposition である.
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2.2.4 Voronoiコンパクト化

定義 2.9 Delony-Voronoi decompositionに対する toroidalコンパクト化を
Voronoiコンパクト化と呼び, S̃∗

g(l) と書く.

Voronoiコンパクト化 S̃∗
g(l)は次の性質をもつ.

(1) S̃∗
g(l)の各点に対して, polarized stable quasi-abelian varietyと呼ばれる

polarized projective varietyが対応する.

(2) projectiveである（cf. V. Alexeev, preprint, math.AG/9905103）

(3) g ≤ 4, l ≥ 3のとき, smoothである.

(4) Sp(g,Z/lZ)は S̃∗
g(l)に作用し, s : S̃∗

g(l) → S
∗
g(l) と両立している.

(5) (i) l ≥ 3, (ii) g = l = 2, のいずれかが成り立つとき, S̃∗
g(l)は単連結.

boundaryの構造 2 ≤ g ≤ 4のとき, ∆(g) = S̃∗
g(l) −S∗

g(l) について次の
ことが知られている. ∆(g) = ∪i∈IDi と既約分解する.

(i) 各DiはΓ′ \ (Sg−1 × Cg−1) と同型である. ただし, Γ′は半直積Γg−1(l)×
(lZ)2(g−1) であり, Γ′ はSg−1 × Cg−1 へ

((
A B

C D

)
, (a, b)

)
(Z1, Z2) =

(
(AZ1 +B)(CZ1 +D)−1, (aZ1 + Z2 + b)(CZ1 +D)−1

)
for

(
A B

C D

)
∈ Γg−1(l), (a, b) ∈ (lZ)2(g−1)

によって作用する. また, Γ′ \ (Sg−1 × Cg−1) は Γg(l)-admissible familyから
induceされる Γ′ \ (Sg−1 × Cg−1) のコンパクト化である.

(ii) すべてのDiたちは

Γ′ \ (Sg−1 × Cg−1)− Γ′ \ (Sg−1 × Cg−1)

に沿って交わっている.

g = 2の場合： s : S̃∗
2(l) → S

∗
g(l) をDiに制限したものを再び sと書くと,

projection s : Di → Bi, Bi
∼= S

∗
1(l) を得る. sによって, Diは level lの elliptic

modular surfaceになる. つまり, general fiberは level l structureをもつ楕円曲
線で, Biの cusp上で singular fiberをもつ. 各 singular fiberは self-intersection

numberが −2となる l個の有理曲線から成り, l角形のように交わっている.
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l = 1, 2の場合には, sの general fiberは楕円曲線を自然な involution x 7→ −x

で割って得られる有理曲線である. それ故, この曲線はKummer curveと呼ば
れている. singular fiberはBiの cusp上にある. l = 2のとき, 各 singular fiber

は self-intersection numberが−1の有理曲線が 2つ transversal に交わった形
をしている. l = 1のとき, singular fiberはただ 1つであり, self-intersection

number が 0の有理曲線が 1つのみから成る. l = 1, 2の場合のDiは, level l

のKummer modular surfaceと呼ばれている.

注意 2.4 (S∗
g(l)の分類) 本節の内容とは関係ないが, S∗

g(l) の分類について
知られていることを紹介する.

Xを複素数体上のn次元 varietyとする. Xと birationalな smooth complete

variety X̃に対して, 環R(X̃) =
⊕∞

N=0 Γ(X̃, (Ωn
X̃
)⊗N) を考える.

κ(X) =

{
−∞ (trans.degC R(X̃) = 0)

trans.degC R(X̃)− 1 (trans.degC R(X̃) > 0)

とおくと, これは X̃の選び方によらずにXに対して一意に決まる. κ(X)をX

のKodaira次元という. κ(X) = −∞のとき, Xを rational, κ(X) = nのとき,

Xを general typeという. また, dominant rational map Pn → X̃が存在すると
きXを unirationalと呼ぶ. rational⇒unirationalである.

S∗
g(l) について次のことが知られている.

1. 次の g, l ≥ l0に対してS∗
g(l) は general type:

g 2 3 4 5 6 ≥ 7

l0 4 3 2 2 2 1

g = 2, l ≥ 4の場合をYamazaki, g ≥ 9の場合を Tai, g ≥ 8の場合を Freitag,

g ≥ 7の場合をMumfordが証明している.

2. 次は unirational: S∗
4(1) (Clemens), S∗

5(1) (Donagi, Mori-Mukai, Verra).

3. 次は rational: S∗
2(l) (l ≤ 3), S∗

3(1) (Katsylo), S∗
3(2) (van Geeman,

Dolgachev-Ortland).

S∗
6(1) については何も分かっていない.
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2.3 Theta constants

m′, m′′ ∈ Zg をとってm = (m′,m′′) ∈ Z2g とおく. (τ, z) ∈ Sg × Cg に対
して

θm(τ, z) =
∑
p∈Zg

e

[
1

2

(
p+

m′

2

)
τ t
(
p+

m′

2

)
+

(
p+

m′

2

)
t

(
z +

m′′

2

)]
とおく. ただし, e[x] = exp(2πix)とする. この級数はSg ×Cgの各コンパクト
部分集合上で絶対一様収束する. θm(τ, z)を characteristic mの theta function,

θm(τ) := θm(τ, 0)を characteristic mの theta constantと呼ぶ. θm(τ)は m

mod 2にのみ依存し,

θm(τ) ≡ 0 ⇔ m′tm′′ =奇数

が成立する. よって各 gに対して, 全部で 2g−1(2g +1)個の theta constantが存
在する. 特に g = 2, 3のとき, それぞれ 10, 36個の theta constant がある.

定義 2.10 τ ∈ Sgとする. τ が Γg(1)に関して(
τ1 0

0 τ2

)
(τ1 ∈ Sg′ , τ2 ∈ Sg′′ (g′ + g′′ = g, 0 < g′ < g))

の形の点と同値のとき, τ は reducibleであるという.

定理 2.5 (Hammond, Igusa) g = 2の場合, 10個の theta constantの 2乗の
積を χ10と書くと χ10 ∈ S10(Γ2(1))となり,

τ ∈ S2は reducible ⇔ χ10(τ) = 0.

定理 2.6 (Igusa) g = 3 の場合, 36 個の theta constant の積を χ18 と書
き, 36個の theta constantの 8乗の第 35基本対称式を Σ140と書くと, χ18 ∈
S18(Γ3(1)), Σ140 ∈ S140(Γ3(1))であり,

τ ∈ S3は reducible ⇔ χ18(τ) = Σ140(τ) = 0.

2.4 定理2.1の証明

2.4.1 Step 1

g = 2とし, n = g(g + 1)/2とする. LgはS∗
g(l)上の line bundleでSg上の

保型因子:

M =

(
A B

C D

)
7→ det(CZ +D) (M ∈ Sp(g,Z), Z ∈ Sg)
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によって定義されるものとする. LgをLgのS
∗
g(l)への延長とし, L̃g = s∗Lgと

おく. S̃∗
g(l)の canonical bundleをKと書く. そのとき, K = (g+1)L̃g −∆(g)

が成立する（l ≥ 3ならば, 一般の gについて成立する）. また, この式より

c1(L̃g) =
1

g + 1
(c1(K) + ∆(g))

=
1

g + 1
(−c1 +∆(g)) (命題 1.1)

= − 1

g + 1
c1

となる（これも任意の gに対して成立する）.

k > g + 1ならば,

kL̃g −∆(g) = s∗((k − g − 1)Lg) + (g + 1)L̃g −∆(g)

= s∗((k − g − 1)Lg) +K

となり, (k − g − 1)Lgは ampleである. 故に消滅定理より, 任意の p > 0に対
して, Hp(S̃∗

g(l),O(kL̃g −∆(g))) = 0 となる. よって

dimSk(Γg(l)) = χ(S̃∗
g(l),O(kL̃g −∆(g))).

Riemann-Roch-Hirzebruchの定理を用いて,

χ(S̃∗
2(l),O(kL̃2 −∆(2))) = (3!)−1(kL̃2 −∆(2))3 + (2!)−12−1c1(kL̃2 −∆(2))2

+(12)−1(c2 + c21)(kL̃2 −∆(2)) + (24)−1c2c1,

χ(S̃∗
3(l),O(kL̃3 −∆(3))) = (6!)−1(kL̃3 −∆(3))6 + (5!)−12−1c1(L̃3 −∆(3))5

+(4!)−1(12)−1(c2 + c21)(L̃3 −∆(3))4

+(3!)−1(24)−1c2c1(L̃3 −∆(3))3

+(2!)−1(720)−1(−c4 + c3c1 + 3c22 + 4c2c
2
1 − c41)(L̃3 −∆(3))2

+(1440)−1(−c4c1 + c3c
2
1 + 3c22c1 − c2c

3
1)(L̃3 −∆(3))

+(60480)−1(2c6 − 2c5c1 − 9c4c2 − 5c4c
2
1 − c23

+11c3c2c1 + 5c3c
3
1 + 10c32 + 11c22c

2
1 − 12c2c

4
1 + 2c61)

となる. cj =
∑j

k=0 cj−k∆k(g)と L̃g = − 1
g+1

c1を代入すると, dimSk(Γ2(l))は
次のようになる.
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2−33−4(−4k3c31 + 18k2c31 − 18kc31 − 18kc1c2 + 27c1c2) (1)

+2−33−2(−2k2c21 + 6kc21 − 3c21 − 3c2)∆1(2) (2)

+2−33−2(−2k + 3)c1(∆1(2)
2 +∆2(2)) (3)

−2−33−1∆1(2)∆2(2) + (0)∆1(2)
3. (4)

dimSk(Γ3(l))についてはより複雑な形になるので省略する.

2.4.2 Step 2

上の各行に対して, 次の方法を用いる.

(1) Hirzebruch-Mumfordの比例定理を使う.

S2に対して, 定数 dと多項式P が一意に存在して (1)の行= d ·P (k− 1)

となる. P (k − 1) = (2k − 2)(2k − 3)(2k − 4)であることが知られている
(Hirzebruch). 両辺のk3の係数を比較して, 23d = −2−13−4c31. Hirzebruch

によると,

cn1 [S̃
∗
g(l)] = (−1)nπ−n(g + 1)nn!2−

g(g+3)
2 vol(S∗

g(l)). (5)

これに

[Γg(1) : Γg(l)] = lg(2g+1)
∏
p|l

∏
1≤h≤g

(1− p−2h) (6)

と vol(S∗
2(1)) = 2−13−35−1π3 を代入して, d = 2−103−35−1l10

∏
p|l(1 −

p−2)(1− p−4) となる.

g = 3の場合 : (5), (6)と vol(S∗
3(1)) = 3−65−27−1π6を使って同様の計算

を行なう.

(2) この行は消える.

補題 2.1 (Tsushima) Xを複素多様体, XはXの開集合で, ∆ = X−X

はX の因子で simple normal crossingであるものとする. D ⊂ X − X
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は既約因子で, {Di}i≥1 をX − X に含まれる他の既約因子の集合とし,

D = D − ∪i≥1Di とおく. そのとき,

cj(X)|D = cj(D).

2 ≤ g ≤ 4とする. E ⊂ S̃∗
g (l)−S∗

g(l) を既約因子とすると, EはS
∗
g−1(l)

上の fiber空間になる. この fibering は, s : S̃∗
g−1(l) → S

∗
g−1(l) を通って

分解して, morphism π : E → S̃∗
g−1(l) を得る. 上の補題より次が成立

する.

定理 2.7 (Tsushima) 各 j ≥ 0に対して, S̃∗
g−1(l)上の cohomology類 ej

が存在して,

cj(g)|E = π∗(ej).

E を∆(2)の既約成分とする. そのとき E は楕円曲面である: π : E →
S̃∗

1(l). 上の定理より, 任意の cjに対して, S̃∗
1(l)の cohomology類 ej が存

在して, cj|E = π∗(ej)が成立する. c21E[S̃∗
2(l)] = (c1|E)2[E] = π∗(e21)[E]

となる. e21 = 0であるから, c21E[S̃∗
2(l)] = 0. よって, c21∆1(2) = 0. 同様

に c2∆1(2) = 0も成立する.

g = 3の場合 : Eを∆(3)の既約成分とする. そのとき Eは S̃∗
2(l)上の

fiber spaceである. πをその fiberingとする. そのとき上の定理より, 任
意の cjに対して, S̃∗

2(l)の cohomology類 ejが存在して, cj|E = π∗(ej)と
なる. 例えば, c51∆(3) = c5∆(3) = 0 が成立する.

注意 2.5 c1∆1(2) = 0について：c1∆1(2)は k2の係数として現れるが,

§1の系 1.2より, k2の項は現れないから c1∆1(2) = 0. g = 3の場合にも
同様のことが起きる.

(4) の第 1項
Eを∆(2)の既約成分とし, π : E → S̃∗

1(l)をその fiberingとする. S̃∗
1(l)

上の cusp p の逆像 π−1(p)は l個の有理曲線から成り, 各有理曲線 C の
self-intersection numberは−2 である. Cは∆(2)のある２つの既約成分
E, E ′の交わりである. 故に

EE ′2[S̃∗
2(l)] = (E ′|E)2[E] = C2[E] = −2.

S̃∗
2(l)は 1次の cuspを 1

2
l4
∏

p|l(1−p−4)個, S̃∗
1(l)は

1
2
l2
∏

p|l(1−p−2)個の
cuspをもつ. したがって, ３つの既約成分の交わりとして表される点の
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数は 1
12
l7
∏

p|l(1−p−2)(1−p−4)個である. また, ２つの既約成分の交わり
として表される曲線の数は 1

8
l7
∏

p|l(1− p−2)(1− p−4)個である. よって,

∆1(2)∆2(2) =
∑
i<j

(EiE
2
j + E2

i Ej) + 3
∑
i<j<k

EiEjEk

= −1

4
l7
∏
p|l

(1− p−2)(1− p−4).

g = 3の場合： T = (C∗)nとし, Xを T の nonsingular torus embedding

とする. X − T = ∪i∈IDiと既約分解とする. γiをDiに対応するRnの中
の 1次元 coneとし, ai = (ai1, . . . , ain) ∈ γi を primitive vectorとする
（aiが primitiveとは, ai1, . . . , ain が整数で互いに素になること）. その
とき, 次が成立する.

定理 2.8 (Tsushima)∑
i

aij ·Di ∼ 0 (j = 1, . . . , n).

ここに∼は線形同値を表す.

S̃∗
3(l)は torus embeddingを貼り合わせて作られていて既約因子E1, E2, E3 ∈

S̃∗
3(l)−S∗

3(l) について, E1 ∩ E2 ∩ E3がある 1つの torus embeddingに
含まれるための必要十分条件は s(E1 ∩E2 ∩E3)は 0次元であるから, そ
のような因子を定理の式の両辺に 5個かけて, intersection numberが計
算できる.例えば, E2

1E
2
2E

2
3 , E3

1E
2
2E3, E4

1E2E3 などがわかる.

g = 2のときも同様のことが言えて, E2
1E2が計算できる.

(3) 次の結果を用いる：

命題 2.1 (Tsushima) 2 ≤ g ≤ 4とし, E を ∆(2) の既約因子とする.

π : E → S̃∗
g−1(l)は fiberingで, i : E ↪→ S̃∗

g(l) は包含写像とする. すると

i∗(c(ΩS̃∗
g(l)

(log∆(g)))) = π∗(c(ΩS̃∗
g−1(l)

(log∆(g − 1))) · c(L̃g−1))

が成立する.
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c1 = −3L̃2 より, i∗(c1) = −3π∗(c1(L̃1). E, E ′を∆(2)の既約成分とす
るとき, c1EE ′[S̃∗

2(l)] = −3π∗(c1(L̃1))[E ∩ E ′]. ここで, π(E ∩ E ′) = q

は点ゆえ, c1EE ′[S̃∗
2(l)] = 0. よって, c1E

2[S̃∗
2(l)] を計算すれば十分であ

る. c1([E ∩ E ′])i∗(E)[E] = E ′E2[S̃∗
2(l)] = −2である. [q]を S̃∗

1(l) 上の
line bundleとすると, π∗(c1([q]))i

∗(E)[E] =
∑l

i=1 c1([Ei ∩ E])i∗(E)[E] =

−2l. 故に c1E
2[S̃∗

2(l)] = −3π∗(c1(L̃1))i
∗(E)[E] = 6l · deg(L̃1). ここで,

vol(Γ1(1) \ S1) = π/3より, deg(L̃1) = 1
24
l3
∏

p|l(1 − p−2). したがって,

c1∆1(2)
2[S̃∗

2(l)] = c(
∑

iE
2
i )[S̃

∗
2(l)] =

1
8
l8
∏

p|l(1− p−2)(1− p−4).

g = 3の場合： 同様の計算を行なう. Dを ∆(2)の既約因子とすると,

fibering π : E → S̃∗
2(l) による逆像 π−1(D)は l個の 4次元の多様体が 2

つずつ交わって輪になっている. この 4次元多様体, および 2つの 4次
元多様体の交わりはそれぞれE ∩ E ′, E ∩ E ′ ∩ E ′′と表される. ただし,

E, E ′, E ′′は∆(3)の既約因子である. chohomology類D3をD上の外の
点としてとっておいて, π∗(D)がE ∩E ′, E ∩E ′ ∩E ′′ と交わらないよう
にする. そして, π∗(D)EE ′E ′′, π∗(D)E2E ′, π∗(D)E2E ′E ′′ などを計算し
ていく.

(4) の第 2項：theta constantに関する Igusaの結果 2.3を使う.

g = 2の場合： 係数が 0であるから, 計算する必要はない. しかし, Ya-

mazakiは対数的 Chern類を使わなかったためにこの事実に気づかなか
った.

g = 3の場合： E6, c2E
4などの intersection numberが残っているため,

もっと他の relationを見つける必要がある. そのために g = 2の場合の
Yamazakiの方法によって relationを見つける. I, Jをそれぞれχ18, Σ140

の零点集合とし, I, J をそれぞれの S̃∗
3(l)における閉包とすると, 18L̃3 ∼

Ĩ + 2l∆(3), 140L̃3 ∼ J̃ + 15l∆(3). ただし, ∼は線形同値を意味する. 各
g = 2, 3に対して, Rg = Γg(l)\{Sgの reducible points}とおき, RgをRg

の S̃∗
g(l) における閉包とする. S̃∗

3(l) −S∗
3(l) = ∪i∈IEiと既約分解して,

πi : Ei → S̃∗
2(l) を fiberingとする. R(∆(3)) = ∪i∈Iπ

−1
i (R2) とおく. I, J

は, R3, R(∆(3)) で supportをもつということが言え, n1, n2をそれぞれ
I, J のR3, R(∆(3))でのmultiplicityとすると I ·J = n1R3+n2R(∆(3))

が成立する.よって

(18L̃3 − 2l∆(3))(140L̃3 − 15l∆(3)) = n1R3 + n2R(∆(3)).

n1, n2を計算して, R(∆(3))を有理同値なものにとりかえて次を得る：
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定理 2.9 (Tsushima)

(3∆1(3)
2 +∆2(3))l

2 = 24R3 + 60lL3∆1(3)− 252L̃2
3.

これまでに出てきた結果と組み合せて, 残りの intersection number が計
算できる.

g = 2の場合で係数が 0であることに気づかない場合, ∆(2)の既約因
子 E に対して, E3 を計算する必要がある. Igusaの結果より, 10L̃2 ∼
2R2 + l∆(2) が成立する. 両辺にE2をかけて計算するとE3[S̃∗

2(l)] が分
かり,

E3[S̃∗
2(l)] =

1

6
l3
∏
p|l

(1− p−2)

を得る.

2.5 定理2.2の証明

G(l) = Γ2(1)/(±1)Γ2(l)とおく.

2.5.1 Step 1

任意の g ∈ G(l)について, gの fixed point set Xgの既約成分を分類する.

GottschlingとUenoは, S∗
2(l) に含まれる既約成分を分類した. ∆(2)に含ま

れる既約成分に関しては, SL(2,Z)の S̃∗
1(l) における固定点を求める. 次に各

固定点 pに対して, s−1(p)の中の fixed point setを求める. 全部で 25種類の既
約成分がある. Φα (1 ≤ α ≤ 25).

2.5.2 Step 2

τ(g)を計算するために, Φα (1 ≤ α ≤ 25)と同値なXgの既約成分の数を求
めなければいけない.

CG(l)(Φα) = {g ∈ G(l) | gx = x (∀x ∈ Φα)},
NG(l)(Φα) = {g ∈ G(l) | gΦα = Φα} とおく.

g ∈ CG(l)(Φα)をとる. ΦαがXgの既約成分のとき, gをCG(l)(Φα)の proper

elementと呼ぶ. Cp
G(l)(Φα)を CG(l)(Φα)の proper element全体のなす集合と

する.
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Φαと同値なXgの既約成分に対して, Xφ (∃φ ∈ Cp
G(l)(Φα)) の中のΦαが対

応している. CG(l)(φ)を φのG(l)における中心化群とする. Xgの既約成分で
φが作用するΦαに対応するものの個数は

n(φ) =
|CG(l)(φ)|

|CG(l)(φ) ∩NG(l)(Φα)|

である. 写像 NG(l)(Φα) → CG(l)(Φα), g → g−1φgから, 単射

NG(l)(Φα)/(CG(l)(φ) ∩NG(l)(Φα)) → CG(l)(Φα)

が得られる. この写像の像は

{φ′ ∈ Cp
G(l)(Φα) | φ′ はNG(l)(Φα)の中でφと共役 }

である. この集合の元の個数を e(φ)とすると, n(φ) =
|CG(l)(φ)|
|NG(l)(Φα)

·e(φ)である. ≡
をNG(l)(Φα)における共役による同値関係とする. φ′ ≡ φならば, τ(φ′,Φα)) =

τ(φ,Φα). よって

τ(g) =
25∑
α=1

∑
φ∈C

p
G(l)

(Φα)/≡,

φ∼g

|CG(l)(φ)|
|NG(l)(Φα)|

· e(φ) · τ(φ,Φα)

=
25∑
α=1

∑
φ∈C

p
G(l)

(Φα),

φ∼g

|CG(l)(φ)|
|NG(l)(Φα)|

· τ(φ,Φα).

2.5.3 Step 3

l ≥ 3 とする. Γ は Γ2(1) の部分群で Γ2(l) を含むものとする. G(Γ) =

(±1)Γ/(±1)Γ2(l)とおく. G(Γ)は対 (S̃∗
2(l), kL̃2 − ∆(2)) に作用する. また,

Sk(Γ2(l))にも

(M ·f)(MZ) = f(Z) det(CZ+D)k (M =

(
A B

C D

)
∈ (±1)Γ, f ∈ Sk(Γ2(l)))

によって作用する. g1, . . . , ghをG(Γ)の共役類の完全代表系とする. k ≥ 4な
らば,
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dimSk(Γ) = dimSk(Γ2(l))
G(Γ)

= dimH0(S̃∗
2(l),O(kL̃2 −∆(2)))G(Γ)

=
∑
p≥0

(−1)p dimHp(S̃∗
2(l),O(kL̃2 −∆(2)))G(Γ) (消滅定理)

=
1

|G(Γ)|
∑

g∈G(Γ)

τ(g) (Theorem 1.9)

=
h∑

i=1

1

|CG(Γ)(gi)|
τ(gi)

=
h∑

i=1

1

|CG(Γ)(gi)|

25∑
α=1

∑
φ∈Cp

G(l)
(Φα),φ∼gi

|CG(l)(φ)|
|NG(l)(Φα)|

· τ(φ,Φα).

|CG(Γ)(gi)|, |CG(l)(φ)|, |NG(l)(Φα)|, τ(φ,Φα) については, 論文の中で計算さ
れている. 特に τ(φ,Φα)に関しては, Φα が座標軸に平行でないなら, 変数変換
して座標軸に平行になるようにして計算しやすい形に直してから値を求めて
いる.
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3 Hilbert保型形式の次元公式
Hilbert cusp formsのなすベクトル空間の次元公式として, weightが 2より大

きい場合は Shimizu により, weightが 2の場合はFreitag, Ishikawaにより与え
られている. この節では彼らの次元公式を使って full modular群に関する cusp

formsの次元の計算方法を解説する. 最後に, 代数幾何学による次元公式につ
いて述べる.

3.1 Shimizuの次元公式

nを 1より大きい自然数とする. Kを n次総実代数体とする. するとKから
Rへの n個の埋め込みK ↪→ R, x 7→ x(i) (i = 1, . . . , n) が存在する. oK を
Kの整数環とする. G = SL2(oK)をKのHilbert modular群と呼ぶ. 複素上半
平面をH = {z ∈ C | Im(z) > 0}で表す. そのとき, GはHの n個の直積Hn

に以下のように作用する: z = (z1, . . . , zn) ∈ Hnと g =

(
a b

c d

)
∈ G に対

して,

g · z =

(
a(1)z1 + b(1)

c(1)z1 + d(1)
, . . . ,

a(n)zn + b(n)

c(n)zn + d(n)

)
.

kを正の整数とする. また, GL+(2, K)をKの元を成分とする 2次行列で行列

式が正なもの全体のなす群とする. g =

(
a b

c d

)
∈ GL+(2, K)とHn上の正

則関数 f に対して,

f |2kg :=
n∏

i=1

(c(i)zi + d(i))−2kf(g · z)

とおく.

定義 3.1 正則関数 f : Hn → CがGに関するweight 2kのHilbert modular

formとは
f |2kg = f (∀g ∈ G)

が成立することである.

P1(K) = K ∪∞とおく. GはP1(K)へ 1次分数変換によって作用する. その
とき,各orbitをGの cuspという. σ = α/β ∈ P1(K)をとる. ただし, α, β ∈ oK
であるようにとっておく. σに oKα+ oKβを対応させることで, P1(K)からK
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の ideal類群ClKへの全単射が得られる. したがって, Gの cuspの数はKの類
数に等しい.

A2k(G)をGに関するweight 2kのHilbert modular formsのなすベクトル空
間とする. 任意の σ ∈ P1(K)に対して, gσ · σ = ∞となるGL+(2, K)の元 gσ
が存在する. f ∈ A2k(G)を任意にとると, K の中の rank nの Z-加群M が存
在して f |2kgσを次のように Fourier展開することができる:

f |2kgσ =
∑
ν∈M∨

aνe(Tr(νz)).

ここに,M∨ = {λ ∈ K | Tr(λµ) ∈ Z (∀µ ∈ M)}, e( ) = exp(2πi ), Tr(νz) =∑n
i=1 ν

(i)ziである. aν ̸= 0ならば, ν = 0または νは総正（つまり ν(i) > 0 (i =

1, . . . , n))であることが知られている.

定義 3.2 f ∈ A2k(G)とする. Gの各 cuspの代表元 σをとって, f |2kgσ を
Fourier展開して a0 = 0が成立するとき, f は cusp formと呼ばれる.

Gに関するweight 2kのHilbert cusp formsのなすベクトル空間をS2k(G)で
表す. hK をKの類数とすると, Gの cusp の数は hK であるから,

dimA2k(G) = dimS2k(G) + hK

となる. 次は Shimizuの次元公式と呼ばれる結果である.

定理 3.1 (Shimizu [12]) k ≥ 2のとき,

dimS2k(G) =
(−1)n(2k − 1)n

2n−1
· ζK(−1) +

∑
τ

a(τ)γk(τ) + w

が成立する. ここに, ζK はDedekind zeta関数で, 和
∑

τ はGの elliptic fixed

pointのすべての type τ の上を動くものとする. a(τ)は type τ の elliptic fixed

pointのG-同値類の数である. τ = (r; q1, . . . , qn)のとき,

γk(τ) :=
1

r

∑
ζr=1,ζ ̸=1

n∏
i=1

ζkqi

1− ζqi

とする.

最初の項は identityからの contribution, 2番目の項は elliptic fixed pointか
らの contribution, そして最後の項wは cuspからの contributionである. Kが
normが負の unitを持てばw = 0である, ことを Shimizuは証明している.
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注意 3.1 Gの合同部分群 Γに対する次元公式も似た形をしている. 大雑把
に言えば, 第一項に指数 [G : Γ]がつくだけである.

YGをG\Hnの toroidal smoothコンパクト化とし, χ(G)を YGの構造層OYG

の Euler-Poincaré標数とする: χ(G) =
∑n

i=0(−1)i dimH i(YG,OYG
).

dimS2k(G)を kの多項式と見なす.

定理 3.2 (Freitag [2]) dimS2k(G)の定数項は χ(G), すなわち

χ(G) =
1

2n−1
· ζK(−1) +

∑
τ

a(τ)γ0(τ) + w.

注意 3.2 (1) n = 2の場合に, Hammond ([5])も上記の定理を独立に証明し
ている.

(2) 上記の定理は一般のQ-rank 1の場合に拡張されている (Satake). 3.4も
参照されたい. boundaryが 0次元ということが証明に使われている. しかし,

Siegel保型形式の場合に対してはまだ証明されていないように思われる.

さて,

dimS2(G) = dimHn(YG,OYG
) = (−1)n(χ(G)− 1)

という結果が知られているから, 次の定理を得る.

定理 3.3

dimS2(G) = (−1)n

(
1

2n−1
· ζK(−1) +

∑
τ

a(τ)γ0(τ) + w − 1

)

3.2 dimS2(G)の計算

3.2.1 n = 2の場合

K = Q(
√
D) (Dは平方因子なし)と書く.

この場合,

dimS2(G) =
1

2
· ζK(−1) +

∑
τ

a(τ)γ0(τ) + w − 1

となる. Ishikawa ([8], [9])もArthurの結果 ([1])からこの結果を得ていること
を注意する.
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計算方法

• identityからの contribution: Siegelの公式

ζK(−1) =
1

60

∑
b∈Z,b2<dK ,b2≡dK(4)

σ1

(
dK − b2

4

)

を使う. ここに, dK は K の判別式, そして n ∈ Nに対して σ1(n) =∑
m|n,m>0mとおいている.

• elliptic fixed pointからの contribution: Prestel ([10]) は a(τ)を計算して
いる.

Prestelの方法 Prestelは [10]の中で, elliptic fixed pointsの同値類を
数える問題に取り組んでいる. 彼の方法は, elliptic fixed pointの集合と
K ′∩M2(oK)という形の orderの共役類の集合の間に 1対 1対応を作ると
いうものである. ここで, K ′はKのある総虚 2次拡大である. この対応に
よって, 自明でない作用をもつMによって固定される elliptic fixed point

は, order K[M ]∩M2(oK)に写される. Shimizuは [12]の中で, orderの共
役類の個数に関する公式を与えているが, Prestelはそれを使って, 上の
タイプの orderでトレース s, 行列式 nの elliptic matrixを含むものの共
役類の数 l(s, n)の公式を与えている. より詳しく述べると次のようにな
る：K ′ = K(

√
s2 − 4n)とし, UK , UK′ , hK , hK′ をそれぞれの単数群, 類

数とする. δをK ′のK上の相対判別式として, a0を a20δ = (s2− 4n)とな
る oK の idealとする. a0は (1) a20|(s2−4n) (2) a20|(c2− cs+n) (∃c ∈ oK)

をみたす oK の最小な idealとして特徴づけられる. このとき, トレース
s, 行列式 nの elliptic element M を含むK ′の任意の order Oに対し, あ
る a|a0と上の (2)をみたす c が存在して, O = oK ⊕ a−1

0 a(M − c) が成立
する. w(a)をOに対応する elliptic fixed pointの位数とし, oKの素 ideal

pに対して,
(

K′

p

)
をArtin記号とすると次の公式が成立する.

定理 3.4 (Prestel)

l(s, n) =
[UK : U2

K ]hK′

2[UK′ : UK ]hK

∑
a|a0

w(a)NK/Q(a)
∏
p|a

(
1−

(
K ′

p

)
NK/Q(p

−1)

)
.

(7)
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これを用いて実 2次体の場合に, elliptic fixed pointsの同値類の数が求め
られている.

elliptic fixed pointからの contributionは

a(D)h(−D) + b(D)h(−3D) + c(D)

と表せる. ここに, a(D), b(D), c(D) は下記の表のように与えられる.

h(−D), h(−3D)はそれぞれQ(
√
−D), Q(

√
−3D), の類数である.

D D ≡ 1(4) D ≡ 2(4) D ≡ 3(8) D ≡ 7(8) D = 2 D = 3

D ̸= 2 D ̸= 3

8a(D) 1 3 10 4 5 3

D D ≡ 1, 2(3) D ≡ 3(9) D ≡ 6(9) D = 3

D ̸= 3

24b(D) 4 16 8 17

D D = 5 D ̸= 5

5c(D) 2 0

a(D)h(−D)は位数2のelliptic fixed pointからのcontribution, b(D)h(−3D)

は位数3のelliptic fixed pointからのcontribution, c(D)は位数5のelliptic

fixed pointからの contribution である.

• cuspからのcontribution: Hammond-Hirzebruch ([6])によれば, the parabolic

contribution w は

w =


0 Kは負のノルムの unitをもつかまたはDは

mod 4で 3と合同なる素因数をもたないとき
−4
∑

(d1,d2)
h(d1)h(d2)
w(d1)w(d2)

その他
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と表せる. ここに
∑
は, dK = d1d2なる虚 2次体の判別式対 (d1, d2)全体

の上を動く. h(di)はQ(
√
di)の類数で, w(di)はQ(

√
di)の単数群の位数

である (i = 1, 2).

この結果の後半の証明は次のように行う. ClK を K の ideal類群, Cl+K を
K の狭義 ideal類群とする. 自然な写像 ClK → Cl+K の kernelを P とおく.

oK は −1のノルムの unitをもたないから, K∗ → {±1}, λ 7→ sgn N(λ) は
(λ)にのみ依存するから, 準同型 τ : P → {±}が定義できる. Cl+K の指標
χで, χ|P = τ となるものを norm-signature characterという. そのような
χに対して, L(s, χ) =

∑
a:整 ideal χ(a)N(a)−s と定める. A ∈ ClK に対して,

L(s, χ,A) =
∑

a :整 ideal
a∈A

χ(a)N(a)−s とおく. A ∈ ClK に対して, A2 ∈ Cl+K とみ

なす. χ1, . . . , χrを real norm-signature character全体とすると,

∑
A∈ClK

χ∗(A2)L(s, χ,A2) =
r∑

j=1

L(s, χj) (8)

が成立する. ただし, χ∗ は χの複素共役である. さて, cusp全体と ClK の
間に 1対 1対応があり, Shimizuによれば A ∈ ClK に対応する cuspからの
contribution wAはwA = −π−2

√
dKχ

∗(A2)L(1, χ, A2)と表せる. 故に (6)より,

w = −π−2
√
dK
∑r

j=1 L(1, χj). 各 real norm-signature character χは, 判別式の
分解 dK = d1d2と対応していて, L(s, χ) = L(s, χd1)L(s, χd2)となる. ここで,

L(1, χdi) =
2πh(di)√
|di|w(di)

であることがよく知られている. これらの結果より上記

の結果が従う.

3.2.2 n = 3の場合: Galoisな場合

KをGaloisな総実３次体とする. このとき, 次が成立する.

dimS2(G) = −1

4
ζK(−1)−

∑
r≥2

r − 1

r
ar + 1

となる. ここに, arは位数 rの elliptic fixed pointsのG-同値類の個数である.

Weisserの結果を紹介する. C(f)をQに 1の原始 f 乗根を添加して得られ
る体とする. K ⊂ C(f)なる最小の整数 f をKの conductorと呼ぶ. arに関し
て, Weisserは次を示した.

定理 3.5 (Weisser)

(1) 3 ̸ |f ならば, a2 = 4h(−1), a3 = 4h(−3),
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(2) 3|f, f ̸= 9ならば, a2 = 4h(−1), a3 = 16h(−3),

(3) f = 7ならば, a2 = a3 = a7 = 4で, f = 9ならば, a2 = a3 = a9 = 4.

その他の rに対して, ar = 0. ここに, h(−a) = hK(
√
−a)/hK .

証明には Prestelの公式 (7)を使っている. この定理より, h(−1), h(−3)が
計算できれば ar が計算できる. さらに, ζK(−1)がわかれば dimS2(G)が計
算できる. Weisserの目的は, Galoisな総実 3次体K に対する Hilbert modu-

lar varietyの arithmetic genus χ(G)を求めることである. 論文の中で, K の
conductorが 1009以下の場合に, χ(G)の値を与えている. Weisserに従って,

h(−1), h(−3), ζK(−1)の計算方法を解説しよう.

Weisserの方法 K ′を総虚 abel体, K をその最大実部分体とする. K ′ ⊂
C(r)なるC(r)をとる. χをmod rのDirichlet指標とすると, Gal(C(r)/Q) ∼=
(Z/rZ)× より, χをGal(C(r)/Q)の指標と見なせる. ここで有限群Gの指標群
をG∧と書くことにする. θ ∈ Gal(C(r)/Q)∧ をX := Gal(C(r)/K ′)⊥ の生成
元となるようにとる. そのとき, K, K ′の解析的類数公式を使うと

hK′

hK

= wq
∏

χ∈X,χ(−1)=−1

(∑fχ−1
i=1 χ(i)i

−2fχ

)

を得る. ここで使った記号を説明する. UK′ , UK はそれぞれK ′, Kの単数群,

W はUK′に含まれる 1のべき根全体のなす群とするとき, w = |W |, q = [UK′ :

WUK ]で, fχは χの導手. これを θで書き表すと,

hK′

hK

= wq

(
fθ−1∑
i=1

θ(i)i

−2fθ

)fθ3−1∑
i=1

θ3(i)i

−2fθ3

fθ5−1∑
i=1

θ5(i)i

−2fθ5


となる. K ′がK(

√
−1)またはK(

√
−3)のとき, wq

(∑fθ3−1

i=1
θ3(i)i
−2fθ3

)
= 1 を示

して, Weisserは次の公式を得た：相対類数 h(−1), h(−3)は

hK′

hK

=

∣∣∣∣∣
fθ−1∑
i=1

θ(i)i

2fθ

∣∣∣∣∣
2

(9)

によって計算できる.

ζK(−1)について： 上と同様に θ ∈ Gal(C(f)/Q)∧をGal(C(f)/K)⊥の生成
元になるようにとる. そのとき, 次の公式が成立する:
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ζK(−1) = − 1

12

∣∣∣∣∣
fθ−1∑
i=1

θ(i)i2

2fθ

∣∣∣∣∣
2

. (10)

3.2.3 n = 3の場合：non-Galoisな場合

GrundmanはWeisserの結果を一般化して次の定理を証明した.

定理 3.6 (Grundman) Kを総実３次体とする.

(1) dK ̸= 49, 81の場合：

(i) 2 ̸ |dK ならば, a2 = h(−1).

(ii) 2|dK ならば, (2)の上で分岐する oK の素 ideal pに対して,

a2 =


16h(−1) (

(
K(

√
−1)

p

)
= 1のとき)

12h(−1) (
(

K(
√
−1)

p

)
= 0のとき)

40h(−1) (
(

K(
√
−1)

p

)
= −1のとき)

(iii) 3 ̸ |dK ならば, a3 = 4h(−3).

(iv) 3|dK ならば, (3)の上で分岐する oK の素 ideal qに対して,

a3 =


12h(−3) (

(
K(

√
−3)

q

)
= 1のとき)

16h(−1) (
(

K(
√
−3)

q

)
= 0のとき)

20h(−1) (
(

K(
√
−3)

q

)
= −1のとき)

(2) dK = 49ならば, a2 = a3 = a7 = 4.

(3) dK = 81ならば, a2 = a3 = a9 = 4.

ここに
(

K′

p

)
はArtin記号である. 証明にはPrestelの公式 (7)を使っている.

Grundmanの目的は rationalな Hilbert modular varietyを求めることであ
る. そのために幾何種数 pg (= dimS2(G))が 0, すなわち χ(G) = 1 となる
non-GaloisなKを数えあげている. 判別式が小さい 28個の non-Galoisな総実
3次体K（類数は 1）のうち, 24個がχ(G) = 1（すなわち, dimS2(G) = 0）で
あることを示している.
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Grundmanの方法 彼女は, Shintaniの結果を用いて ζK(−1)と相対類数を
計算している.

Shintaniの結果を復習しよう. Kを n次総実代数体, oK をKの整数環, UK

をK の単数群, fを oK の ideal, U(f)+を mod fで 1と合同であるような oK
の総正な単数全体のなす群とする.

Cj = Cj(vj1, . . . , vjr(j)) := {t1vj1 + · · ·+ tr(j)vjr(j) | ti > 0 }

とおく. ただし, vjiたちは fに含まれるベクトルで, Rn
+の中で 1次独立なベク

トルとする. Cjを open simplicial coneという.

Shintaniによれば, 有限添字集合 J が存在して,

Rn
+ =

∪
u∈U(f)+

∪
j∈J

uCj.

すなわち, U(f)+のRn
+への作用に関する基本領域は, fの中に生成元をもつ有

限個の open simplicial cone の disjoint unionとして表せる. n = 3の場合には,

その基本領域を決定する explicitな方法が知られている (Thomas-Vasquez). S

をKの任意の部分集合とする. 各 j ∈ J に対して

R(j, S) = {(x1, . . . , xr(j)) | 0 < x1, . . . , xr(j) ≤ 1,

r(j)∑
i=1

xivji ∈ S }

とおく. y1, . . . , yn, uを変数とする. 各 j ∈ J に対して

Ll(y) = v
(1)
jl y1 + · · ·+ v

(n)
jl yn (1 ≤ l ≤ r(j))

とおく. x = (x1, . . . , xr(j))を実数の組とし, 関数

F (u, y) =

r(j)∏
l=1

euxlLl(y)

euLl(y) − 1

∣∣∣∣∣∣
yk=1

の原点での Laurent展開における un(m−1)(y1 · · · yk−1yk+1 · · · yn)m−1 の係数を
(m!)−nBm(Cj, x)

(k) (m = 1, 2, . . . ) とおく. fと互いに素な oK の ideal bに
対し,

ζK(b, f, s) =
∑
g

N(g)−s

とおく. ここに,
∑
は mod fで bと同じ狭義 ideal類に属するもの全体をわ

たる.
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定理 3.7 (Shintani) mを正の整数とする. そのとき

ζK(b, f, 1−m) = m−nN(b)m−1
∑
j∈J

∑
x∈R(j,b−1f+1

(−1)r(j)Bm(Cj, x).

K ′をKの総虚 2次拡大とする. a1, . . . , ahをKの ideal類群の完全代表系で
整 idealからなるものとする. Reg(K), Reg(K ′)はそれぞれK, K ′ の regulator,

δはK ′のK上の相対判別式, ωはK ′の中の 1のべき根の数とする. χをArtin

記号 χ(a) =
(
K′

a

)
(a ⊂ oK′)によって定義される 2次指標とする.

定理 3.8 (Shintani) f = oK として, {Cj}j∈J をとる. そのとき

hK′

hK

= 2n−1 ωReg(K)

Reg(K ′)[UK : U+
K ]

×
h∑

m=1

∑
j∈J

∑
x∈R(j,(aδ)−1)

χ

 r(j)∑
i=1

xivji

 amδ

 (−1)r(j)

n

×
∑
l

r(j)∏
i=1

Bli(xi)

li!

TK

r(j)∏
i=1

vli−1
ji

 .

ここに, TKはトレースで,
∑

lは l = (l1, . . . , lr(j)) ∈ Zr(j) で, li ≥ 0, l1 + · · ·+
lr(j) = r(j)をみたすものの上をわたる.

ここからは n = 3とし, Grundmanの方法を紹介する. BをK の狭義 ideal

類群の完全代表系で整 idealからなるものとする. そのとき,

ζK(s) =
∑
b∈B

ζK(b, oK , s)

で, Shintaniの定理より

ζK(−1) =
1

8

∑
b

N(b)
∑
j∈J

∑
x∈R(j,b−1)

(−1)r(j)B2(Cj, x)

を得る. R(j, b−1)については, R(j, b−1)とZ3のある部分集合との間に 1対 1対
応があることを示して, R(j, b−1)の点を決定するアルゴリズムを与えている.

B2(Cj, x)については, Bernoulli数とCjの生成系を使った explicitな表示を与
えている. 相対類数については, K ′ = K(

√
−1), K(

√
−3)の場合のみで十分で

あり, このときReg(K)/Reg(K ′) = 1/4であり, ω, [UK : U+
K ]は容易に計算で

きる. R(j, (amδ)
−1)については上記と同様にすべての点を決定することができ

る. また, χ(•)を計算するためにいくつかの結果を証明している. Grundman

の計算は, hK = 1を仮定したものであり, hK > 1の場合にそのままでは適用
できない.
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3.3 dimS2k(G) (k ≥ 2)の計算

3.1の結果より,

dimS2k(G) =
1

2n−1
{(−1)n(2k − 1)n − 1} ζK(−1) +

∑
τ

a(τ)(γk(τ)− γ0(τ))

+(−1)n dimS2(G) + 1.

よって dimS2(G)が分かれば, dimS2k(G) が分かる. Thomas-Vasquezは,

dimS2k(G) を計算して次元の母関数を計算し,
⊕

k≥0A2k(G) の環としての構
造を調べている.

3.4 代数幾何学による次元公式

3.4.1 Tsushimaの補題

§1の記号を使う. X を n次元コンパクト複素多様体, ∆をX 上の reduced

divisorで normal crossingなものとする. X = X −∆とおく. ∆を既約分解す
る：∆ =

∪
i∈I Di.

各 i ∈ I に対し, Di が n − 1次元 toric varietyで, Di 上に induceされる
divisor

∑
j ̸=iDi ∩DjがDiの boundary になるとき, ∆を toric divisorと呼ぶ.

ci = ci(X)とおく. ϵi ∈ H2(X,Z) をDiによって定まる cohomology類とする
と, 補題 2.1より次が成立する.

補題 3.1 (Tsushima) ∆が toric divisorならば,

ck · ϵi = 0 (i ∈ I, 1 ≤ k ≤ n).

ci = ci(X)とおく. Ti(X) = Ti(c1, . . . , ci) となる多項式 Ti(x1, . . . , xi) を
Todd多項式という. Tsushimaの補題より,

Tn(c1, . . . , cn)[X] = Tn(c1, . . . , cn)[X] + κn

[∏
i∈I

ϵi
1− e−ϵi

]
.

Tn(c1, . . . , cn)[X] をXの∆に関する対数的 arithmetic genusといい, χ(X,∆)

と書く. 上の式の左辺はXの arithmetic genus χ(OX) であるから,

χ(OX) = χ(X,∆) + κn

[∏
i∈I

ϵi
1− e−ϵi

]
を得る.
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3.4.2 Hilbert modular varietyの arithmetic genus

Kは n次総実代数体とする. ΓはG = SL2(oK)の部分群で, Hnへ自由に作
用するものとする. YΓを Γ \Hnの smooth toroidalコンパクト化とする. その
とき, ∆ = YΓ − Γ \Hn は toric divisorである. Hnの compact dualは (P1)nで
あるから, Mumfordの比例定理より

χ(YΓ,∆) = (−1)n
vol(Γ \Hn)

vol((P1)n)
=

vol(Γ \Hn)

2n
.

ただし, volumeの計算には normalized volume form

ω =

(
−1

2π

)n n∧
i=1

dxi ∧ dyi
y2i

を使っている. Γの各 cusp xに対して,特異点xを除去するときに現れるdivisor

たちの第 i基本対称式を σi,x ∈ H2i(YΓ,Z) と書く. すると

κn

[∏
i∈I

ϵi
1− e−ϵi

]
=
∑
x

Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ]

と書ける. したがって

定理 3.9 YΓの arithmetic genusを χ(Γ)と書くと

χ(Γ) = 2−nvol(Γ \Hn) +
∑
x

Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ].

3.4.3 次元公式

k > 1とする. L = Ωn(log∆)と書く. そのとき

dimS2k(Γ) = dimH0(YΓ,Ω
n ⊗ L⊗(k−1))

= χ(Ωn ⊗ L⊗(k−1)) (Kodaira 消滅定理)

= (−1)nχ(L⊗(1−k)) (Serre duality)

= (−1)nPn((1− k)c1, c1, . . . , cn)[YΓ] (c1(L) = c1)

= (−1)n

(
Pn((1− k)c1, c1, . . . , cn)[YΓ] +

∑
x

Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ]

)
(Tsushimaの補題)
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となる. P (k − 1) = χ((Ωn
(P1)n)

⊗(1−k))とおくと P (k) = (2k + 1)n であり,

Mumfordの比例定理より

Pn((1− k)c1, c1, . . . , cn)[YΓ] = 2−nvol(Γ \Hn)Pn((1− k)č1, č1, . . . , čn)[(P1)n]

= 2−nvol(Γ \Hn)χ((Ωn
(P1)n)

⊗(1−k))

= 2−nvol(Γ \Hn)P (k − 1)

である. よって

定理 3.10 ΓをGの torsion-freeな部分群とすると, k > 1のとき

dimS2k(Γ) = (−1)n

(
2−nvol(Γ \Hn)(2k − 1)n +

∑
x

Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ]

)
.

Siegelによれば, vol(Γ \ Hn) = 2ζK(−1)[G : Γ]であるから, 上の次元公式
と Shimizuの次元公式のmain termは一致する. Shimizuの次元公式において,

cusp xからの contributionをwxと書くとw =
∑

x wx. parabolic contribution

を比較して
(−1)n

∑
x

Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ] =
∑
x

wx

となるが, 実際には各 cusp xごとに contribution は一致する（cf. 織田氏の論
説 [17]）:

定理 3.11 (Ogata, Ishida) 各 cusp xに対して

(−1)nTn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ] = wx.

次元公式の系として, Freitagの結果の特別な場合が得られる.

定理 3.12 dimS2k(Γ)を kの多項式とみなすと, 定数項は χ(Γ).

証明. nが偶数のとき, k = 0を代入すると定理 3.9より χ(Γ)となる. nが
奇数のとき, w = (−1)n

∑
x Tn(σ1,x, . . . , σn,x)[YΓ] = 0 より, k = 0を代入する

と 2−nvol(Γ \Hn) = χ(Γ)となる. □

定理 3.13 n = 2, k > 1のとき, Hilbert modular群Gについて

dimS2k(G) =

(
2k − 1

2

)2

vol(Γ \H2) +
∑
τ

a(τ)γk(τ) + w
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略証： Gの torsion freeな正規部分群 Γをとって, YΓ 上で有限群 G/Γと
V = Ω2 ⊗ L⊗(k−1) に正則 Lefschetz公式を用いる. （詳細については van der

Geer [3]を参照されたい.） □

注意 3.3 n = 2の場合は, Hirzebruchによるコンパクト化を使ってboundary

の部分にある fixed point setからの contribution を計算することができた. し
かし, nが 3以上になるとそのようなよいコンパクト化がないので, 単数群の
Rn

+への作用に関する基本領域を求めて, smoothコンパクト化を与えるように
cone分割して, それを用いて計算することになる. （ただ, nが 4以上の場合に
は, 基本領域を求めて cone分割を与えることは難しいように思われる.）上の
定理のような公式を与えることは可能であるが, 各Gごとに個別に計算しなけ
ればいけない.
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