
Siegel 保型形式入門と保型形式環

伊吹山知義（大阪大学大学院理学研究科）

この小論では、ジーゲル保型形式の入門をなるべく保型形式環の立場
から試みる。入門とは言っても時代の進歩を取り入れて若干内容の再構
成をおこなった。また目的が限定されているため、たとえばヘッケ作用
素やゼータ関数は登場しないなど、かなり好みの強い紹介である点は注
意されたい。

1 Siegel 保型形式の一般論

1.1 領域と群

ジーゲル上半空間は６種類ある有界対称領域の一つである。ジーゲル
上半空間は

Hn = {Z = tZ ∈ Mn(C);Z = X + iY, Y > 0}

で定義される。Z ∈ Hn に対して、その虚部 Y を Im(Z) と書く。一方
で、シンプレクティック群は

J =

(
0 −1n
1n 0

)

とおくとき、

Sp(n,R) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ M2n(R); gJ tg = J

}

で定義される。この g の条件は

A tD −B tC = 1n, A tB = B tA, C tD = D tC
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といっても同じである。また

g−1 = J−1 tgJ =

(
tD −tB

−tC tA

)

である。これより、特に条件式の順序を変えて tgJ g = J と言っても同
じである。よって条件は

tDA− tBC = 1n,
tDB = tBD, tCA = tAC

と言っても同じ。
例：１変数では普通の複素上半平面に特殊線型群が１次分数変換で働
くのと同じ。また複素上半平面は単位円板と同値である。

Sp(1,R) = SL(2,R) ∼= SU(1, 1), H1 = {z ∈ C; Im(z) > 0} ∼= {z ∈ C; |z| = 1}.

命題:

g =

(
A B

C D

)
∈ Sp(n,R)

と Z ∈ Hn に対して、det(CZ + D) ̸= 0 である。また gZ = (AZ +

B)(CZ +D)−1 とおくと、これは複素対称行列であり

Im(gZ) = t(CZ +D)−1Y (CZ +D)−1

である。特に Im(gZ) > 0 である。

証明：2iY = (Z, 1n)J

(
Z

1n

)
より、2iY = (Z, 1n)

tgJg

(
Z

1n

)
. よって、

2iY =
(
Z tA+ tB, Z tC + tD

)
×

(
0 −1n
1n 0

)
×

(
(AZ +B)

(CZ +D)

)
= (Z

t
A+t B)(CZ +D)− (Z

t
C +D)(AZ +B).

よって、(CZ+D)ξ = 0 (ξ ∈ Cn)ならば、2i tξY ξ = 0,よって Y > 0よ
り、ξ = 0. よって前半は証明された。後半は、(CZ +D)−1, t(CZ +D)−1

を左右から掛けて

2i t(CZ +D)−1Y (CZ +D)−1 =t gZ − gZ.
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さらに、

0 = (Z, 1n)J

(
Z

1n

)
= (Z, 1n)

tgJg

(
Z

1n

)
= (Z tA+ tB)(CZ +D)− (Z tC +D)(AZ +B).

より、 t(gZ)− gZ = 0.

Proposition 1 Sp(n,R) は Z → gZ により Hn に作用する。Hn の解
析的自己同型群は Sp(n,R)/{±12n} に等しい。

前半で (g1g2)Z = g1(g2Z) は単なる計算である。後半部分の証明は省
略する。

1.2 保型因子

1.2.1 一般の保型因子

Hn 上の正則関数全体に Sp(n,R) の部分群 Γ が作用するようななるべ
く一般的な状況を考えたい。
例: k を整数として

f(Z) → det(CZ +D)−kf(gZ)

は Sp(n,R) の作用である。
しかし、一般にはこのような作用を群 Sp(n,R) 全体で定義される部分

と Γ に依存する部分に分けて考えたい。また C-valued だけではなくて
ベクトル値の関数も考えたい。よって、次の状況を考える。
(1)J(g, Z) は Sp(n,R)×Hn 上の GLd(C) valued な関数で Z について正
則。
(2) µ は Γ 上の GLd′ (C)-valued な関数。
(3) Hn 上の Mdd′ (C)-valued な正則関数 f(Z) 全体の空間に対して

f(Z) → J(γ, Z)−1f(γZ)µ(γ)

が群 Γ の作用になる。
以上のような状況があるとすると、すなわち、Sp(g,R)×Hn 上の関数

J(g, Z) と Γ 上の関数 ν(g) が上の (1), (2) をみたすとすると、必要なら
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定数倍取り替えることにより次が成り立つ。（証明は作用の定義通りの式
を書けばすぐわかる。）
Γ の C× -valued な 2-cocycle c(γ1, γ2) があって、

J(γ1, γ2Z)J(γ2, Z) = c(γ1, γ2)J(γ1γ2, Z)

µ(γ1γ2) = c(γ1, γ2)µ(γ1)µ(γ2)

これによりたとえば µ は Γ の射影表現であることがわかる。ただし射
影表現というのは Γ から PGLd′ (C) への準同型という意味である。
ここで 2-cocycle というのは、Γ× Γ 上のC× 値関数で

c(γ1γ2, γ3)c(γ1, γ2) = c(γ1, γ2γ3)c(γ2, γ3),

c(1, 1) = 1

を満たすものとした。ものの本には、あまりこのようには説明されてい
ないが、このような J と µ の組 (J, µ) を Γ の保型因子と呼ぶのが良い
と思う。通常 µ を multiplier system という。一般的に言えば J と µ を
分離して別々の保型因子と考えることは出来ないし、Γ の保型因子は Γ

に特有のものであり、一般にはこれを含む大きい群まで延長することは
できない。（例：分数ウェイトの保型因子など。）
ちなみに最近、実ランク２以上の代数群の離散群、たとえば２次以上
のジーゲル保型形式では、半整数以外の分数ウェイトの保型因子は存在
しないことを Richard Hill が証明したと聞いている。ジーゲルの場合は、
もともと P. Deligne の 1970 年代後半の結果だそうである。（証明は離散
群の算術性、合同部分群問題などの一般論を用いるらしい。これはたと
えばジーゲル保型形式では「普通の」保型因子しか存在しないという点
では、残念な結果であるが、rank 1 の代数群ではまだ望みがある。）

1.2.2 実際的な保型因子と保型形式

以下、もっとわかりやすい通常の保型因子を考える。ρ を GLn(C) の
（有限次元の）既約有理表現とする。また µ を Γ の（既約とはかぎらな
い）有限次元表現とする。表現の次数はそれぞれ d, d

′
としておく。この

とき J(g, Z) = ρ(CZ +D) とおくと、組 (J, µ) は Γ の保型因子である。
一番簡単なものは、ρ(g) = det(g)k (k は整数）、µ=単位表現の場合であ
り、この場合をウェイト k の保型因子という。さて、Cartan Seminar の
Godement の記事では、このような仮定の下で、µ がさらにユニタリー
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表現という仮定だけで議論を進めているが、実際問題として ker(µ) が Γ

内で指数有限の部分群でないと保型形式と呼ぶにはふさわしくないと思
われる。少なくともユニタリーという仮定がないと、保型形式とはとう
てい呼びにくい例を挙げられる。たとえば M. Kaneko and M. Koike は
SL2(Z) の作用で不変な２階の微分方程式の解から、上半平面上の関数で
SL2(Z) の自然な作用による表現空間を構成しているが、これは保型形式
ではない。
例 (Kaneko-Koike)

E2(τ) をいわゆる quasi modular form of weight 2（アイゼンシュタイン
級数の解析接続で得られるウェイト２の実解析的保型形式から、y−1 の
定数倍部分を引いて得られるもの）とする。微分方程式

f ”(τ)− k + 1

6
E2(τ)f

′
(τ) +

k(k + 1)

12
E
′

2(τ)f(τ) = 0

は変数変換 z → γz = (az + b)(cz + d)−1 γ ∈ SL2(Z) で不変であるが、
k ≡ 5 mod 6 ならば、２つの解上 SL2(Z) はそのまま行列で（standard

表現で）作用する。この解は保型形式とは呼びがたい。
もちろんこのような例は別に微分方程式を用いなくてもいくらでも作
れる。実際 f(τ) を SL2(Z) の weight k + 1 の保型形式とし、

F (τ) =

(
τf(τ)

f(τ)

)

とすると、γ = ( a b
c d ) に対して

F (γτ) =

(
(aτ + b)(cτ + d)−1f(gτ)

f(gτ)

)

=

(
(aτ + b)(cτ + d)kf(τ)

(cτ + d)k+1f(τ)

)
= (cτ + d)k

(
a b

c d

)
F (τ)

となるなど。
よって以下

仮定： Ker(µ) は Γ の指数有限の部分群と仮定する。
Γ は Sp(n,R) の離散群で、vol(Γ\Hn) < ∞ とする。
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Definition 2 都合により n > 1 の場合のみ考える。Hn 上の Mdd′ (C)
valued な正則関数 f ですべての γ ∈ Γ に対して、

f(γZ) = ρ(CZ +D)f(Z)µ(γ)−1

となるものを、Γ のウェイト ρ, multiplier µ の保型形式という。

このような保型形式のなす空間をMρ(Γ, µ) と書くことにする。（ちな
みに n = 1 ならば各カスプで正則という条件が必要だがこの説明を省略
するために n > 1 と仮定した。）

1.2.3 Sp(n,Z) の通約群と保型形式

Definition 3 群 G の部分群 H と K が通約的 (commensurable) という
のはH ∩K が H および K の指数有限の部分群であることをいう。

Lemma 4 一般に H を 群 G の指数有限の部分群とし、K を G の（指
数有限とは限らない）部分群とするとK 内で H ∩K は指数有限である。
また、H の指数有限の部分群 N で G 内で正規なものが存在する。

証明：easy exercise であるが、書いておく。K =
⨿

λ∈Λ(K ∩H)kλ (dis-

joint) とすると、λ, µ ∈ Λ に対して、λ ̸= µ ならば、kλk
−1
µ ̸∈ H. しか

し、H は G 内で指数有限だから Λ は有限集合である。G =
⨿l

i=1Hgi の
とき、N = ∩l

i=1(g
−1
i Hgi) とおくと、今示したことより N は G 内で指数

有限がわかる。 q.e.d.

以下、Γ はすべて Sp(n,Z) = Sp(n,R)∩M2n(Z) と通約的と仮定する。
（このほかに不定符号４元数環からつくられる離散群と通約的な重要な系
列もあるが、カスプの様子などが若干違っていて記述が面倒になるので
今は無視する。なお n > 1 ならば、これら以外に covolume finite な離散
群は存在しないことも知られている。）
さて、Mρ(Γ, µ) の元を Sp(n,Z) の保型形式と見なす方法について述べ

ておく。

1.2.4 フーリエ展開

Γ の元で

γX =

(
1n X

0 1n

)
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のかたちのもの全体は群をなす。Γは Sp(n,Z)と通約的としたから、この
ような X 全体のなす加群 Lは n次有理対称行列全体のなすベクトル空間
Symn(Q) の中である lattice となる。実際C = {g ∈ Sp(n,R);A = D =

1n, C = 0}とおけば、Γ∩C 内でΓ∩Sp(n,Z)∩C は指数有限であり、特に
X ∈ L ならば、適当な自然数 l について lX ∈ Symn(Z)（整数係数対称
行列の集合）となるから L ⊂ Symn(Q)である。また Γ∩Sp(n,Z)∩C は
Sp(n, Z)∩C 内でも指数有限であるから、L は Symn(Q) 内で Symn(Z)
と通約的である。よって、 L は lattice である。
次に µ を multiplier system とすると、Ker(µ) ⊂ Γ は finite index と
したので、L の sublattice µ(L0) で µ(γX) = id. for all X ∈ L0 となるも
のがある。以上により、f ∈ Mρ(Γ, µ) ならば、任意の X ∈ L0 について
f(Z +X) = f(Z) である。任意の lattice L に対して

L∗ = {x ∈ Symn(Q);Tr(xy) ∈ Z for all y ∈ L}

を L の dual lattice という。たとえば L = Symn(Q) ∩Mn(Z) ならばL∗

は半整数対称行列全体（対角成分が整数でその他が (1/2)Zの元)である。
Hn 上の任意の Mdd′ (C) 値正則関数 f が L0 による平行移動で不変なら、
次のフーリエ展開を持つ。

f(Z) =
∑
T∈L∗0

a(T )e2πiTr(TZ).

ここで、a(T ) は Mdd′ (C) の元である。証明は (e2πiTr(xzij)) で Hn を移す
ことにより、Hn はラインハルト領域に移るが、ラインハルト領域でロー
ラン展開が存在することによる。（あるいは、実部 X に関して f が C1

級であることと、実部に関する周期性により e2πiTr(TX) について、係数
が Y に関する関数 a(T, Y ) になるフーリエ展開を持ち、さらに正則性の
Cauchy-Riemann 条件から a(T, Y ) = a(T )e2πiTr(TY ) の形になると言う証
明法もある。）
上のフーリエ展開は Hn 上の任意のコンパクト集合上で絶対一様収束
する。また f(Z) = (fij(Z)) とするとき任意の c > 0 に対し、{Y > c1n}
なる領域上で |fij(Z)| は有界であり、同じ領域上で f(Z) は絶対一様収束
する。(Z = ic1n で絶対収束することなどをもちいると、級数がここでの
値で評価できて、いずれもあきらか。）話の都合上、ノルムを決めておか
ないのも不便なので、A, B ∈ Mdd′ (C) に対して

< A,B >= Tr(B∗A)
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とおくことにする。特に ||A|| =< A,A >1/2 と書く。すると今述べたこ
とは、{Y > c1n} なる領域上で

∑
T ||a(T )||e−2πtr(TY ) が収束すると言っ

ても同じことである。
少し係数の評価をしておく。f(Z) は特に Y = (2π)−1i1n で絶対収束す
るので

K =
∑
T∈L∗

||a(T )||e−tr(T )

は有限確定値であり、また当然 K は T に無関係である。つまり、任意
の T ∈ L∗ について

||a(T )|| ≤ Ketr(T )

がわかった。

1.3 Koecher principle

Proposition 5 ρ を GLn(C) の有理表現とする。f を Hn 上の Mdd′ (C)
valued の正則関数で、
(1)ある lattice L ∈ Symn(Q) が存在して、すべての X ∈ L で

f(Z +X) = f(Z)

(2) SLn(Z) の指数有限の部分群 Γ が存在して、すべての U ∈ Γ につ
いて

f(UZ tU) = ρ(U)f(Z)

と仮定する。（特に f ∈ Mρ(Γ, µ) ならばこの仮定は満たされる。）さらに
n ≥ 2 と仮定する。このとき a(T ) ̸= 0 となるのは T ≥ 0 (T が半正定
値）のときに限る。

証明：証明は Cartan Seminar 4-04 の通りであるが、Cartan Seminar

では d
′
= 1 の場合のみ取り扱われている。ノルムの取り方以外の違いは

ないが、敢えて証明を復習する。
条件 (1) より、L∗ を L の dual lattice として、

f(Z) =
∑
T∈L∗

a(T )e2πitr(TZ)
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とフーリエ展開される。次に条件 (2) より、任意の U ∈ Γ について∑
T∈L∗

a(T )e2πitr(TUZ tU) =
∑
T∈L∗

ρ(U)a(T )e2πitr(TZ)

であるが、フーリエ展開の一意性より、

ρ(U)a(T ) = a(tU−1TU−1)

である。よって ρ(U−1)a(T ) = a(tUTU)と言っても同じであるし、a(T ) =
ρ(U)a(tUTU) である。ここで、フーリエ係数のノルムを評価しておく。
||a(tUTU)|| ≤ Ketr(

tUTU) より、任意の U ∈ Γ に対して

||a(T )|| ≤ K||ρ(U)||etr(tUTU)

この評価式から T が半正定値でないなら、a(T ) = 0 をいう。すなわち、
左辺は U と無関係だから、半正定値でない T に対して、U を取り替え
て、右辺がいくらでも小さくなることを言えばよいのである。証明の方
針は ||ρ(U)|| がそれほど増えないが tr(tUTU) → −∞ となるような U

の列を作ることにある。この作り方は具体的に与えてしまった方が簡単
である。ρ(U) の部分が大きくならないようにするには、ひとつの U の
べき Up をとれば、||ρ(Up)|| = ||ρ(U)p|| ≤ ||ρ(U)||p だから、この部分は
p の１次式の exponential order である。Up に対して、etr(

tUpTUp) が p

の２次式の exponential order になるようにしたい。このような U の取
り方を探そう。T ≥ 0 でない T をひとつ固定する。単純に計算できる
ように、U = 1n + V とし、V 2 = 0 なるもので話をすませたい。すると
Up = 1n+pV であるから、わかりやすい。よって、a = tr(T ), b = tr(TV ),

c = tr(tV TV ) とおくと

etr(
tUpTUp) = exp(a+ bp+ cp2)

である。c < 0でかつ V 2 = 0となるような V を選びたい。T は半正定値
で、しかも有理数を係数とするから、n 次の整数ベクトル x で txTx < 0

となるものが存在する。（２次形式の意味で、T は有理数内で対角化可能
だから、以上は容易に分かる。）ここで V = (x, 0, . . . , 0) ∈ Mn(Z) と
すると tr(tV TV ) =t xTx < 0 ではある。x1 = 0 ならば、V 2 = 0 で
もあるから、これでよいが、x1 = 0 でないと V は V 2 = 0 を満たさな
いかもしれないので、少し工夫が必要である。そこで、整数 d, e に対し
て V = (dx, ex, 0, . . . , 0) とおくと、d = e = 0 でない限りは、やはり
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tr(tV TV ) = (d2 + e2)(txTx) < 0 である。V 2 = 0 とするためには、たと
えば d = x2, c = −x1 ̸= 0 （ただし xi は x の第 i 成分）とすれば

V =


x2x1 −x2

1 0 . . . 0

x2
2 −x1x2 0 . . . 0

x2x3 −x1x3 0 . . . 0
...

... 0 . . . 0


であり、V 2 = 0 はあきらか。U = exp(V ) より、det(U) = 1 ∈ SL2(Z)
である。Γ は SLn(Z) の中で finite index だからU q ∈ Γ なる q が存在す
る。U q = 1+ qV であるから、必要なら qV を V と書くことにする。す
ると結局

||a(T )|| ≤ K||ρ(U)||pexp(a+ 2bp+ cp2) = Kexp(a+ (2b+ log||ρ(U)||)p+ cp2)

よって c < 0 から明らかに p → ∞ で右辺はゼロに近づく。Q.E.D.

1.4 Sp(n,Z) への帰着

Γ ⊂ Sp(n,Z) を指数有限の部分群とする。µ を Γ の multiplier とし
て、次の同型が成り立つ。

Mρ(Γ, µ) ∼= Mρ(Sp(n,Z), IndSp(n,Z)
Γ µ).

証明：まず誘導表現を説明する。µ
′
= Ind

Sp(n,Z)
Γ µ の定義は、

Sp(n,Z) =
m∪
i=1

Γγi

とコセットへの分解を与え、γiγ = γ(i)γν(i) (γ
(i) ∈ Γ, γ ∈ Sp(n,Z) )で

γ(i) を定義するときに

µ
′
(γ) = (Aij)

で与えられる。ただし Aij = δjν(i)×µ(γiγγ
−1
ν(i)) (δ は Kronecker 記号）と

する。上記の保型形式の空間の間の同型は

f(Z) → F (Z) = ((ρ(CiZ +Di)
−1f(γiZ))1≤i≤m
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で得られる。ただし、

γi =

(
Ai Bi

Ci Di

)
とおき、F (Z) は Md,md′ (C) valued な関数と見なしている。
証明は単なる計算であるから省略する。Γが Sp(n,Z)と通訳的ならば、Γ
およびSp(n,Z)の指数有限の部分群 Γ

′
があって、Mρ(Γ, µ) ⊂ Mρ(Γ

′
, µ|Γ′)

であるから、Mρ(Γ, µ) はこの場合もやはり Sp(n,Z) の保型形式の一部と
見なせる。

1.5 Cusp form の定義

f ∈ Mρ(Sp(n,Z), µ) がカスプ形式というのは

f(Z) =
∑
T∈L∗

a(T )e2πiTr(TZ)

なる展開において、a(T ) ̸= 0 ならば T > 0 となることとする。これは

(Φf)(Z1) = lim
λ→+∞

f

(
Z1 0

0 iλ

)
と Siegel Φ-operator を定義するとき、Φf = 0 となることと同値である。
f ∈ Mρ(Γ, µ) がカスプ形式というのは、前節の同型で f を Sp(n,Z)
の保型形式とみなしたときカスプ形式になることと定義する。
以上は実際上 Γ\Hn の「佐武コンパクト化」の各カスプ上で消えると
言うことと同値であるが、カスプの定義まで立ち入ると少々面倒なので
ここではあまり詳しくは述べられない。しかし前ページの同型をみれば
わかるように、カスプ形式の条件は実際上任意の g ∈ Sp(n,Z) について

Φ(ρ(CZ +D)−1f(gZ)) = 0

という条件と同じである。
Γ のウェイト ρ, multiplier µ のカスプ形式全体を Sρ(Γ, µ) と書く。

1.6 内積とノルム

ρ は適当に基底を取り替えて ρ(g∗) = ρ(g)∗ と仮定して於いて良い (た
だし ∗ は共役転置）。なぜなら、ユニタリー行列に制限すればユニタリー
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表現にできるから正しく、また表現は代数的としているから、ユニタリー
群の複素化である GLn(C) でも正しい。さて、このように表現をとれば
Y > 0 ならば ρ(Y ) も正値対称行列である。前と同様、A, B ∈ Mdd′ (C)
に対して

< A,B >= Tr(B∗A)

とおく。特に ||A|| =< A,A >1/2 と書く。
f , g ∈ Mρ(Γ, µ) に対して、

< ρ(Y 1/2)f(Z), ρ(Y 1/2)g(Z) >= Tr(g(Z)∗ρ(Y )f(Z))

は Z → γZ で不変である。

Proposition 6 Γ は Sp(n,Z) と通約的とする。このとき、任意の f ∈
Sρ(Γ, µ) について ||ρ(Y 1/2)f || は Hn 上で最大値をとる。

これはそれほど明らかではないだけではなく、見過ごされがちな有用
な結果であると思う。よって証明をつけよう。注意として、||ρ(Y 1/2)f ||
が「Hn 上で有界」というのと「Hn 上で最大値をとる」というのは当然
違う主張で後者の方が論理的に強い結果である。（前者の方が証明もやさ
しい。）
証明には基本領域の議論がかなり必要である。
まずジーゲルの与えた厳密な意味で Γ\Hn の代表元を与えるような領
域を古典的には基本領域と呼んでいる。Sp(n,Z) などについてはジーゲ
ルが与えた基本領域がよく知られている。しかしこのようなものをより
一般の離散群については正確に記述するなどと言うことは望むべくもな
い。ジーゲルの意味での基本領域よりもずっと弱い意味で普通の意味での
基本領域よりは大きいかもしれないし、同値な点も（境界上でなくても）
多数含むかもしれないが、せいぜい有限個に収まるというようなもので、
記述が簡単なものを考えれば十分なことが多い。Borel-Harish Chandra

はこのような意味での広義の基本領域の一般論をつくった。
定数 u > 0 に対して、W = (wij) と対角成分が１の n 次上三角行列で

|wij| < u なるものとする。また di (1 ≤ i ≤ n) を 0 < diudi+1 (0 < i < n)

かつ 0 < dn < u となるような実数とする。また　D を di を (i, i) 成分
に持つ対角行列とする。Z = X + iY ∈ Hn のうちで、上のような W , di
を用いて Y −1 =t WDW と書け、また X = (xij) について |xij| < u とな
るものの集合をΩ(u) と書く。
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Theorem 7 uが十分大ならば、Hn = ∩M∈Sp(n,Z)MΩ(u)で、vol(Ω(u)) <
0 であり、MΩ(u) ∩ Ω(u) ̸= ∅ なる M ∈ Sp(n,Z) は有限個である。

この定理は Ω(u) がほぼ基本領域と呼んでもよいと言うことを保証す
るものだが、証明は省略する。結論は Borel-Harish Chandra の一般論の
特殊例である。
さて、前述の Proposition の証明のアウトラインを述べてから証明に
移ろう。まず ϕ(f) = ||ρ(Y 1/2)f(Z)|| とおくと、これは Γ 不変なことよ
り、基本領域だけで考えればよい。ただし Sp(n,Z) の基本領域だけで議
論するには一般の Γ がSp(n,Z) の場合に帰着できることを言う必要があ
る。これは後で述べる。さて、Γ = Sp(n,Z) なら、 Ω(u) で最大値をと
ることを言えばよい。このため、
(1) det(Y ) が一定以上大きければ ϕ は小さくなって最大値ではあり得な
いことをいう。
(2) 次に最後に det(Y ) が小さいところで、基本領域との共通部分が相対
コンパクトなことを言って、ここで最大値をとることをいう。
論理的な順序は一応こうなのだが、述べ方の順序は少し変えるかもし
れない。
まず det(Y ) が十分大きいと ϕ(f) は小さいことを言いたい。そのため
には ||ρ(Y 1/2)|| の評価と ||f || の評価の両方が必要である。
まず準備として、ρ(Y 1/2) の部分を処理するための補題を考える。α を
整数として、ρ(g) = det(g)αρm(g) で ρm(g) の成分は g の成分の多項式と
仮定する。

Lemma 8 任意の正定値対称行列 T をひとつ固定すると

exp(−πtr(gT tg)) det(g)−α||ρ(g)||

は g の関数として GL+
n (R) 上、有界である。ここで GLn(R) は行列式

が正の実正則行列のなす群。特に T は任意の正の数としてもよい。

証明：T > 0 より、c1n < T となる正数 c が存在し、このような c に
対して、

exp(−πtr(gT tg)) ≤ exp(−cπtr(g tg))

となる。ρm(g) = det(g)−αρ(g)の成分は多項式だから、||ρm(h)|| = det(g)−α||ρ(g)||
は多項式の平方根である。これは gの成分 gij の有限個のある多項式の絶対
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値の和で押さえられる。P が n2変数の単項式であるときP (gij)exp(−cπ
∑

i,j g
2
ij)

はあきらかに有界である。よって、証明された。

以上より、ある c0 > 0 について

ϕ(f) ≤ ||ρ(Y 1/2)|| × ||f(Z)|| ≤ ||f(Z)|| det(Y )α/2exp(c0tr(Y ))

が任意の Y について成り立つとしてよい。よって次に、適当な領域上で
の ||f(Z)|| の評価にうつる。以前に {Y > c1n} 上で ||f(Z)|| が有界であ
ることを示したが、これだけでは不足している。もっと強い評価をする
ためには f(Z) がカスプ形式であることを用いる必要がある。
あらたに次の領域を定義する。c > 0, c

′
> 0 を固定する。Y > 0 なる

領域で、Y の成分を (yij) として
(1)

yii ≥ c (1 ≤ i ≤ n)

(2)

Y > c
′


y11 0 · · · 0

0 y22 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 ynn


の２つの条件を満たすようなもの全体の集合をDc,c′ と書く。
f(Z) を Hn 上のベクトル値関数とし、L∗ ⊂ Symn(Q) を lattice とし
て、f(Z) は Hn 上絶対かつ広義一様収束する級数

f(Z) =
∑
T∈L∗

a(T )exp(2πitr(TZ))

とフーリエ展開されているとする。

Proposition 9 f(Z) はゼロでないフーリエ係数 a(T ) を T > 0 の部分
のみで持つとする。このとき、c, c

′
のみによる定数 c1 > 0 と c2 > 0 が

存在して、Dc,c′ 上で

||f(Z)|| ≤ c1exp(−2πc2tr(Y ))

が成立する。
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証明：T ∈ L∗ ⊂ m−1Symn(Z) で T > 0 とすると tii > 0 だから、tii の
最小値がある。tii ≥ c3 としておく。Y ∈ Dc,c′ ならば、

tr(TY ) ≤ cTr(Tdiag(y11, . . . , ynn)) = c(t11y11 + · · ·+ tnnynn)

≤ cc
′
tr(T ) + c

n∑
i=1

tii(yii − c
′
)

≤ cc
′
tr(T ) + cc3tr(Y )− ncc

′
c3.

よって、

||a(T )e2πitr(TZ)|| ≤ ||a(T )||e−2πcc
′
tr(T )e2πncc

′
c3e−2πcc3tr(Y )

ここで

c4 = e2πncc
′
c3

∑
T∈L∗,T>0

||a(T )||e−2πcc
′
tr(T )

とおく。ここで最後の級数は Z = icc
′
1n で f(Z) が絶対収束することよ

り有限定数である。よって、∑
T>0

||a(T )||e−2πtr(TY ) ≤ c4exp(−2πcc3tr(Y ))

よって証明された。
Y の固有値を λ1, . . . , λn とすると、

det(Y )1/n = (λ1 · · ·λn)
1/n ≤ (λ1 + · · ·+ λn)/n ≤ tr(Y )/n.

よって、Dc,c′ 上で

||f(Z)|| ≤ c4e
−c5 det(Y )1/n

となるような定数 c5 > 0 が存在する。
以上は Dc,c′ 上では話であるから、これと、Ω(u) や {Y > c1n} などの
領域の比較が必要になる。

Lemma 10 (1) u > 0 に対し、ある c6 > 0, c7 > 0 が存在して、Ω(u) ⊂
Dc6,c7 となる。
(2) u > 0 に対し、ある c8 > 0 が存在してΩ(u) ⊂ {Y > c81n} となる。
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証明:(2) は (1) がわかれば容易な系である。よって (1) の証明を述べ
る。Y −1 = tWDW より、Y = W−1D−1 tW−1 であるから、W−1 = (vij)

として、

yii = d−1
i + d−1

i+1v
2
i,i+1 + · · ·+ d−1

n v2i,n ≥ d−1
i > u−n+i−1 > 0

である。よって c6 = min{u−n+i−1} とおけば yii > c6 である。次に Y 自
身の評価をする。

X0 =


√
d1 0 · · · 0

0
√
d2 0 0

... 0
. . .

...

0 0 0
√
dn

W−1


√
d1

−1
0 · · · 0

0
√
d2

−1
0 0

... 0
. . .

...

0 0 0
√
dn

−1


とおくと、これの (i, j) 成分は vij(did

−1
j )1/2 であり、i ≤ j でなければゼ

ロである。i ≤ j ならば didj は有界だから、X0 は全体として有界な領域
に含まれる。定義により

Y =


√
d1

−1
0 · · · 0

0
√
d2

−1
0 0

... 0
. . .

...

0 0 0
√
dn

−1

X0
tX0


√
d1

−1
0 · · · 0

0
√
d2

−1
0 0

... 0
. . .

...

0 0 0
√
dn

−1


である。まず X0

tX0 の固有値を λ1, . . . , λn とする。det(X0) ̸= 0 より、
X0

tX0 は正定値実対称行列だから、固有値は正である。また直交行列 P

で対角化可能である。∆ = P−1X0
tX0P を対角行列とすれば、直交行列

全体はコンパクト集合だから、λi は上に有界である。同様に、X0 は対角
成分が 1 の上三角行列だから X−1

0 も有界であり、同様の論法で λ−1
i も

上に有界である。すなわち、定数 c > 0, c
′
> 0 で c < λi < c

′
(1 ≤ i ≤ n)

となるものがある。よって、

Y > c


d−1
1 0 · · · 0

0 d−1
2 0

...
... 0

. . . 0

0 0 0 d−1
n


一方

yii = d−1
i + d−1

i+1v
2
i,i+1 + · · ·+ d−1

n v2i,n
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において、vij は有界で、d−1
i+k < ukd−1

i であるから、ある定数 c
′′
> 0

があって、yii < c
′′
d−1
i となる。以上より、c7 = cc

′′−1 として、任意の
Z ∈ Ω(u) に対して (2) を得る。q.e.d.

Lemma 11 c > 0 u > 0 を定数とする。このとき Hn 内のコンパクト集
合 C が存在して、

Ω(u) ∩ {X + iY ∈ Hn; detY < c} ⊂ C

となる。

これはもちろん C(n+1)n/2 内で相対コンパクトというよりは強い結果
である。これを証明する。（ちなみにこの証明はCartan Seminar に書い
ていないかもしれない。またここで登場する共通部分はもちろん c が十
分大でなければ空かもしれない。）det(Y ) ≤ c から、d−1

i の評価をする。
Y −1 =t WDW より、

c−1 ≤ det(Y )−1 = det(D) = d1 · · · dn

また 0 < dn < u より、0 < dn−1 < udn < u2. 以下帰納的に 0 < di <

un−i+1 がわかる。よって、di は上に有界だから d−1
i は下に有界、一方

d−1
i c−1 ≤ d1 · · · di−1di+1 · · · dn

より、d−1
i は上に有界でもある。すなわち、c1 > 0 と c2 > 0 が存在し

て、i = 1, . . . ,n について、c1 < d−1
i < c2 となる。また W−1 の各成分

は、(det(W ) = 1 より逆行列の公式を考えて、wij が有界だから) 有界で
ある。すなわち集合

D = {D−1; c1 ≤ d−1
i ≤ c2}

は Y > 0なる領域内のコンパクト集合であり、W−1, tW−1 はGLn(R)内
のコンパクト集合に含まれ、よって Y = W−1D−1 tW−1 も３つのコンパ
クト集合の積すなわち連続像（これは Y > 0 内にある）に含まれるから
コンパクトである。これと |xij| ≤ uをあわせて、結局補題が証明された。

Proposition 12 f(Z) が Sp(n,Z) に関する、保型因子 (ρ, µ) のカスプ
形式とする。このとき ||ρ(Y 1/2)f(Z)|| は Hn 上で最大値をとる。
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証明：考えている量は Sp(n,Z) 不変であるから、基本領域で考えれば
十分で、よって十分大きい u > 0 について Ω(u) 上で考えればよい。
任意の c2 > 0 に対して、ある c9 > 0 が存在して

||ρ(Y 1/2)|| ≤ c9e
c2πtr(Y ) det(Y )α/2

としてよいから、 ある定数 c10 > 0 が存在して

ϕ(f)(Z) ≤ c10e
−c2πtr(Y ) det(Y )α/2 ≤ c10e

−c2nπ det(Y )1/n det(Y )α/2.

これは det(Y ) → ∞ で 0 に近づく。よって、Z0 ∈ Ω(u) をひとつ固定す
ると、ある定数 c11 > 0 が存在して、det(Y ) > c11 で

ρ(f)(Z) < ϕ(f)(Z0)

となる。よって少なくとも det(Y ) > c11 では最大値は取りえない。Ω(u)∩
{Y > 0; det(Y ) ≤ c11} を含む Hn 内のコンパクト集合 C が存在するが、
そこでは ρ(f)(Z) はもちろん最大値をとる。これは全体の最大値でもあ
るから、命題は証明された。
この命題は Sp(n,Z) に関する保型形式について述べている。このため

Ω(u) をそのまま使うことができた。一般の Γ については、もう少し考察
する必要がある。これを以下で調べる。
F を Sp(n,Z) と通約的な群 Γ の、重さ ρ, multiplier µ のカスプ形式
とする。Γ ⊂ Sp(n,Z) としておいても一般性を失わない。Γ のカスプ形
式というのは、前に述べたように Sp(n,Z) の保型形式と同一視したとき
にカスプ形式という意味であった。言い換えると、

Sp(n,Z) = ∪t
i=1Γγi (disjoint)

とするとき、

fi(Z) = f |Rρ(γi) = ρ(Ciτ +Di)
−1f(γiZ) γi =

(
Ai Bi

Ci Di

)

として、F = (f1, . . . , ft)が Sp(n,Z)のカスプ形式という意味である。し
かし F に前の Proposition を適用しても fi に関する量の和が評価される
だけであるから、有界は明らかだが、Hn で最大値をとることの証明には
ならない。最大値をとることを言うには少し別の方法を用いる。上で特

18



に γ1 = 1 としておいてよいから、f1(Z) = f(Z) である。F がカスプ形
式であることより、

fi =
∑
T>0

ai(T )e
2πiTr(TZ)

としておいてよい。前の関数の評価その他はこの級数が絶対かつ広義一
様収束することしか使っていない。よって、

||ρ(Y 1/2)fi(Z)|| = ||ρ(Y 1/2)(f |R(γi))|| = ||ρ(Im(γiZ))f(ΓiZ)||

は Ω(u) 内で有界であり、かつΩ(u) 内の点で最大値をとる。言い換える
と、γiZ は i = 1, . . . t で次の領域

Ω = ∪t
i=1γiΩ(u)

を動くのであるから、||ρ(Y 1/2)f(Z)|| は Ω 内で最大値をとる。Ω は Γ の
基本領域を含んでいるから、この量の Γ 不変性より、||ρ(Y 1/2)f(Z)|| は
Hn で最大値をとる。Q.E.D.

2 Vanishingについての Poor-Yuen Criterion

の概説
フーリエ係数が沢山消えれば、もともと保型形式はゼロだという事実が
ジーゲル以来知られているが、これを定量的にかなり改良したのがPoor-

Yuenの結果である。ウェイトがある程度小さいときこの判定法は有用で、
具体的な低いウェイトの保型形式が存在しないという証明に使われて成
果を上げている。これは私はベクトル値の時まで拡張して証明したので、
以下そのアウトラインを書く。(Hilbert 保型形式の時への拡張は岡崎武
生、および Schulze-Pillot の学生によるものがある。一般の有界対称領
域でも（少なくとも Tube domain なら）証明できると思うが、やってい
ない。）

2.1 very small weights

Poor-Yuen の説明の前に、一般論としてウェイトが非常に小さいとき
は保型形式は存在しないことを指摘しておく。たとえば次は昔から非常
によく知られている。
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Proposition 13 k < 0 ならばMk(Γ) = 0 である。

この事実はもともとはジーゲルにあるが、Cartan Seminar でも証明さ
れている。またそこではベクトル値の時についても類似の結果が少し述べ
られているが、これは非常に不満足な拡張で最終的な結果とは言い難い。
これはのちに Freitagにより改良されている。(またそののちのWeissauer

の結果というのもあるが、これは証明を読んでいないのと、具体的な結
果が今ひとつわかりにくいので、ここではとりあげない。）

Proposition 14 (Freitag) ρ を non-trivial な GLn(C) の既約有理表現
とする。対応する Young diagram を f1 ≥ f2 ≥ · · · ≥ fn とする。このと
き、fn ≥ 1 でなければMρ(Sp(n,Z), id.) = 0 である。

証明のアウトライン。z∗ = (z1, . . . , zn) ∈ H1 × · · · × H1 として f(Z)

の制限 ρ(A)f(tAz∗A) を考える。A ∈ GLn(R) を適当にとるとこれはヒ
ルベルト保型形式と見なせる。このとき、A を動かすと表現 ρ の「ウェ
イト」（対角行列上に制限したときの既約表現）がゼロでないヒルベルト
保型形式のウェイトとしてでてくる。ヒルベルト保型形式では、ウェイ
トは負ではないし、またある変数についてのみウェイトがゼロで他が正
ということもあり得ない。よって実は ρ(g) の成分はみな det(ρ(g)) でわ
れる。q.e.d.

個人的には、Freitag の結果はもっと改良されるのではないかと思って
いる。たとえば

問: n = 2 とし、ρ の Young diagram のパラメータを (f1, f2) とする
とき、f2 = 1 または f2 = 2 ならばMρ(Sp(2,Z), id.) = {0} ?

もちろん full modular group というのがポイントである。これは予想
と言うほどの根拠があるわけではない。しかしもしこれが正しくないの
ならゼロでない保型形式の構成が問題になるわけで、これが実は全然手
段が思い浮かばないのである。（Boecherer と Schulze-Pillot とも討論し
たのだが、レベル付きのテータで構成して level 1 に落とすのはゼロしか
得られず無理らしい。）
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2.2 Kernel の概念

次に Kernel の概念を導入し、フーリエ係数が十分沢山消えれば保型
形式自身が消えるという Siegel-Eichler-Poor-Yuen の結果をベクトル値
の場合に拡張して解説する。以下 n を固定し、記号 Ω(R) = Ωsemi

n (R)
で n 次半正定値実対称行列全体の集合をあらわす。また Ω で n 次正定
値実対称行列全体のなす cone をあらわす。閉集合 K ⊂ Rn が (closed)

convex set というのは、任意の x, y ∈ K と任意の λ ∈ [0, 1] ⊂ R につい
て λx+ (1− λ)y ∈ K となることである。

Definition 15 Ωsemi の閉部分集合 K が Kernel というのは次の３つを
満たすこと。
(1) 任意の c ≥ 1 と x ∈ K について、cx ∈ K.

(2) K はRn の原点 0 を含まない。i.e. 0 ̸∈ K,

(3)

R≥0K = {y ∈ Symn(R); y = cx for some x ∈ K and x ≥ 0}

とおくと、Ω ⊂ R>0K.

容易にわかるように、K が kernel ならば、x, y ∈ K かつ c1 + c2 ≥ 1,

c1, c2 ≥ 0 ならば c1x + c2y ∈ K である。また、xi ∈ K かつ ci ≥ 0

(1 ≤ i ≤ ν) ならば
∑ν

i=1 cixi ∈ R≥0K である。Kernel というのは感じと
しては cone の原点のあたりを切り取ってのこる立体。
記号：部分集合 K ⊂ Symn(R) に対して

K⊔ = {x ∈ SY mn(R);< x.y >≥ 1 for all y ∈ K}
K∨ = {x ∈ SY mn(R);< x, y >≥ 0 for all y ∈ K}

とおく。K が Kernelならば K⊔ も Kernelである。KQ = K∩Ωsemi(Q)

とおくと、KQ は K 内で dense なので、(KQ)
⊔ = K⊔ である。また

K∨∨ = R≥0K である。
自然数 N に対して次の記号を導入する。

S∆n(N) =

{(
A B

0 D

)
∈ Sp(n,Z); det(A) = 1, A ≡ D ≡ 1n mod N, B ≡ 0 mod N

}
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n ≥ 2 とすると、Hn 上の S∆n(N) 不変な（ベクトル値）正則関数、
すなわち、f(A(Z + B)tA)) = f(Z) となる正則関数について、Koecher

principle より

f(Z) =
∑

T∈Ωsemi(Z)

a(T )e2πiTr(TZ)

とフーリエ展開できる。
supp(f) = {T ∈ Ωsemi

n (Q); a(T ) ̸= 0}なる集合を考える。集合 R≥1supp(f)

の convex hull の closure を ν(f) と書く。これは

c1Ti + · · · crTr

(r は任意で、Ti ∈ supp(f),
∑

i ci ≥ 1 (1 ≤ i ≤ r) ) の全体と言っても同
じ事である。

Proposition 16 (Key Lemma) f が前の通りとし、 0 ̸∈ supp(f) と仮
定する。すると、ν(f) が Kernel であるか f = 0 であるかのどちらかで
ある。

証明は省略する。
ρを GLn(C)の有理表現で、ρ = detk ρ0ここで ρ0はm次のpolynomial

representation（成分が g ∈ GLn の成分のm 次斉次多項式で与えられる
もの）とする。次は Poor-Yuen のベクトル値への拡張である（複素数値
のときは m = 0 であり、 Poor-Yuen が与えた定理と同一）。

Theorem 17 ゼロでないカスプ形式 f ∈ Mρ(Γn)について ||ρ(Y 1/2)f(Z)||
が Z = Z0 = X0 + iY0 で最大値をとるならば、

k +m

4π
Y −1
0 ∈ ν(f)

である。

一方で Γn の基本領域内では、カスプがひとつしかないことから、Y −1
0

はあまり「大きく」なれない。応用として、ν(f)が十分大きければ f = 0

ということになる。この「大きさ」をはかる関数はいろいろあり得る。
Poor-Yuen は dyadic trace （たぶん彼らの命名）を採用した。

w(s) = inf{Y >0}
tr(sY )

m(Y )
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ここで、m(Y ) = minx∈Zn\{0}
txY x.

以下の結果は上の定理の簡単な帰結であるが、証明は省略する。

Lemma 18 Γn の基本領域上で

w(Y −1) ≤ 2n√
3

である。

Corollary 19 ρ = detk ρ0 で ρ0 が m 次の多項式表現とする。このと
き、f ∈ Sρ(Γn) について、

a(T ) = 0 for all T such that w(T ) ≤ 2n√
3

k +m

2π

ならば f = 0 である。

3 保型形式のなす環

3.1 保型形式の射影極限

Γn = Sp(n,Z) と書くことにする。また ρ = detk, multiplier µ = id.　
のとき、記号を省略してMρ(Γn, id.) = Mk(Γn) と書くことにする。
Φ : Mk(Γn) → Mk(Γn−1) によりMk(Γn) (n ≥ 1, k ≥ 0 ) を射影系と見
なすと射影的極限

lim
←−
n

(⊕∞
k=0Mk(Γn))

が定義される。これはすなわちすべての n にわたる直積の中の元

(· · · , fn+1, fn, · · · , f2, f1) ∈
∞∏
n=1

Mk(Γn) (fn ∈ Mk(Γn))

であって、Φ(fn) = fn−1 となるもののなす環である。この環には f ∈
Mk(Γn) の元で F ∈ Mk(Γn+1) で Φ(F ) = f となるものが存在しないよ
うなものはあらわれないから、ジーゲル保型形式のすべてを反映するわ
けではない。しかし次が知られている。
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Theorem 20 (Freitag) この環は加算個の代数的に独立な生成元をもつ
無限変数多項式環である。

証明は Singular modular forms の理論とテータ関数を用いる。生成元
は既約ユニモジュラー偶格子から作られた各次数のジーゲル保型形式の
列に対応する。
以上は少々特殊な環を扱った。もっと自然な対象は

M(Γn) = ⊕∞
k=0Mk(Γn)

である。これを保型形式環と呼ぼう。
保型形式環の具体的な構造がわかっている場合はあとで述べることに
して、一般論としては、次が知られている。

Theorem 21 (Freitag [12]) n ≥ 8 ならば M(Γn) は factorial(=UFD

、一意素元分解環）である。

このほか n が十分大ならば一般型などの結果があるのではないかと思
うが筆者はこのような分類論には詳しくないので省略したい。

3.2 保型形式環は有限生成

もっと一般の Sp(n,Z) と通約的な離散群 Γ について

M(Γ) = ⊕∞
k=0Mk(Γ)

を Γ の保型形式環と呼ぶことにする。佐武コンパクト化というのは、結
果から言えばこの環の Proj であって、代数的だから、M(Γ) が有限生
成というのは当たり前でないと困るのであるが、たとえば環 M(Γ) は
Proj(M(Γ)) では全く決まらない。たとえば、よく知られているように、

Proj(⊕∞
k=0Mkd(Γ)) = Proj(M(Γ))

が任意の正整数 d について成立する。よって、注意深く考えるべきであ
る。ここでは Igusa と Cartan Seminar を引用しておく。
一般に S = ⊕∞

k=0Sd を (commutative) graded ring とし、S0 = C とす
る。よって Sは C上のalgebraである。また正整数 dに対してS(d) = ⊕Sdk

とおくと、これは S の graded subring である。
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Proposition 22 (Igusa [31] p.94 Lemma 8)

S(d) が C 上環として有限生成ならば S もそうである。

これは純粋に環論的な主張であって、証明も抽象代数学である。Cartan
Seminar には正確にこれに当たることは示していないのではないかと思
われる。

Proposition 23 (Cartan Seminar 17)

ある正整数 d があって、⊕∞
k=0Mkd(Γ) は有限生成である。

この命題は、Cartan Seminar の 17-11 Théorèm Fondamental で主張
されているが、そこではウェイトは実際上少し条件が付いているかたち
になっていることに注意すべきである。（そのため、Igusa からの引用を
付け加えた方が安全と考えた。）また、一番微妙なポイントは 17-14 の
Proposition にあると思う。

Corollary 24 M(Γ) は C 上有限生成である。

以上は、当然にも一般の有界対称領域の保型形式環でも同一のはずであ
る。少なくとも Baily-Borelの佐武コンパクト化の議論で Cartan Seminar

の部分に当たるものが示されているはずであるが、私はよく確かめてい
ない。たとえば Baily-Borel [3] §. 10, p. 524 では、一応ヤコビアンから
決まる保型因子に対する保型形式環の有限生成性が主張されているよう
であるが、（よって、もっと「小さな」保型因子でも有限生成だが）群が
完全に一般の場合の主張になっているのかどうか、私は良く知らない。

3.3 保型形式の構成法

種々の構成法を具体例によって示す。Γn = Sp(n,Z) と書く。しばらく
n = 2 とする。dimS10(Γ2) = 1 が知られている。この定数倍を除いて一
意的に決まるウェイト 10 のカスプ形式を例として取り上げて、保型形式
の互いに異なる様々な構成法を述べてみる。

アイゼンシュタイン級数 Hn 上の関数 ϕ について、

(ϕ|kg)(Z) = det(CZ +D)−kϕ(Z)
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とおく。Sp(n,Z) 不変な関数を作りたかったら、たとえば
∑

γ ϕ|kγ をと
ればいいが、収束が問題である。特に ϕ として、Γ の部分群 Γ0 で不変な
ものをとれば、和を Γ0 のコセット上に制限してもよい。k を偶数として、

Γ∞ = {

(
U X

0 tU−1

)
∈ Γn}

とおき、上で ϕ = 1 とおくと、ϕ は Γ∞ 不変である。

ϕk(Z) =
∑

γ∈Γ∞\Γn

det(CZ +D)−k

とおくと k > n+ 1 で絶対一様収束する。これをウェイト k のジーゲル
アイゼンシュタイン級数という。アイゼンシュタイン級数のフーリエ係数
は有理数であることが知られている。ϕ4ϕ6 − ϕ10 は S10(Γ2) の non-zero

element を与える。

テータ定数 e(x) = e2πix と記号を定める。m = (m
′
,m”) ∈ Z4 と Z ∈ H2

について、

θm(Z) =
∑
p∈Z2

e

(
1

2
t(p+

m
′

2
)Z(p+

m
′

2
) + t(p+

m
′

2
)
m”

2

)

とおく。これは適当な群についてウェイト 1/2 の保型形式であるが、

θ5 = θ0000θ0001θ0010θ0011θ0100θ0110θ1000θ1001θ1100θ1111

とおくとき、0 ̸= θ25 ∈ S10(Γ2) である。

球関数つきテータ関数 上とよく似た構成に、even unimodular matrix

と pluri-harmonic polynomial を用いた構成がある。L ∈ Q8d は even

unimodular lattice, P (X) はX ∈ Mn,8d(C) の成分を変数とする多項式
で、任意の A ∈ GLn(C) について P (AX) = det(A)νP (X) かつ多重調
和 (pluri-harmonic) とする。（これは P (AX) がすべての A ∈ GLn(C) に
ついて普通の意味で harmonic というのと同値であるが、今は P (AX) =

det(A)kP (X) であるから、この条件下で実はたまたま pluri-harmonic と
harmonic は同値になっている。一般のベクトル値保型形式などを考える
ときには pluri-harmonic というのが正しい定式化である。）
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このとき Ln (L の n 個の直積）を Mn,8d に自然に埋め込んで考えて

F (Z) =
∑
X∈Ln

P (X)e2πiTr(SXZ)

とおくと F ∈ M4d+ν(Γn) である。ただし、

X =


x1

x2

...

xn


とし、SX = ((xi, xj)) とおいた。特に ν ≥ 1 ならばカスプ形式である。

Theorem 25 (Boecherer [4]) d と ν ≥ 1 を固定し、すべての L と P

から上のようにして得られるカスプ形式のはるベクトル空間を B(8d, n, ν)

と書く。2d > n かつ ν ≥ 1 と仮定すると

S4d+ν(Γn) = B(8d, n, ν)

である。また、2d > n ならば B(8d, n, 0) = M4d(Γn) である。

もちろんこの定理の仮定は十分条件であって必要条件とは限らない。一
方でウェイトの小さいところではいわゆる singular modular forms の理
論というのがあって、次が知られている。

Theorem 26 (Freitag) 2k < nならば、k ≡ 0 mod 4でなければMk(Γ) =

0である。2k < nかつ k ≡ 0 mod 4ならばB(2k, n, 0) = Mk(Γn)である。

微分作用素 前の Boecherer の定理からすると、χ10 ∈ S10(Γ2) は 16 次
の偶ユニモジュラー格子と２次の多重調和多項式から構成できるはずで
ある。一方で Rankin-Cohen type の微分作用素という知られている複数
のジーゲル保型形式から新しいジーゲル保型形式を構成する方法がある。
この両者は、一見かなり近いのだが、実際は微分作用素の方がやや応用
が広く計算しやすい。たまたま χ10 の構成では両者の構成は同じ場合も
あるので、これを解説してみよう。１６次の偶ユニモジュラー格子は同型
を除き２つある。ふつうこの２つはE8+E8 と Γ16 と書く。ここで E8 は
８次の同型を除いてただ一つの偶ユニモジュラー格子である。さて、ここ
では L = E8 +E8 をとる。L で決まるテータ関数はウェイト 8 であるか
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ら、ウェイト 10 のジーゲル保型形式を作るには P (AX) = det(A)2P (X)

(X ∈ M2,16) となる多重調和関数を用意しなければならない。あとの都合
上、少し特殊な P を選んでみる。

X =

(
x y

x
′

y
′

)
(x, x

′
, y, y

′ ∈ C8)

として、P (X) を次のようにおく。

P (X) = 16

∣∣∣∣∣(x, x) (x, y)

(x, y) (y, y)

∣∣∣∣∣+ 16

∣∣∣∣∣(x
′
, x
′
) (x

′
, y
′
)

(x
′
, y
′
) (y

′
, y
′
)

∣∣∣∣∣
−14

∣∣∣∣∣(x, x) (x
′
, y
′
)

(x, y) (y
′
, y
′
)

∣∣∣∣∣− 14

∣∣∣∣∣(x
′
, x
′
) (x, y)

(x
′
, y
′
) (y, y)

∣∣∣∣∣
とすると条件を満たすのは容易にわかる。これを用いて θL,P (Z) を構
成すると、具体的な計算により θL,P (Z) はゼロで無いことがわかり、χ10

と定数倍を除き一致する。実際は e(ξ) = e2πiξ と書くことにして

θL,P = 322560

(
e(Tr(

(
1 1/2

1/2 1

)
Z)

−2e(Tr(

(
1 0

0 1

)
Z) + 36e(Tr(

(
1 0

0 2

)
Z) + · · ·

)
ここで一番面倒なのは θL,P (Z) が恒等的にゼロでないように P を選ぶと
いう点にある。単に変換の条件を満たすだけなら P は多数あるし、一般
的な形もわかっているが、テータが消えないと言う部分だけは手作業に
ならざるを得ない。さて、θL,P は実はウェイト 4 のアイゼンシュタイン
級数 ϕ4 = θE8 から微分作用素によって得ることもできる。これを説明す
る。Z ∈ H2 に対して、

Z =

(
τ z

z τ
′

)
とおく。
記号を簡単にするために、

∂1 =
1

2πi

∂

∂τ

∂2 =
1

2πi

∂

∂z

∂3 =
1

2πi

∂

∂τ ′
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もうひとつ別の変数 Z
′ ∈ H2 をとって、同様に ∂

′
i (i = 1, 2, 3) を定義

しておく。Z, Z
′
に関する線型正則微分作用素 D を

D = 16

∣∣∣∣∣ ∂1 ∂2/2

∂2/2 ∂3

∣∣∣∣∣+ 16

∣∣∣∣∣ ∂
′
1 ∂

′
2/2

∂
′
2/2 ∂

′
3

∣∣∣∣∣
−14

∣∣∣∣∣ ∂1 ∂
′
2/2

∂2/2 ∂
′
3

∣∣∣∣∣− 14

∣∣∣∣∣ ∂
′
1 ∂2/2

∂
′
2/2 ∂3

∣∣∣∣∣
とおく。このとき、

θL,P (Z) = D(ϕ4(Z)ϕ4(Z
′
))|Z′=Z

となるのは容易にわかる。実際

ϕ4(Z) =
∑

x,y∈E8

e2πi((x,x)τ+2(x,y)z+(y,y)τ
′
)

であり、各偏微分では (x, x) などがでるだけだから、よく見れば微分す
ると言っても各フーリエ係数に多項式を書けると言っても結局は同じ事
だからである。もっと直接的に書けば、

θL,P = 32ϕ4(∂1∂3 − ∂2
2/4)ϕ4 − 28∂1ϕ4)(∂3ϕ4) + 7(∂2ϕ4)

2

である。このような微分作用素は Rankin-Cohen type の微分作用素と呼
ばれる。一般論は原理は [21], 具体的なのは [6] を参照されたい。

Lifting による方法 保型形式の構成法に斎藤-黒川リフティングを用い
る方法がある。これは n = 2 に特有であったが、最近 n が偶数ならば池
田リフティングというのがでてきた。ここでは n = 2 に限って説明する。
ウェイトが 10 − 1/2 = 19/2 の Γ0(4) のカスプ保型形式でKohnen plus

space に属するものを考える。具体的には

f(τ) = θ00(2τ)
7θ01(2τ)

12 − 16θ00(2τ)
3θ01(2τ)

16

= q3 − 2q4 − 16q7 + 36q8 + · · ·

を考えよ。ここで pluse space に属するというのは

f(τ) =
∞∑
n=1

c(n)e2πinτ
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とフーリエ展開したときの係数 c(n) が −n ≡ 0, 1 mod 4 のものを除い
て、0 になるという意味である。これに対して半整数対称行列 T の関数
a(T ) を

a(T ) =
∑
d|e(T )

dk−1c(4 det(T )/d2)

と定義する。ここで、e(T ) は

T =

(
t1 t12
t12 t2

)
とおいたときの t1, t2, t12 の最大公約数である。このとき

F (Z) =
∑
T>0

a(T )e2πiTr(TZ)

とおくと、これは S10(Γ2) の non-zero element.

類似例として、たとえば

θ00(2τ)
7 − 14θ00(2τ)

3θ10(2τ)
4 = 1 + 56q3 + 126q4 + 576q7 + 756q8 + · · ·

と考えると、ϕ4 を得る。ϕ6, χ12 もリフティングで得られる。χ35 につい
てはこのようなリフティングは知られていない（というか、L 関数の具
体的数値から見れば、リフティングはないはずである。）χ35 の簡単な構
成法についてはあとで説明する。

Borcherds product 一般に、SO(n, 2) に対応する領域については、
Borcherds 積という、ちょうど Ramanujan のデルタ関数のような特別
な作り方がある。今、SO(2, 1) ∼ SL2(R), SO(2, 2) ∼ SL2(R)× SL2(R),
SO(2, 3) ∼ Sp(2,R)であるから、これらについては、たとえば２次のジー
ゲル保型形式についてはこの作り方が流用できる部分がある。θ5 はその例
になっている。Sp(3,R) 以上ではこのような同型はないから、Borcherds

productは使えない。これらについては青木氏の解説にゆずる。Borcherds
product の重要な利点はゼロの因子が正確にわかるという点にある。

3.4 保型形式環の例

Proposition 27 (Igusa) ウェイト 35 のカスプ形式 χ35 が存在して、

⊕∞
k=0Mk(Γ2) = C[ϕ4, ϕ6, ϕ10, ϕ12]⊕ χ35C[ϕ4, ϕ6, ϕ10, ϕ12]
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ここで実は

χ10 = ϕ4ϕ6 − ϕ10,

χ12 = 441ϕ3
4 + 250ϕ2

6 − 691ϕ12

とおくとこれらはカスプ形式で、カスプ形式のなすイデアルの生成元で
もある。当然C[ϕ4, ϕ6, ϕ10, ϕ12] = C[ϕ4, ϕ6, χ10, χ12].

以下、この事実の証明のアウトラインを述べてみよう。
Z ∈ H2 について

Z =

(
τ z

z τ
′

)

と記号を使う。D := {Z ∈ H2; z = 0} とおく。

Proposition 28 (Hammond, Freitag(independent)) D 上 χ10 = 0

である。また χ10(Z) = 0 となるのは、ある γ ∈ Γ2 について Z ∈ γD の
時に限る。さらに θ5 の z = 0 でのオーダーは 1 である。

証明:

現在では Borcherds productの一般論でやるのがベストであるから省略。
以下では井草の証明ではなく Hammond, Freitag のワンセンテンスプ
ルーフについて述べる。

Wf = f

(
τ 0

0 τ
′

)

とおく。井草によればこれは Witt operator と呼ばれている。

Corollary 29 f が Γ2 の保型形式でWf = 0 ならば f/θ5 も正則であ
る。さらに f のウェイトが偶数ならば f/χ10 も正則である。

Proposition 30 f ∈ Mk(Γ2) ならばWf は Mk(Γ1) の対称テンソル
に含まれる。ここで対称テンソルというのは f , g ∈ Mk(Γ1) について
f(τ)g(τ

′
) + f(τ

′
)g(τ) で生成されるベクトル空間の元という意味である。

Proposition 31 W (ϕ4), W (ϕ6), W (χ12) の生成する環は上の意味での
対称テンソル全体と一致する。
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以上より、⊕∞
k=0M2k(Γ2) = C[ϕ4, ϕ6, χ10, χ12] はあきらかである。

奇数ウェイトは χ35 を Borcherds product で構成して、ゼロが対角の
orbit にしかないことを言えば同じ証明が通用する。また Igusa は theta

characteristics のうちで azygous triples のべきを平均化するという、き
わめて複雑な構成法でこれを得た。
しかし私は次の方法がもっとも簡単であると考える。（この結果は新し
いはずである。）
まず χ35 の構成は

χ35 ==

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4ϕ4 6ϕ6 10χ10 12χ12

∂ϕ4

∂τ
∂ϕ6

∂τ
∂χ10

∂τ
∂χ12

∂τ

∂ϕ4

∂z
∂ϕ6

∂z
∂χ10

∂z
∂χ12

∂z

∂ϕ4

∂τ ′
∂ϕ6

∂τ ′
∂χ10

∂τ ′
∂χ12

∂τ ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
でよい。χ30 = χ35/θ5 とおく。Γe を Sp(2,Z) の A6 に対応する in-

dex 2 の部分群、Γ1,e を SL2(Z) の index 2 の部分群とすると、f ∈
Mk(Γ2, sgn) のとき、Wf の像は、Mk(Γ1, sgn) の「交代テンソル」に
含まれる。⊕∞

k=0Mk(Γ1,e) = C[E4, E6,
√
∆] と考慮に入れるとまったく同

じ考察で、

M(Γe) = ⊕∞
k=0C[ϕ4, ϕ6, θ5, χ12, χ30]

がわかる。これから Γ2 に関する奇数ウェイトの結果も従う。

3.5 その他の知られている場合

任意の自然数 N について、Sp(n,Z) の部分群を

Γ(N) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ Γ(N);A ≡ D ≡ 1n mod N, B ≡ C ≡ 0 mod N

}

Γ(N, 2N) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ Sp(n,Z); diagonal of A tB and C tD ≡ 0 mod 2N

}

と定義する。
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Γ(N) をレベル N の主合同部分群という。また、Γ(N, 2N) を Igusa

group と呼ぶ人もいる。(Γ(1, 2) については、伝統的には theta group と
言うように思う。）これを Igusa group と呼びたい気持ちは、一般論とし
ては、N = r2 で r が偶数の時、Γ(N, 2N)の整数ウェイトの保型形式のな
す環は C[θaθb] (a, b ∈ r−1Z2n) という（第１種）テータ定数のなす環の整
閉包に等しいという井草の定理があるからである。ここで a = t(a

′
, a
′′
),

a
′
, a
′′ ∈ r−1Zn として、

θa(τ) =
∑
p∈Zn

e

(
1

2

t

(p+ a
′
)τ(p+ a

′
) + t(p+ a

′
)a
′′
)

とおいた。(ここで e(x) = e2πix.)

Runge は類似の定理（ただし少しだけ内容が違う）を第２種テータ定
数の場合にも与えた。ここで第２種というのは θ(a,0)(2τ) (a ∈ 2−1Zn) の
事である。また対象としている群は Γ∗(2, 4) と書かれる Γ(2, 4) の指数２
の部分群であり、具体的には

Γ∗(2, 4) =

{
g =

(
A 2B

2C D

)
∈ Γ(2); det(A) ≡ det(D) ≡ 1 mod 4

diagonal of B and C ≡ 0 mod 2}

と記述される。[33]

以上の Igusa の結果は n = 2, N = 4 の場合に応用され、また Runge

の結果は n = 3, N = 2 の場合に応用され、保型形式環を具体的に書くの
に使われた。ただしこれ以上の具体的な適用例はあまり知られていない。
実際には r を固定したときに、characteristic が r−1Z2n に属するテー
タ定数のなす環自身は一般には整閉ではない。たとえば n = 1, r = 4 で
すでに整閉ではない。実際には n = 1 で r ̸= 2 ならばどれも整閉ではな
い。また、一般の次数では r = 2 でもあまり多くは望めない。たとえば
n ≥ 6 ならば r = 2 でも、テータ定数の多項式では表せない任意に大き
いウェイトの保型形式が存在する。(Igusa [30]). n ≥ 5 ならば r = 2 の
テータ定数の生成する環は整閉ではない。(Salvati Manni [36]). これらの
定理についてはこの記事では解説しない。
以下では、より具体的な環の記述のみについて述べる。

n = 1 この場合はいろいろあるが、略。
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n = 2 の場合 Γ(4, 8), Γ(2) などが最初にわかった（井草）。たとえば
M(Γ(4, 8)) = C[θmθn].

それ以外では n = 2 の場合、自然数 N について、次の合同部分群

Γ0(p) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ Γ2;C ≡ 0 mod N

}

を定義し、また、N = 2, 3, 4 に対し、Γ0(N) の character を

χN(g) =

(
−N

detD

)
で定義する。 この N について、Γ0(N) の指数２の部分群を

Γχ
0 (N) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ Γ0(N);χN(g) =

(
−N

detD

)
= 1

}

と定義する。

1. N = 2 では

M(Γ0(2)) = C[X2, Y4, Z4, K6]⊕ χ19C[X2, Y4, Z4, K6]

ここで

χ19 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2X2 4Y4 4Z4 6K6

∂X2

∂τ
∂Y4

∂τ
∂Z4

∂τ
∂K6

∂τ

∂X2

∂z
∂Y4

∂z
∂Z4

∂z
∂K6

∂z

∂X2

∂τ ′
∂Y4

∂τ ′
∂Z4

∂τ ′
∂K6

∂τ ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. (N = 3. joint with Aoki)

Γχ
0 (3) =

{
g =

(
A B

C D

)
∈ Γ2;C ≡ 0 mod 3,

(
−3

det(D)

)
= 1

}

について

M(Γχ
0 (3)) = C[a1, b3, c4, d3]⊕ χ14C[a1, b3, c4, d3]
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ここで

χ14 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 3b3 4c4 3d3

∂a1
∂τ

∂b3
∂τ

∂c4
∂τ

∂d3
∂τ

∂a1
∂z

∂b3
∂z

∂c4
∂z

∂d3
∂z

∂a1
∂τ ′

∂b3
∂τ ′

∂c4
∂τ ′

∂d3
∂τ ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. (N = 4. joint with Hayashida) Γχ

0 (4) については

M(Γχ
0 (4)) = C[f1, g2, h2, f3]⊕ f11C[f1, g2, h2, f3]

ここで f1, g2, h2, f3 はそれぞれウェイト 1, 2, 2, 3 の代数的独
立なMk(Γ

χ
0 (4)) の元である。また f11 は次で与えられる。

f11 ==

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 2g2 2h2 3f3

∂f1
∂τ

∂g3
∂τ

∂h4

∂τ
∂f3
∂τ

∂f1
∂z

∂g3
∂z

∂h4

∂z
∂f3
∂z

∂f1
∂τ ′

∂g3
∂τ ′

∂h4

∂τ ′
∂f3
∂τ ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4.最近 n = 2 の Γ(3) の graded ring が Freitag と Salvati Manni

により具体的に決定された (cf. [16]. )。これとは全く独立に軍
司圭一氏は、Γ(3) の低いウェイトに対する次元（これは知ら
れていなかったし、その決定は全然やさしくない）とその保型
形式を構成した (cf. [17])。証明法はいずれも有限群の指標表を
用いて低いウェイトの保型形式のなすベクトル空間への作用の
候補を決め、これにより次元も決定すると言う点では似ている
が、Freitag-Salvatti Manni は Sp(2,F3)/{±1} を用いており、
軍司は Sp(2,F3) 自身を用いている。

Paramodular group of level two and three:

level 2: Freitag [9], Ibukiyama-Onodera [20]

level 3: Tobias Dern [5].

Half integral weights of Γ0(4):

これは Hayashida and Ibukiyama の結果がある。
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n = 3 ,

露峰氏は７つの代数的に独立な元上の加群として記述。これにより
次元などがわかった。手法は特定の因子 (hyper-elliptic locus)上で
消えるものとそれ以外に分けるという点ではHammond-Freitag 流
に似ている。しかし環構造が分かっているとまではいえない。Bern-
hard Runge は８個の第２種テータ定数 fa(Z) = θm(2Z) を用いて
⊕∞

k=0M4k(Γ(2, 4)) を記述。ポイントはこの環が正規なことの証明に
ある。Freitag-Hunt [15] による簡易化も知られている。８個の元の
Relation は具体的にわかっている。しかしこれもまた環構造が分
かっているとまでは言えない。ちなみにこの環は Cohen Macauley

であることがRunge により注意されている。次数２ index 1 の Γ2

の Jacobi形式の空間はわかっている。(Hayashida and Ibukiyama).

これと次数３のジーゲル保型形式環はある意味で「近い」のではな
いかと思う。

n = 4

第２種テータの間の relation が一部 Freitag-Oura によりわかって
いる。これがたとえば Riemann relation などから出るのかどうか
はわかっていないと思う。いずれにせよ、環の記述にはほど遠い。
与えられたウェイトの保型形式の次元も少数の小さいウェイトを除
き、まったく分かっていない。

4 おまけ
Cris Poor 氏は、ここ 10 年以内に Sp(4,Z) に関する（次数 4 の）保型

形式環が具体的に決定されるであろうと意見を述べた。full modular に
ついては次元公式などは全く出来ていないわけであるが、心は Jacobian

locus, hyperelliptic locus etc. の使用であろう。本人がやるという意味で
あろうか？一方で、たとえば Hilbert-Siegel 保型形式や４元数体から決ま
るジーゲル保型形式についての具体的な結果は次数２でさえ全く見たこ
とがない（埋め込みで考えるなら次数４のジーゲル保型形式になるから
であろうか。）３次体の普通の Hilbert 保型形式は３次のジーゲル保型形
式に埋め込めるし、３次のジーゲル保型形式は一応分かっているとも言
えるので、この環を具体的に決めるのは、とりあえず到達可能な問題か
もしれない。
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